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Beiträge  zur  Theorie  der  Kegelschnitte  und  des 

geraden  Ereiskegels. 


Von 

F.  Ryth 

io 


(Mit  einer  T»fel.) 


1)  In  der  vorlie8i)iida&  Abhftndlaiig  BoUen  die  EigenicliAfteii 
der  die  Asymptoten  eines  Kegelschnittes  berührenden 
Kreise  erOrtert  werden,  wodurch  wir  einerseits  sn  einer  Definition 
der  Sek  eitelkreise  als  EinhttUende  gewisser  Oenuien  geitngsn, 
ledererseits  sn  gewissen  Constmctionen,    teils  die  Kegelschnitte 
selbst,  teils  die  Bestimmung  des  Schnittes  derselben  mit  sn  den 
HiBftoien  parallelen  Geraden  n.  s.  w.  betreffend,  die,  wenngleich 
sie,  was  EUnfacbheit  anlangt',  durch  manche  der  schon  bekannten 
ttbertroffen  werden,  immerhin  als  Beitrage  snr  YervoUstindignng  der 
Theorie  der  Hyperbel  und  Ellipse  von  einigem  Interesse  sein 
dflrften.  Die  Hyperbel  besitzt  zwei  reelle,  die  Ellipse  zwei  imagiaire 
Asymptoten,  die  Doppelstrahlen  ihrer  Darcbmesserinvolntionen;  als 
Grenzfall  zwischen  beiden  tritt  die  Parabel  aaf,  bei  welcher  die 
beiden  Asymptoten  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  ihrer  Ebene 
sassaunenfallcn ,  daher  man  bei  der  Parabel  von  Kreisen,  die  die 
Aqrmptoten  berahren,  nicht  sprechen  kann,  und  die  im  Nachfolgen- 
den erhaltenen  und  besprochenen  Resnltate  sieb  nur  auf  die  Ellipse 
und  Hyperbel  besiehen. 

Wir  gelangen  zuerst  ganz  allgemein  durch  Betrachtung  einer 
gemiscbten  Kcgelschnittscliaar ,  bestimmt  durch  zwei  Punkte  und 
zwei  Tangeuteu  (jener  Schaar,  die  sich  seibat  dual  ist),  zu  eiuem 


Aitk.  iir  Jbtk.  m.  Fhf».  S.  iUUi«,  T.  VllL 


I 


2 


Ruth:  Beiträg*  mr  ITtMn't  der  Kejf^MekmtU 


Satze,  durch  dessen  Spccialisiruug  sich  die  fraglichen  Eigenschaften 
ergeben;  denn  die  Kreise  einer  "Ebene  gehen  alle  durch  dieselben 
zwei  nnendlich  fernen  imaginären  Punkte,  und  jene  davon,  welche 
zwei  gegebene  Gerade  berühren,  bilden  eine  specielle  Art  einer 
solchen  Kegel  Schnittschaar.  Wir  werden  dann  aber  noch  einen  an- 
dern directen  und  elementaren  Weg  der  Ableitung  eioscldagen,  der 
nnr  die  Kenntnies  gewisser  ein&cher  Relationen  zweier  Kreise  yor» 
anssetsty  and  schliesslich  einige  Uebertragnngen  in  den  Banm  machen. 

2)  Bekanntlich  sondern  sich  die  Kegelschnitte  durch  zwei  feste 
Punkte  2  und  IJ  auf  s  (Fig.  1.)  berührend  an  zwei  Gerade  t  und 
dnrch  5,  derart  in  zwei  Gruppen,  dass  die  Polaren  von  S  (Be- 
rührungssehnen mit  t  und  t^)  durch  einen  von  2  festen  Punkten  P 
oder  Q  geben  die  so  auf  der  Geraden  s  liegen,  dass  sie  sowol  / 
und  //,  als  auch  /  und  t^  harmonisch  trennen;  die  Pole  der  gemein- 
samen Secante  •  liegen  aaf  einer  Yon  twel  Geraden  p  oder  f ,  die 
dnrch  8  gehen  nnd  eben&Us  /  und  //,  nnd  t  nnd  <i  harmonisch 
trennen,  also  durch  P  und  Q  gehen. 

Betrachten  wir  jetzt  die  eine  Gruppe  der  Kegelschnitte  des  Sy- 
stemes,  z.  B.  die,  für  welche  die  Polaren  von  t  durch  F  gehen,  uud 
bezeichnen  wir  einen  beliebigen  Kegelschnitt  dieser  Gruppe  mit  P«*. 

„Legt  man  einen  Kegebchnitt  X*  beliebig ,  der  81  nnd  811  in 

,,d6n  Punkten  7  und  n  berührt ,  und  legt  man  an  diesen  und  jeden 
„Kegelschnitt  /*,'  der  Gruppe  P  die  gemeinsamen  Tangenten,  so 
„liegen  die  auf  den  Pr  befindlichen  Berührungspiinktc  1,  2,  3,  4 
„derselben  alle  auf  einem  neuen  Kegelschnitte  Ä**,  welcher  t  und 
„in  den  auf  «  gelegeneu  Punkten  7'  und  1\  berührt,  und  den  Kegel- 
„schnitt  £*  m  den  auf  p  gelegenen  Punkten  doppelt  berdhrf 

„Wfthlt  man  «ngekehrt  einen  Kegelschnitt  JT**  beliebig,  der 
„jedoch  die  gegebenen  Geraden  t  und  i|  in  den  auf  «  gelegenen 
„Punkten  T  und  Ti  berahrt,  so  schneidet  dieser  die  Kegelschnitte 
„Pd*  der  Gruppe  P  in  Punkten  derart,  dass  die  Tangenten  in  diesen 
„an  die  Kegelschnitte  Pi*  einen  neuen  Kegelschnitt  umhüllen, 
„welcher  K**  in  den  auf  p  gelegenen  Punkten  doppelt  und  die  Go' 
„raden  81  nnd  811  in  den  Punkten  /  und  II  resp.  berührt'' 

Znm  Beweise  des  Vorstehenden  betrachten  wir  in  Fig.  1.  JT* 
nnd  P«*,  zwei  Kegelschnitte  mit  den  auf  •  nnd  gelegenen  gemein- 
samen Punkten  J,  II,  HI  nnd  /F,  welche  C  und  C|  als  gemeinsame 
anf  p  befindliche  Contingenzponkte  besitzen.  Sind  8  und  £  die  Pole 


1)  Sieh«  Schröter:  Theorie  der  Kegelschnitte,  ite  Aafl.  p.  9^1.  und 
H.  Pf  äff,  Neuere  Geometrie  II.  ThU  p.  196,  u.  s  f. 


Digitized  by  Google 


3 


voa  •  hfrtgllffih  and  P^,  so  bilden  die  von  /  nach  C,  C^,  8  und 
£  gezogenen  Geraden  Tier  harmonitche  Strahlen,  da  Ja  18  and  IS 
I>oppelttrahlen  der  in  /  dnreh  die  Kegeltchnitto  der  Sdiaar  KW 
bestimmten  InTolntion  sind.  In  der  IC  and  iC|  ein  Paar  bilden.  8, 
£wad  CCi  sind  somit  zwd  Paare  harmonisch  eoqjogfarter  Punkte 
uf  p  und  ihre  Polaren  tft  ee^  besaglich  werden  4  harmonische 
Stoahleo  dorch  F  bilden.  («  die  Polare  Ton  iS^  «  die  Polare  von  £ 
Wt  F^. 

Ihasselbe  findet  bezüglich  /S,  und  £^  den  Polen  von  /r^  hiusicht- 
licb  Ä*  und  r,'  uud  Polaren  in  Bezug  auf  Pi*  statt,  so  dass  öj  #j 
t€^  wieder  4  harmonische  Strahlen  durch  2*  bilden. 

and  haben  gemeinsamo  Tangenten  und  die  Berührungs- 
fnkte  1,  2,  3,  4  anf  liegen  aof  e  und  und  geben  diese  be- 
kiBBtlich  dasselbe  Poldreicck  POR  wie  die  Punkte  /,  //,  ///  und 
IV.  Legen  wir  jetzt  ans  8  die  Tangenten  t  und  f,  an  P«*  und  bringen 
vir  sie  zam  Schnitt  mit  «  nnd  ebenso  aus  die  Tangenten  f  nud  T| 
md  bringen  sie  nun  Schnitt  mis  ^j,  so  erhalten  wir  4  auf  •  nnd  «| 
(ad  t  fi  nnd  t  nnd  t,  resp.)  gelegene  Punkte,  die  eben&Us  FOR 
sIsPoMreindc  haben,  wie  sieh  leiehl  <»sibt>).  Diese  4  Punkte 
■ISM  nsn  einem  bekannten  Satie  infolge  mit  den  Punkten  1,  2, 
3k  4  anf  einem  and  demselben  Kegelsdioltte  liegen  —  JT**. 

Da  aber  froher  gezeigt  wurde,  dass  (««f««^)  —  1,  so  sind  < 
und  ii  Tangenten  in  den  Punkten  7  und  an  JT**,  denn  ÜC**  ist 
der  ausser  i^""  noch  durch  1, 2, 3, 4  gehende  KegelMbnitt  der  i  berfthrt, 
and  musa  der  Berlihmngspunkt  Ton  jenem  mit  P^  durch  e  und  eg 
larmoniseh  getrennt  sein,  was  mit  T  wegen  («acq)  «•  —  1  der 
Faa  ist 

AehnKrhes  liest  dch  fiBr  t  und  «i  sagen.  Zur  weiteren  Be- 
i«——g  von  suchen  wir  die  Schnittpunkte  dieses  Kegel- 
scbaittes  mit  p\  da  i8  und  •  sowol  als  auch  ;8|  und  «i  Pol  nnd 
Polare  nicht  nur  in  Bezug  auf  K\  sondern  auch  hinsichtlich  K** 
sind,  so  berflhren  sich  JT**  und  JT*  in  den  auf  ji  gelegenen  Punkten 
Awad  At  doppelt,  K*  und  JT^'sind  also  doppelt  berfthronde  Kegel- 
schnitle  mit  P  undj»  als  gemeinsamem  Pol  und  Polare. 


1)  Legt  man  aus  2  Fankten  einer  Seite  des  gempinsnmen  PoIdrei«clui 
ciacs  KcgelichniUbflscheU  die  ron  den  Ecken  dea  Poldreiecks  harmonisch  gc« 
trmnt  werden,  Tangenten  an  irgend  eimn  KcKclschnitt  des  Büschels,  so  treffen 
dwfM?  die  darrh  die  (Iritte  Ecke  des  Pt)Idrri«Tks  gehenden  ßemeinsutnen  Sr- 
CEBita  xweimal  in  4  l*unktcii,  diu  daasi-llM  rolürtict-k,  da»  dea  BOst-hels  geben. 
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Rtitki  Beüragt  MT  Tkäori*  dtr  Ktgelsckniit* 


Wenn  wir  Jetst  mgeindert  lassen  nnd  den  Kegdscbnitt 
derart  ftadem,  dass  er  jedeneit  durch  die  swei  festen  Punkte  /  und 
n  geht  und  die  ebenfalls  festen  Geraden  t  nnd  f,  berührt  (so  dass 
die  Berfihmngssehne  durch  P  geht)  und  an  jeden  dieser  Kegel- 
schnitte Ptf*  und  an  die  gemeinsamen  Tangenten  legen,  so  liegen 
jedesnul  die  auf  befindlichen  Berflhmngspunkte  mit  37,  7i7*„ 
AA^  u.  s.  w.  auf  demselben  Kegelschnitte,  der  durch  die  so- 
eben anfgesihlten  Bestimmnngsstacke  schon  bestimmt  und  mit  dem 
Kegelschnitte  KV  identisch  ist,  wodurch  der  angefahrte  Sats  be- 
wiesen erscheint 

Es  ist  wol  nicht  uolweudij,',  deu  Beweis  besonders  zu  führen 
für  den  Fall,  dass  die  festen  Punkte  /  und  //  oder  die  Geraden  t 
und  oder  beide  Tiiare  Bestimmungselemente  der  Schaar  imaginär 
sind,  ebenso  darf  hier  von  dem  Beweise  des  zweiten  Teiles,  wo  Ä** 
gewählt  wird,  Umgang  geuommcn  werden. 

3)  An  das  Vorhergehende  lassen  sich  noch  unmittelbar  fol- 
gende ergänzende  Bemerknngen  anreihen: 

a)  Auf  liegen  noch  jederzeit  die  Schnittpunkte  der  zweiten 
durch  P  gehenden  Ä'^  und  gemeinsamen  Secante  «,  mit 
deu  Tangenten  au  Pt"^  aus  dem  Pole  »S,  der  Secante  #,  in 
Bezug  auf  A'^ ;  diese  Taugenten  an  sind  zugleich  anch 
Tangenten  au  K*K 

b)  Da  es  noch  einen  zweiten  Kegelschnitt  P^  gibt,  der  nüt 
Pf  ausser  /,  JU  noch  dieselbe  zweite  Secante  «i  mit  JT* 
gemeinsam  hat,  so  erscheint  KV  anch  als  die  einhül- 
lende Gurve  der  ausser  t  und  fi  noch  Torhande. 
nen  gemeinsamen  Tangenten  der  Kegelschnitts- 
paare Pf  und  Ptf"  .der  Gruppe  P,  die  sieh  auf  K^ ausser 
in  /  und  II  noch  in  denselben  zwei  Punkten  schneiden ; 
auf  der  zweiten  noch  gemeinsamen  Secante  <i  liegen  auch 
die  Punkte  von  KV 

Zur  näheren  Orientirung  über  die  Paare  P,^  und  /V''  dient  die 
leicht  zu  erweisende  Bemorkuiiu:,  diiss  ihre  Berührungspunkte  auf  t 
(also  auch  auf  Paare  einer  Involution  bilden,  deren  Doppelpunkte 
aufü»«  liegen. 

Die  in  a)  and  b)  angeführten  Ergänzungen  lassen  sich  auch 
leicht  bezOglich  der  Fassung  des  zweiten  Teiles  des  Satzes  formu- 
liren,  was  aber  hier  nicht  weiter  verfolgt  werden  soll. 

4)  Bevor  wir  auf  einige  Spccialisiruugen  übergehen ,  wollen  wir 
noch  die  zweite  Gruppe  des  Systcmcs  der  Kegelschnitte  (i,  //,  i,  f|) 
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iu  den  Bereich  auserer  Betrachtungen  ziehen.    Es  ergibt  Bich  für 
diese  Gruppe,  welche  Q  und  q  als  Convergeuzpunkt  der  Polaren 
you  S  rcsp  als  Ort  der  Pole  von  s  bezüglich  der  (2.',  wie  wir  eiucn 
Beprftseutautca  dieser  Gruppe  beseichnon  woUoo,  haben ,  dass ,  wenn 
wir  K*  von  frftber  fostiiftlteD,  vod  an  JT*  tiid  Jeden  Kegelschnitt 
die  gemeinuunen  Tangenten  legen,  die  anf      befindUcben  Be- 
rfihrnngspnnkte  anf  einem  neuen  Kegelschnitte,  JTf*  wollen  wir  ihn  be- 
sdcbnen,  liegen  der  ebenfalls  i  nnd  i,  in  den  Punkten  T  nnd  Tg 
berQhrt  nnd  JT'  in  den  anf  q  gelegenen  Punkten  doppelt  berfihrt.  Be- 
trachtet man  also  beide  Gruppen      und  Q<*  der  Kegelschnitte  des 
Qystemes,  so  folgen  fDr  jeden  beliebig  gewählten  Kegelschnitt  JT'  in 
der  angegebenen  Weise  zwei  Kegelschnitte  Kp*  und  A'^',  die  sich  in 
7  nnd  7|  doppelt  berühren,  uud  deren  jeder  K*  doppelt  bertthrt 
ersterer  mit  |>,  letzterer  mit  q  als  Berührungssehne. 

Wenn  wir  hingegen  festhallen,  und  diesen  Kegelschnitt  mit 
den  Kegelschnitten  der  iweilen  Qrappo  mm  Schnitt  bringen,  in 
den  Schnittpunkten  an  diese  Kegelschnitte  die  Tangenten  legen,  so 
umhüllen  diese  einen  neuen  Kegelschnitt  JTf',  welcher  5/ und  811 
in  /  nnd  J7  berfihrt,  nnd  JT**  doppelt  berflhrt  mit  q  als  Berahrunga- 
sehaa  K,*  für  die  Gruppe  und  der  demselben  Kegetochnitt 
tnkonunendc  Kegelschnitt  für  die  Gruppe  Q,^  berühren  sich  doppelt 
in  den  Punkten  /  und  //  mit  SJ  und  Sil  als  Tangenten  in  diesen, 
und  jeder  berührt  K**  doppelt,  ersterer  in  den  Schnittpunkten  mit 
j»,  leHterer  in  jenen  mit  q. 

Wir  erhalten  also  aus  beiden  Gruppen  von  Kegelschnitten  Pii* 
and  denselben  Kegelschnitt  JT*',  wenn  wir  die  erste  Gruppe  mit 
Jy*,  die  sweite  Gruppe  mit  in  der  angegebenen  Welse  in  Bo- 
^diung  bringen  u.  s.  w. 

Die  in  3)  gemachten  Zusätze  lassen  sich  ohne  besondere 
Schwierigkeiten  anch  fAr  den  Fall  dass  wir  die  zweite  Gruppe  von 
Kegelschnitten  benutzen  ausdrücken,  was  jedoch  für  den  allgemeinen 
Fall  hier  nicht  geschehen  soll;  nur  mit  Bezug  auf  die  in  den  spä- 
teren Ausführungen  folgenden  Specialisirangen  sei  hierauf  aufmerk- 
sam gemacht 

m 

5)  Gehen  wir  auf  die  Spedalisirungen  dieses  allgemeinen  Satzes 
und  seiner  ZusStie  über,  so  ergibt  sich: 

a)  Ein  System  von  Kegelschnitten  durch  2  feste  Punkte, 
welches  einen  gemeinsamen  Brennpunkt  besitzt,  werde  mit 
einem  Kegelschnitte  geschnitten,  der  denselben  Brennpunkt 
nnd  die  Verbindungslinie  der  festen  Punkte  zur  zuge- 
hörigen Leitlinie  hat 
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Logt  man  in  den  Schnit^nnkten  an  die  Kegelicfanltle  des  8y- 
itemes  die  Tangenten,  so  nmliflUen  diese  dnen  von  swel  Kegel- 
seiinitten,  die  sich  in  den  festen  Pnnkten  berftbren,  in  diesen  die 
Yerbindnngslinien  mit  dem  gemeinsamen  BrennpnnlEt  in  Tangenten 
haben,  nnd  welcbe  den  angenommenen  Eegelscbnitt  doppelt  be- 
rflbren,  nnd: 

b)  Hat  man  ein  System  von  Kegelschnitten  durch  2  feste 
Pnnkto,  welches  einen  Brennpuukt  gemeinsam  bat,  und  legt 
man  an  diese  nnd  an  einen  Kegelschnitt  der  die  Yerbinp 
dnngilinien  des  gemeinsamen  Brennpnnlrtes  mit  den  beiden 
festen  Punkten  in  diesen  berOhrt  die  gemeinsamen  Tan- 
genten, so  liegen  die  Berahningspnnkte  (ausser  auf  dem 
angenommenen)  anf  einem  von  xwei  neuen  Kegelschnitten, 
der  ebenfalls  den  gemeinsamen  Brennpunkt  zun  Brenn- 
punkt bat,  und  dessen  zu  diesem  gehörige  Leitlinie  die 
Verbindungslinie  der  beiden  festen  Punkte  ist 

Sind  die  beiden  festen  gemeinsamen  Punkte  unendlich  fem,  so 
eihAlt  man : 

c)  Briugt  man  ein  System  von  ähnlichen  und  ähnlich  gelege- 
nen Kegelschnitten  mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkt 
mit  einem  mit  dem  Bronnpunkt  co  n  cen  tri sch  en  Kreise 
zum  Schnitt,  und  legt  in  den  Schnittpunkten  desselben  mit 
den  Kegelschnitten  an  diese  die  Taugenten,  so  umhüllen 
diese  einen  von  zwei  Kegelschnitten,  welche  den  Kreis 
doppelt  berühren,  und  die  Verbindungslinien  des  geraein- 
samen Brennpunktes  mit  den  festen  co  fernen  Punkten  zu 
Asymptoten  (reell  o.  imag.)  haben. 

oder: 

d)  Legt  man  an  ein  System  von  ähnlichen  und  ähnlich  ge- 
logenen  Kegelschnitten  mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkte 
nnd  einen  beliebigen  andern  Kegelschnitt,  der  die  Ver- 
bindnagslinien  des  gemeinsamen  Brennpunktes  mit  den  allen 
Kegelschnitten  gemeinsamen  Pnnkten  m  Asymptoten  hat, 
die  gemeinsamen  Tangenten,  so  liegen  die  BerQbmngs- 
punkte  derselben  anf  einem  you  swei  Kreisen,  die  mit 
dem  gemeinsamen  Brennpunkt  coneentrisch  sind 


I)  Di  CM  lind  die  beiden  SdieUelkrelM  dce  «ngeiKmiaenea  Kegebebnittct. 
Im  Falle  Ibnlichcr  Bllipeen  wird  der  Aber  der  groeien  Aze  mit  HUfe  der  reellen 
Ellipwn,  der  ftber  der  kle/htn  Axe  mit  BUCe  der  imaglniren  Gr«^  erbeltcn. 
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Als  GrcDzfall  lassen  wir  die  beiden  oo  fernen  Punkte  in  einen 
zasammcufailen ,  wodurch  wir  ein  System  von  coaxialen  coufocalen 
Panbelii  erhalten,  ein  «pecieller  Fall  einer  Kegelschnittschaar.  Es 
«liU  lidi  Iiier: 

e)  Ein  mit  einem  beliebigen  Badins  am  den  Brennpunkt  alt 
MittelpanU  besebiiebener  Kreis  schneidet  die  Parabeln  in 

Punkten  so,  dass  die  Tangenten  in  diesen  durch  3  feste 
Fnnkte  gehen,  die  Endpunkte  des  auf  der  gemeinsamen 
Parabelaze  gelegenen  Kreisdurcbmessers»  nnd  ungekehrt: 

f )  Legt  man  aas  einem  Ponkle  der  gemeinsamen  Axe  eines 
Qfstemes  Yon  oonfoealen  coazialea  Pirabeln  die  Tangen- 
ten, so  liegen  die  BerOhrangspankte  aof  einem  Kreise  der 
dmeh  diesen  Pankt  geht,  nnd  dessen  Hittelpankt  der  ge- 
meinsame Brennpunkt  der  Parabeln  ist. 

Der  Kreis  ist  derselbe  für  die  Berührungspunkte  der  Tangeuten 
auB  dem  zweiten  Endpunkte  des  auf  der  gemeinsamen  Parabelaxe 
gel^nen  Durcbmeosers 

Dieses  Ergebniss  ist  übrigens  aucli  direct  elementar  und  leicht 
naehweisbar,  mit  Hilfe  der  bekannten  Parabeloigcnscbaften.  Ist 
nämlich  Fig.  2.  /,  die  Leitlinie  einer  beliebigen  Parabel  des  Syste- 
mes,  so  liegt  in  der  Mitte  zwischen  dieser  und  dem  Brennpunkt  F 
der  Scheitel  S,  der  Parabel.  Die  Schnittpunkte  der  Parabel  mit  dem 
Kreise  vom  Halbmesser  r  ergeben  sich  auf  einer  Parallelen  zu  /,  im 
Abstände  r  von  dieser  und  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  diesen 
Punkten  mit  der  Axe  wird  erhalten,  wenn  man  den  Abstand  des 
Scheitels  -S,  von  der  Sehne  auf  die  entgegengesetzte  Seite  abtragt, 
wodorch,  wie  zu  sehen,  der  Darchmesserendpuukt  erhalten  wird 

6)  Von  den  zahlreichen  noch  denkbaren  Spedalislningen,  deren 
d«r  'angemeine  Satz  fiUng  ist,  soll  nan  noch  eine,  allerdings  die 
wichtigste,  erOrtert  werden.  Wir  nehmen  an,  die  b^en  festen 
Punkte  /  und  //  seien  die  unendlich  fernen  imaginären 
Ereispankto  der  Ebene,  die  Kegelschnitte  des  Systemes  also  Ter- 
treten  durch  die  zwei  Grnppcn  von  Kreisen ,  welche  zwei  gegebene 
(reelle  oder  imaginftre)  Gerade  berOhren,  deren  Mittelpunkte  daher 


1}  ^•ciaUaII  too:  Legt  man  aus  einem  Fankt«  der  gemeinsamen  Haupt» 
n»  dnM  Bfntmm  conftwslir  Ellipsen  Tang«Btm  u  diMe,  so  ist  d«r  Ort 
dm  Btrthreagipaokte  tin  Kreit.  8Mm  Tlt dUr,  Aaal.  OMBMirie  dorKcgd- 
wMm»  4te  Adi.  p«g.  sss. 
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aaf  einer  von  swei  Geraden  «  nnd  b  liegen,  die,  da  lie  coi^ugirt  in 
Beiug  aof  die  nnendlidi  fernen  Krelspnnkte  nnd,  lenkreeht  an  ein- 
ander und  weil  sie  anefa  dnrcli  die  gegebenen  Geraden  banaonisdi 
getrennt  werden,  die  Halbirongeliniea  der  Winlcel  dieaer  sind  (oder 
die  Azen  des  die  Geraden  ersetzenden  Stralüensjrstenis). 

Die  in  der  allgemeinen  Betrachtung  mit  P  nnd  Q  beieichneten 
Punkte  sind  in  diesem  Falle  die  nnendlicb  fernen  Punkte  von  a  und 
6,  und  der  Kegelschnitt  der  allgemeinen  Betrachtung  ist  ein  mit 
dem  Schnittpunkt  der  gegebenen  Geraden  concentrischer  Kreis,  den 
wir  mit  A*  oder  jB*  bezoicbneu  wollen.  Der  Kegelschnitt  K**  ist 
dann  ein  Kegelschnitt,  der  die  gegebenen  Geraden  zu  Asymptoten 
hat, wenn  diese  reell,  eine  Hyperbel,  wenn  imaginär,  eine  Ellipse 
il*  resp.  zu  Schoitolkreisen  hat,  da  a  und  b  die  Axen  des- 
selben sind,  und  in  den  Endpuuktea  dieser  dio  doppelte  Berührung 
von      und  A'*'  erfolgt 

Nach  Yoransschidkung  dieses  erhalten  wir  nun: 

„Ellipse  nnd  Hyperbel  ergeben  sich  auch  als  Ort  der  Berflh- 
wTungspnnkte  der  gemeinsamen  Ttogenten  an  einen  Scheitelkreis, 
„und  dioKrdse,  welche  die  Asymptoten  berfthren,  und  deren  Mittel- 
,jpunkte  auf  der  Axe  liegen,  Aber  wdcher  der  Scheitelkreis  beschrieben 
„wurde.** 

Man  erhält  daher  durch  Benutzung  beider  Schcitelkrcise ,  sowie 
beider  Systeme  der  Kreise,  dio  die  Aymptoten  berühren,  in  zwei- 
facher Weise  die  Kegelschnitte  in  der  angegebenen  Art,  und: 

„Die  Scheitelkreise  der  Kegelschnitte  sind  die  Einhüllenden  der 
„Tangenten  an  die,  die  Asymptoten  derselben  berfibrenden  Kreise  in 
„ihren  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte.** 

« 

Der  letstere  Sats  Iftsst  auch  folgende  Fassung  zu: 

„Die  Tangenten  an  die,  die  Aymptoten  eines  Kegelschnittes  be- 
„rflhrenden  Kreise  in  ihren  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte 
„haben  constante  Entfcrnnng  vom  Centrum  des  Kegelschnittes  nnd 
„ist  diese  Entfernung  gleich  der  Grösse  der  einen  oder  andern  Halb- 
„axe,  je  nach  der  La^e  des  Mittelpunktes  des  Kreises  auf  der  einen  ' 
„oder  andern  Axe/* 

Ferner  ergibt  sich  analog  den  in  3)  gegebenen  Zusätzen  und 
der  in  4)  gemachten  Schlussbemerkung : 


DigitizQd  by  Google 
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a)  Jeder  die  Asymptoten  borfibroDde  Kreis  schueidet  den  ent- 
eprechenden  Scheitelkreis  noch  in  2  Punkten  einer  Sccanto. 
Sacht  man  den  Pol  derselben  in  Bezog  auf  den  Scbeitel- 
kreis  (er  ist  anch  der  Pol  in  Bezog  auf  den  Kegelschnitt) 
und  legt  ans  diesem  die  Tangenten  an  den  Kreis,  so  bc- 
rflhren  diese  aoch  den  Kegelschnitt,  und  liegen  die  Bo- 
rangspankte  auf  jener  Secante. 

Und: 

b)  EUifMe  und  Hyperbel  ergeben  Bich  anch  als  Einhüllende 
der  noch  möglichen  gemeinsamen  Tangenten  der  die 
Asymptoten  berührenden  Krcispaaro,  welche  sich  in  den- 
selben  zwei  Punkten  des  Scheitelkreises  schneiden,  deren 
Berührungspunkte  mit  den  Asymptoten  auf  diesen  eine  In- 
volntioQ  bilden,  ftir  welche  die  Doppelpunkte  aof  dem  dem 
Kreittysteme  entsprechenden  Scheitelkreise  liegen. 

Die  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  in  jenen  Punkten,  wo  der 
Scheitelkreis  die  AsjTnptoten  schneidet,  berühren,  geben  (wie  be- 
kannt) die  Brennpunkte  des  Kogelschnittes ;  denn  hier  fallen  beide 
Kreise  des  Paares  zusammen,  ihre  mit  dem  Scheitolkreis  gemeinsame 
Secante  ist  die  Gerade,  welche  die  auf  den  beiden  Asymptoten  ge- 
legenen Doppelpunkte  verbindet;  aus  dem  Pole  dieser  Geraden,  d.  i. 
dem  Mittelpunkte  der  beiden  znsamraen  fallenden  Kreise  hat  man 
an  diese  die  Tangenten  zu  legen ,  die  nach  den  unendlich  fernen 
imaginären  Kreispunkten  der  Ebene  gehen,  und  weil  diese  auch  den 
Kegehchuitt  beruhreu,  so  ist  dieser  Punkt  Brennpunkt  für  den 
Kegelschnitt. 

Wir  begntigen  uns  mit  der  Anführung  dieser  SHtzo  und  be- 
merken, dass  auch  die  andern  Fassungen  des  allgemeinen  Satzes 
sich  leicht  weiter  ausführen  lassen.  Aus  dem  über  die  Ellipse  und 
Hyperbel  Gesagten  ergeben  sich  nun  leicht  Coustructionen ,  die  wir 
aber  erst  später  zusammenhangend  behandeln  wollen ,  nachdem  wir 
die  Satze  noch  auf  einem  andern  dirccten  Wege  uns  zurecht  gelegt 
Laben ,  weil  daraus  sich  noch  einiges  Bemerkeoswerte  und  für  die 
Constructionen  Brauchbare  ergibt 

7)  Dtts  die  Berllliningspunkte  der  gemeinflamen  Tangenten 
äset  Mmi  Kreieee  nnd  der  Kreise,  die  swei  fette  dorch  das  Cen- 
tna  dee  gegebenen  Kreiees  gehende  Gerade  berflhren  (im  Syitem 
bolniehlet)  einen  Kegelschnitt  geben,  der  den  festen  Kreis  ala  8<M- 
tslkrels,  die  Geraden  an  Asymptoten  liat,  können  irir  einfadi  nnd 
dbeet  nacbwdsen,  indem  wir  von  gewissen  Beaieliungen  zwisebea 
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zwei  Kreisen  ausgeben,  die  wir  im  Nachstehenden  aufUhren,  and 
soweit  sie  nicht  allgemein  bekannt  sind,  auch  beweisen  wollen. 

«)  Sind  Fig.  8.  JTj  «od  iwei  Ereiie,  imd  Iflgon  wir  Mi 
dam  Mittelpiinkt  0|  tob  n  oad  ms  0^  m  JTg  die 
Tangenten,  so  schneiden  diese  Tangenten  ms  dem  Kreise, 
dnrch  deren  MiCteIpnnkt  sie  gehen ,  gleicli  grosse  Sehnen 
ans,  d.  h.  es  ist 

Aus  Fig.  3.  ist  u&mlicb 

«I  :rt  — ri .«  I 
^  :  rj  »     !  •  J 


also 

ß)  Die  Grösse  dieser  Sehnen  ist  auch  gleich  der  Lange  der 
Tangente  an  den  hetreflFeudon  Kreis  senkrecht  zur  gemein- 
samen Centralen  zwischen  jenen  Geraden,  die  von  dem 
Mittelpunkte  des  einen  Kreises  nach  den  Endpunkten  des 
zur  Centralen  senkrechten  Durchmessers  des  zweiten  Kreises 
gehen.   £s  ist  nämlich  Fig.  4. 

IH  ^  H  ^ 
T« :    >«•  Ti :  «  I  • 

Diese  in  ß)  gemachte  Bemerkung  ist  insofern  von  Belang,  als 
in  jenen  Fällen ,  wo  von  dem  Centram  des  einen  Kreises  (wie  in 
Fig.  4 )  an  den  zweiten  Kreis  keine  reellen  Tangenten  gelegt  werden 
können,  hiedurch  ein  Ersatz  für  die  durch  die  Tangenten  sonst  ans 
dem  Kreise  geschnittene  Sehne  gegeben  ist. 

y)  Legt  man  Fig.  3.  an  die  beiden  Kreise  und  die 
möglichen  gemeinsamen  Traganten,  so  sind  die  Berflhmngs- 
sehnen,  die  senkrecht  zn  der  gemeinsamen  Centrale  stehen, 
Ton  der  gemeinsamen  Ooidalen  paarweise  gleich  weit  ab- 
stehend, d.  h.  de  bilden  Zonen  von  gleicher  Breite Fflr 
nnsere  Zwecke  ist  wichtig  sn  aeigen,  dMs  diese  Zo- 
Benbreite  gleich  St^ s  Sr^  s  • . .  ist 


I)  Steiner,  Ueber  einige  nme  BettiaMMngianeB  tte.  —  Steimi'Miie 
Werke  Bd.  IL     4ft0;  veigl.  aadi  Vi  edler,  QfdograpUe  p.  90. 


uigiii^ca  by  Google 


und  dt»  tftradtn  KrtuktgtU. 
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Aas  Fig.  3.  ergibt  sich  leicht: 


Ist  OfJ^     80  folgt: 


r,  :r. 


oder 


P  — 


und  damit: 


n  — 


m 


•  •  • 


n — m  ist  nämlich  die  halbe  Zononbreite,  denn  die  Polare 
dee  Mittelpunktes  von  Ä\  in  Bezog  auf  iT,  f^lt  aas 
leicht  za  ersehenden  Gründen  in  die  Mitte  iwiichen  den 
Pokm  der  beiden  Aebnliehlnitspnnicte  der  Krrise. 

Dass  diese  Relation  auch  richtig  ist,  wenn  die  beiden  reell 
Torausgosetztcn  Kreise  nicht  4  reell e  gemeinsame  Tangenten  za- 
lassen,  ist  leicht  zn  ersehen.  Für  den  Fall,  dass  beide  Kreise  ima- 
ginär sind,  wird  im  wesentlichen  nichts  verändert,  und  der  Fall,  wo 
einer  der  Kreise  imaginär,  der  zweite  reell  ißt,  hat  für  unsere  Be- 
trachtungen, die  wir  hier  verfolgen,  .li:einea  Belang  und  kann  über- 
gangen werden. 

d)  In  Falle,  dass  von  dem  Mittelpnnlcte  des  einen  Kreises  an 
den  sweiten  reelle  Tangenten  gelegt  werden  können,  ist 

noch  zn  bemerken,  dass  die  Zonenbreite  auf  einer  solchen 
Tangente  gemessen  werden  kann,  und  dass  sie  da  gleich 
ist  dem  Stück  der  Tangeute  an  senkrecht  zur  Cen- 
tralen, welches  durch  die  aus  an  gehenden  Tan- 
genten begrenzt  wird}  es  ist  nftmlich  in  Fig.  3.: 


wo  w  den  Abstand  des  Pnoktes  von  bedeutet.  £s 
ist  aber  auch 


woraus  t  folgt;  es  ist  daher  b  gleich  der  halben,  längs 
einer  aus  dem  Mittelpunkte  von  (9,  an  A'j  gezogenen  Tan- 
gente gemessenen  Zonenbreite  der  Bertthrungspnnkte  der 
gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  Kreise. 


:  J|        :  w 


S)  Botraehten  wir  jeM  iwai  feite  md  iwar  innichst  reelle 
Gerade  ^  and    Fig.  5.,  die  dwdi  den  Xittelpankt  ß  eiaee  IMaee 
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jf  *  gehen,  und  alle  die  Kreise,  die  diese  Genden  berühroo  and  ihre 
Hittelpnidcte  $nt  der  Genden  a  haben.  In  diesem  Falle  ist  «  oder 
DO  —  IDD  fittr  alle  Kreise  des  Systemes  constant,  und  die  BerOh- 
ruugspunkte  der  gemcinsamcu  Tangenten  an  A*  nnd  Jeden  Kreis 
des  Systemes  bilden  auf  jedem  der  letsteren  Zonen  von  eoastantor 
Breite  —  2m, 

Betrachten  wir  als  die  Projeetlonen  der  UmrissenEougonden 
.  eines  sehieisn  Kroiskcgcis,  Sah  die  Projection  der  Spitze,  so  sind  die 
Kreise  des  ^temes  anfsabssen  als  die  Projeetlonen  von  aar  Basis 
parallelen  Schnitten.  Eine  Ebene  parallel  der  die  Contoorenengenden 
verbindenden  Ebene  schneidet  den  Kegel  nach  einem  Kogelschnitte, 
dessen  Projection  die  Contoorgeraden  so  Asymptoten  hat 

Man  findet  nun  Punkte  der  Projection  des  Schnittes,  indem 
man  die  zur  Basis  parallelen  Ebenen  mit  der  schneidenden  Ebene 
zum  Schnitt  bringt,  und  dio  Frojectiuueu  bestimmt.  Diese  Schnitt- 
linien projiciren  sich  als  Parallelen  zu  den  Berflhmngssehnen  der 
Kreise  mU  <|  und  ig  nnd  zwar  in  gleichen  Abstanden  and  nach  der- 
selben Seite  von  diesen  genommen. 

Trägt  mau  also  von  den  Berühruugspankten  auf  <i  nach  einer 
Seite  ein  constantcs  Stück  b  (oder  parallel  zu  a  das  Sttick  DG  t) 
auf,  legt  die  Senkrechten  zu  so  erhält  man  in  den  Schnittpunkten 
dicecr  mit  den  entsprechenden  Kreisen  die  Punkte  der  Hyperbel, 
fttr  welche  b  »  AB  die  absolute  Grösse  der  Nebenaxe  ist. 

Dass  b  die  Grösse  der  Nebenaze  ist,  ist  za  ersehen,  indem  man 
sich  auch  jenen  Kreis  A'a  Fig.  5.  parallel  der  Basisebene  gezeichnet 
denkt,  der  von  der  ihm  zukommenden  Schnittlinie  mit  der  schnei- 
denden Ebene  berührt  wird,  wo  dann  BN  «  BA^  und  A  der  Scheitel 
wird.  Trügt  man  dieselbe  Grösse  h  (oder  $  resp.)  nach  entgegen- 
gesetzter Richtung  auf,  so  erhält  man  wieder  eine  Hyperbel,  dio  mit 
der  frühern  dieselbe  Nebeuaxo  (mit  Hilfo  des  Kreises  Ka  leicht  zu 
sehen)  und  Asymptoten  hat,  also  mit  ihr  identisch  ist.  Es  ist  daher 
gezeigt  dass  tatsächlich  der  Ort  der  Berühningspunkto  der  gemein- 
samen Tangenten  an  und  dio  Kreise,  welche  die  Geraden  und 
tf  berühren  nnd  ihre  Mittelpunkte  auf  a  haben,  eine  Hyperbel  von 
den  froher  angegebenen  Eigenschaften  ist 

Auch  ans  der  bekannten  Eigenschaft  der  Hyperbel,  dass,  siehe 
Fig.  6. 


1)  Ganz  analog  lft«8t  eich  Iftr  dm  Vtll  d«r  Elliptra',  wo  die  Ocradtn 
iaMgiaSr  aind,  der  Bow«ii  lahren. 


Digitized  by  Google 
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ist,  ist  sofort  mit  Berücksichtigung  des  in  7),  8)  Gesagton  der  Nach- 
weis, dass  der  Ort  der  Berübrangspankte  diese  Hyperbel  sein  muss, 
la  erbringen. 

9)  Aas  dem  aas  dem  allgemeinen  Satze  Gefolgerten  nnd  ans 
dem  in  7)  nnd  8)  Erörterten  ergeben  sich  nnn  einige  Constmctionen 
ftr  die  HyperlMl,  die  wir,  wenn  lie  aach  in  Betreff  der  Ein&chheit 
Hiebt  gerade  lienromgeod  lind,  docb  sor  Erllnteniiig  der  gewon- 
Benen  Sfttie  vod  Eigeaaehaften,  als  Beiträge  ziir  Theorie  der  Hy- 
perbel hier  aafUiren  wollen. 

a)  Eine  punktweise  Construction  der  Hyperbel  (and  der  El- 
lipse) ergibt  sich,  siehe  Fig.  5.  aus  der  iu  6)  angegebenen 
Defiuitiou  (die  iu  8)  neuerdings  bewiesen  wurde),  die  keiner 
weitern  Erlftnternng  mehr  bedarf. 

b)  Man  bringt,  wie  aas  dem  in  8)  gegebenen  Beweise  hervor- 
geht, die  Kreise,  welche  eine  Gerade  berühren  (Fig.  7.) 
and  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  zweiten  Geraden  haben, 
mit  den  znr  letzteren  Senkrechten  zum  Schnitte,  welche 
Senkrechten  von  den  Berührungspunkten  der  Kreise  und 
der  ersten  Geraden  coostanten  Abstand  haben  nnd  zwar 
nach  beiden  Seiten. 

e)  Ist  Fig.  8  Ton  einer  Hyperbel  die  Hanptaxe  nnd  ein  Punkt 
gegeben,  so  lassen  sieh  die  AaymptoteB  der  Hyperbel 
dadurch  finden,  dass  man  aas  dem  gegebenen  Punkte  Pan 
den  über  der  Hauptaxe  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreis  eine  Tangente  t  legt,  zu  dieser  PM  senkrecht 
errichtet  und  mit  M  auf  der  Axe  a  als  Mittelpunkt  den 
Kreis  durch  P  legt.  Die  Tangenten  aus  dem  Mittelpunkt 
der  Hyperbel  an  diesen  Kreis  sind  die  gesuchten  Asymp- 
toten. 

Aoi  P  gellt  «och  eine  zweite  Tangente  an  A*,  nnd  dieae 
ebenso  Terwendet,  liefert  einen  iwoiteD  Kreis,  and  die  ge- 
meinsamen Tangenten  an  diesen  nnd  den  Frühem  geben 
ebenfalls  die  Asymptoten. 

d)  Ist  (Fig.  12.)  die  QrOtse  nnd  Lage  der  Nebenaxe  gegeben 
md  ein  Punkt  P  einer  Hyperbel,  ao  kann  man  auf  Omnd 
der  erörterten  Eigenaehalten  die  Asymptoten  finden,  indem 

man  OT  senkrecht  anf  OP  macht,  wo  "pf*  die  Potent 
von  P  beiflgKch  des  imaginären  ScheitelkreiBea  ist. 


Digitized  by  Google 
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Zieht  man  durch  P  die  pj  ||  a  und  sucht  1\  deu  Pol  von 
Pi  bezüglich  (er  ist  auch  der  Pol  \on  1\  bezüglich  der 
Hyperbel) ,  so  ist  P,P  die  Taugente  /  an  die  Hyperbel  im 
Punkte  P.  Trägt  man  auf  t  die  Strecken 

ab,  und  zeichnet  einen  der  Kreise,  die  ihren  Mittelpunkt 
anf  b  haben,  und  t  in  T|  oder  berühren,  so  geben  die 
Asymptoten  berührood  an  dieieu  aus  O,  (oder  mao  zeichnet 
beide  Kreise  und  die  gemelneanen  Tangeuten  an  diese). 

f)  Für  die  in  c)  und  d)  gegebene  Aufgabe:  Gegeben  eine  Axe 
und  ein  Punkt  einer  Hyperbel,  die  Asymptoten  zu  eou- 
struiren  —  kann  man  die  Construction  einfacher  durchfohren 
auf  Grund  folgender  Betrachtungen. 

In  Fig.  13*.  ist: 

A  <^iBü  ähnlich  O^O^F 

worani: 

oder,  wenn  mau 

BCts^O^F^  AB 

macht: 

d.  dasB 

BC\KO^  wird. 

Da  aber,  wenn  0,£;  und  unverändert  bleiben,  die 
Pnnkte  B ,  wie  wir  gezeigt  haben ,  anf  einer  Hyperbel  lie> 
gen,  10  finden  wir  fOr  die  Hyperbel: 

Das  Stock  nnf  einer  Parallelen  tn  einer  Asymptote 
iwiachen  der  reellen  Axe  nnd  dem  Pnnkt  der  Hyperbel 
iit  gleich  der  Länge  der  Tangente  ans  dem  Punkte  an  den 
Scheitelkreis  über  der  reellen  Axe. 

Man  erhält  daher  die  Asymptotenrichtungen  ^) ,  indem 
mau  Fig.  12'*.  aus  P  eine  Tangente  PV  au  den  Scheitel- 
kreis  legt,  PT  =  P'Jj  =-  PV  macht,  wo  dann  zufolge  des 
Vorbemerkten  PT  und  PI^  die  Asymptotenrichtungeu 
sind ;  aus  O  die  Parallelen  hiesn  gezogen ,  gibt  die  Asymp- 
toten selbst 


Siehe  I^oavellea  Annale«  1875,  p.  239.  wo  die«e  ConttracttoD  von  L.-A. 
Lcvat  angegeben  wird.  Uebrigcns  gilt  die  Conitroction  venillgeneinert  Aach  ffir 
dm  sweittn,  imaginiren  Bch«itelki«iit  hidem  diui  «UgeiMiiier  itett  d«r  Länge 


,^iy,u^ccl  by  Güü 


tmd  dt»  ftradm  XrtiskfgtiM, 
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g)  Soll  der  Schnitt  einer  zu  a  senkrechten  Geraden  g  mit  der 
dorch  und  die  Asymptoten  gegebenen  Hyperbel  be- 
stimmt worden ,  so  trägt  man  Fig.  d.  vom  Schoitto  der  g 


der  Tangente  des  Hyperbclpnnktes  «n  einen  Schcitolkieis  die  Quadratwuriel 
MM  dor  absoluten  Futcnz  dea  Punktes  in  Bezug  aul  den  Kreis  cinfQhrL  Durcli 
«Im  dnfaelM  Rechnung,  die  hier  wcggvluMen  werden  kann,  findet  nuui  nloi- 
licli  (dehe  Fig.  11^.),  wenn  PTS  and  PT^St  wa  den  beiden  Aiymptoten  der 
Hyperbel  dnreh  den  Hjperbelpnnkt  {wniUcl  geiogen  werden, 

wenn  V  der  Berftbrneciponkl  einer  der  beiden  ans  P  «n  den  Scbeitdlmii 
fdbeoden  Tungenlen  Ist  (iit  bereiii  oben  in  f)  bewieeen  worden),  and  wenn 
OZ  eenkrecht  «nf  OB,  nnd  Z  nnf  den  Seheilellireii       liegt,  OZ  nlw  gleich 

der  elMoluten  GrOsee  dor  Nebennxe  ist,  so  ist  LP*  die  Potenz  von  P  in  Be- 
eng nnf  den  iawigin&ren  Sebeitelkreis  Ober  der  Nebeanze,  nnd  ee  iet 

Man  findet  daher  aus  der  Nebcnaxe,  nnd  einem  Punkte  /'  der  Hyperbel  die 
AtjmfMt,  indeo»  man  Fig.  IS«.  OZ  senkrecht  aa(  PO  legt  und 

PS  =  i'^i  =  PZ 

■nebt,  wodnreb  nen  In  PS  nnd  PS,  die  Aqroiptoleiiriehtangen  erbUt» 

Man  bot  biednrdi; 

Anf  Jeder  an  einer  Aiymptote  durch  einen  Ujrperbelpunkt  getogenen  Pa- 
rallelen wird  durch  diesen  und  die  eine  Axe  eine  Strecke  abgeschnitten  gleich 
der  Qoadratwarxcl  aus  der  Putrnz  des  Panktei  in  Being  anf  den  Aber  diese 

Axe  beschriebenen  Schcitelkreii.  Daher: 

Auf  jeder  durch  einen  Ilvperbclpunkt  ru  einer  Asyraptotc  gezogenen  Pa- 
rallelen schneiden  die  beiden  Axcn  eine  Strecke  ab  gleich  der  DiSerens  (oder 
Summe)  der  Wuracln  aus  den  Folenaen  des  Panklea  beaftglich  der  beiden 
S^eiMilkrciae,  nnd  dieselbe  Stracke  wird  dnrch  die  Parallelea  ana  des  Pnnkla 
der  Hyperbel  an  den  beiden  Asen  nnf  jeder  Asymptote  besUnamt  n.  s.  w. 

Ifan  kann  die  in  den  Fignran  IS*,  nnd  lfd.  gnr  Beetlmmniif  der  Aqrap* 
totenricbfangea  verwendelrn  Pnnkte  TT,  nnd  S  nnd  S,  »och  anders  finden, 

Indeni  sich  durdi  eine  leichte  Rechnung  ergibt,  dass  Q  nnd  R  Fig.  die 
Fosspunkte  der  ans  P  tu  den  Axen  gefällten  Senkrechten  sind,  nnd  wenn  nuin 
ans  Q  die  eine  Tangente  QU  an  den  Scheitelkrei«  A*  legt, 

Qü=  QTz=z  QT, 

ist  Bestimmt  man  Ton  R  in  Besag  anf  den  imagiairen  SehtitelbretB  M*  die 
die  Fotena  RW\  so  iet 

R  W  =  Ä5  =  RSi 

wie  sich  leicht  ergibt.  Mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  sind  in  den  ITiguren  12«. 
nnd  1 1^.  ebenfalls  die  Funkte  SSg  und  7T|,  welche  mit  P  Terbnnden  die 
AsymptoleariebtnngcD  geben ,  bcstiinnt  worden,  nnd  bedarf  dieaca  keiner  wel* 
leren  KrOrtemng. 
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und  <  auf  letitenr  b  nach  einer  oder  der  andern  Seite 
aaf  (oder  «  anf  a  Ton  g  weg  und  defat  die  Paralleleii  in 
g  bis  diese  <  sdineiden).  Dann  ist  rar  nfitis,  einen  der 
beiden  Kreise  sn  constroiren,  welcher  t  in  dnem  der  so 
erhaltenen  Pnnicte  berdhrt  nnd  seinen  Mittelpunkt  aaf  « 
hat,  welcher  daiin  g  in  den  gesuchten  Punkten  /  und  n 
achneidet 

h)  Man  kaun  stets  vier  Punkte,  einer  wie  oben  gegebenen 
Hyperbel  zugleich  finden,  wenn  man  2  parallele  Gerade  g 
und  g'  Fig.  9.  senkrecht  su  a  sieht,  deren  senkrechter 
Abstand  —  St,  oder  deren  Abstand  auf  einer  Asymptote 
gemessen  —  2^  ist  Der  Kreis,  dessen  Hittelpunkt  anf  a 
liegt,  und  der  die  Asymptote  im  Hittelpunkt  der  durch  g 
und  g'  begrenzten  Strecke  berOhrt,  gibt  zufolge  des  Frü- 
heren die  gesuchten  Punkte  der  Hyperbel  auf  g  und  g', 
(Hienron  können  auch  S,  oder  alle  4  imaginir  worden). 

i)  Entsprechcud  den  in  G)  gegebenen  Zusätzen  kann  man  den 
Schnitt  einer  zu  a  senkrechten  Geraden  g  mit  der  Hyperbel 
auch  finden  unter  gleichseitiger  Bestimmung  der  Tangenten 
In  diesen  Punkten.  In  Fig.  10.  sucht  man  zu  g  den  Pol 
O  besflglich  A\  legt  JT  tangirend  an  A*  und  macht 

Legt  man  an  den  mit  MTx  beschriebenen  Kreis  aus  O 
die  Tangenten  <|  und  so  hat  man  in  den  Schnittpunkten 
J  und  n  dieser  mit  'g  die  Punkte  der  Hyperbel  gefunden, 
und  ti  und    sind  die  Tangenten  in  ihnen. 

Oder,  wie  in  Fig.  11.,  man  macht 

J^i  —  JTt  —  JT 

beschreibt  die  swei  Kreise  mit  und  als  Halb- 
messer, und  legt  die  noch  möglichen  gemänsamen  Tan* 
genten  an  diese  Kreise,  und  die  Au^sabe  ist  gelöst,  wobei 
hier  die  Construction  des  Poles  O  der  Geraden  g  entfiUlt 

k)  Ist  eine  Gerade  y  parallel  zur  Hauptaxo  gegeben,  und 
ihr  Schnitt  mit  der  durch  und  die  Asymptoten  gegebe- 
nen Hyperbel  zu  finden ,  so  kaun  unter  gleichzeitiger  Er- 
mittlung der  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  diese  Auf- 
gabe gelöst  werden.  Indem  wie  in  Fig.  10.  or  senkrecht 
aaf  OK  gcmadit  wtad,  und 

KV\  =  KVt^  KV 
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Mi^ietrageD  wird;  aa  die  2  Kroise,  weiehe  die  Asymptote 
in  Fl  resp.  berfihren,  ond  ihre  CeDtren  auf  h  hibeD, 
sind  die  gemeinsameD  Taogenteo  za  legen,  die  aadi  die 
Hyperbel  berOliren;  nndj  deren  Berührnngspunkte  auf  y 
liegeiL  (Oder,  man  zeidinet  nur  einen  der  Kreise,  und  an 
diesen  ans  dem  Pole  von  y  besagUch      die  TaDgenten). 

10)  Der  Uebergang  yon  swei  reellen  Geraden  auf  zwei  ima^ 
giaire  wird  gegeben  dnrch  eine  Cterade  nnd  einen  anf  ibr  befind- 
üdien  Pnnkt,  als  Berttbmngspnakt  Ar  die  Kreise  des  Systemes. 
Hiednrcb  erbilt  man  ein  Qystem  von  Kreisen,  die  sich  in  einem 
Ponkte  berOhron,  and  findet  biefOr,  dass  die  Berabrangspnnkte  der 
gemeinsamen  Tangenten  an  einen  beliebigen  mit  dem  gemeinsamen 
Berflbrnngspankte  concentrischen  Kreis  nnd  die  Kreise  des  Systcmss 
auf  2  zor  Centralen  senkrechten  den  angenommenen  Kreis  berühren- 
den Geraden  liegen,  und  umgekehrt,  schneidet  man  ein  System  von 
Kreisen ,  die  sich  in  einem  Tunkte  berühren,  durch  2  zur  Tangente 
im  gemeinsamen  Berührungspunkte  in  gleichen  Al)stän(l('n  von  dieser 
parallelen  Geraden,  so  umhüllen  die  Tangenten  an  die  Kreise  in  den 
Schnittpunkten  mit  den  Geraden  jenen  Kreis,  welcher  über  der 
YOü  den  parallelen  Geraden  auf  der  gemeinsamen  Centralen  abge- 
schnittenen Strecke  als  Durchmesser  beschrieben  wird.  (Dieses  Er- 
gebniss  gilt  offenbar  aucb  für  eine  solche  Gorade  allein). 

In  Fig.  13.  Ist  daigetan,  wie  sieh  dieses  Besnltat  auch  direct 
höchst  einfiMh  seigen  Iftsst.  Es  ist  nftmlich 

nnd  wegen 

O^B  =  O^Ä 

folgt  aoeh 

£SBDC^AEF 

Mdass  ftlfi^ 

ist,  nnd  da  sieb  dasselbe  für  jeden  Kreis  des  Systemes  ergibt,  ,ist 
erriebflidi,  dass  der  Abstand  BD  des  Berfihmngspunktes  B  lon  der 
gemeinsamen  Tangente  in  A  constant  nnd  gleich  r  ist  Ist  die  Ge- 
nide  gegeben,  so  ergibt  sich  ebenso  ans 

BD  mm  AB 

dass  jedesmsl  AE  constant  ist,  also  die  Tangenten  an  die  Kreise  in 
den  Punkten  der  Oeraden  den  Kreis  vom  Halbmesser  BD  oder  AB 
nmbOllen. 

aMh.  4.  Math.  «.  Tky».  a  B«ili«,  T.  Tin.  S 
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Ruth:  BtUrilg»  aar  JlMtru  dtr  K^fUehsutU 


11)  Sind  die  beiden  Geraden  imaginär,  so  erhalten  wir  als  Ort 
der  BerüLrungspunkto  der  gemeinsamen  Tangenten  an  die  Kreise 
des  einen  Systemes  (welche  ihre  Mittelpunkte  auf  der  einen  der  bei- 
den Axon  des  elliptischen  Strahlensysteraes  haben,  dessen  iraagiuftro 
Doppclstrahlen  die  gegebenen  Geraden  sind)  und  an  einen  mit  dem 
Schnittpunkt  der  Geraden  coneentrisehen  Kreis  eine  Ellipse,  wie 
sich  ans  dem  allgemeinen  Satze  ergibt,  wie  wir  aber  anch  analog,  wie 
in  8)  mit  Hilfe  des  Kegels  dartnn  konnten,  was  aber  hier  nicht 
weiter  ansgefllhrt  werden  soll. 

Auch  die  Ellipse  kann  als  Ort  der  Berührungspunkte  der  ge- 
meinsamen Tangenten  au  den  zweiten  Scheitelkreis  (über  der  grossen 
Axe)  und  die  Kreise  des  zweiten  Systemes,  welch  letztere  imagi- 
när*) sind,  definirt  werden,  und  umgekehrt  ergibt  sich  jeder  der 
Scbeitelkreise  als  Einbauende  der  Tangenten,  B*  als  jener  an  die 
Kreise  des  reellen  Systemes  in  den  Scbnittpnnkten  der  Ellipse, 
als  Einbauende  der  (imaginftren)  Tangenten  in  den  (ebenfUls  ima- 
ginären) Schnittpunkten  des  Systemes  der  imaginären  Kreise  mit  der 
Ellipse  an  diese  Kreise. 

Die  constructive  Verwertung  der  genannten  Eigenschaften  und 
der  weiter  aus  dem  Allgemeinen  für  diesen  Fall  noch  herauszulesen- 
den ist  für  die  EJlipse  von  noch  geringerer  Bedeutung  als  für  die 
Hyperbel,  und  kann  aus  dem  Vorausgehenden  leicht  seibat  gefolgert 
werden,  daher  sie  hier  übergangen  werden  soll.  Jedoch  soll  hier  noch 
einiges  bemerkt  werden,  was  sor  rasehen  und  einlhchen  Terseidi- 
nnng  der  die  Asymptoten  der  Ellipse  berührenden  Kreise  filhrt 

Alle  Kreise  O^O^  ...  Fig.  14.  mit  r,rj  ...  als  Halbmesser  haben 
S  als  gemeinsamen  Aehnlichkcitspunkt  und  berühren,  wenn  der 
Winkel  qp,  den  die  Gerade  l  mit  b  einschliesst,  grösser  als  45^  ist, 
dieselben  2  durch  «S  gehenden  imaginären  Geraden.  Die  Senkrechte 
a  in  S  zü  b  trifft  die  Kreise  in  Punkten  derart,  dass  der  Winkel  Vj 
unter  welchem  die  nach  diesen  Putikten  gehenden  Radien  zu  b  ge- 
neigt sind,  constant  ist.  Die  Grösse  der  auf  a  gelegenen  halben 
Sehnen  ist,  nebenbei  bemerkt ,  gleich  der  Kathete  eines  rechtwink* 
Ugen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  der  jeweiligen  Quadrantensduie 


1)  Dass  die  Kreise  des  zweiten  Systemes  imagin&r  sein  mftSMil,  ergibt 
sich,  inJcra  wir  aus  einem  Punkte  eines  Strahles  x  eine  Senkrechte  »  zar  Axe 
6  und  eine  senkrechte  Gerade  o  zur  Axe  a  legen;  x  uud  der  conjugirte  Strahl 
X,  bilden  mit  t  ein  Dreieck  und  ebenso  mit  o.  Ist  das  eine  stampfwinklig, 
so  noss  dM  Andere  spitswinklig  tein,  und  wahrend  (ttr  das  entere  ein  Foler- 
kveli  mit  reellem  Bedins  ilcb  ergibt,  folgt  denn  fdr  das  Bwelte  ein  eolclier  mit 
inuiginiren  Redine. 
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und  dessen  andere  Kathete  dem  jeweiligen  l  gleich  ist.  Durch 
■^'i  ^\  •  •  •  gehen  die  Polaren  von  «S  bezüglich  der  Kreise,  und  von  diesen 
hätte  man  zu  beiden  Seiten  das  constaute  Stück  s  (siehe  7  |3,  y)) 
abzutragen  und  die  zu  h  daselbst  senkrechten  Geraden  mit  den  ent- 
sprechenden Kreisen  zum  Schnitt  zu  bringen,  wodurch  punktweise 
die  in  Rede  stehende  Ellipse  erhalten  würde. 

Das  constante  Stück  *  ist  bei  angenommenem  l  offenbar  nur 
mehr  yod  der  Annahme  des  Kreises  B*  abhängig,  gleich  dem  Stück 
der  so  h  senkrechten  Tangente  an  B*^  welehea  zwischen  b  und  l 
»«gt  ( 7)  Ä  y». 

Zar  ToUstftndigen  BeBtimmong  der  imaginSren  Asymptoten  sochen 
wir  den  ooigngirten  Strahl  l|  an  Mn  der  Involation,  indem  wir  z.  B. 
Hg.  15.  za  l  bezQglich  einea  Kreises  den  Pol  suchen  und  mit  S 
Terhinden. 

Wir  suchen  den  Pol  für  den  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  Ii  ist, 
und  haben  aus  B  die  Normale  zu  /  zu  legen,  diese  mit  der  zu  b 
paralleleu  Tangeuto  an  diesen  Kreis  zu  schueidou  und  erhalten  den 

Pol  TOD  l. 

In  Fig.  15.  ist 

BCiCD      BS  :  BC 
—   ^»  :  « 

und 

BF:  CD^h  i  s 

daher 

d-  h.  l  und  die  conjugirtc  Gerade  /,  schneiden  aus  der  zu  b  jiaral- 
lelen  Tangeute  an  das  constanto  Stück  «  ab,  ein  anderes  Mittel 
um  ^  zu  ündeu 

Ihm  B  ein  Punkt  der  Ellipse  ist,  ist  sofort  zn  sehen,  wenn 
man  doen  jener  2  Kreise  des  Systemes  zeiehDet,  die  denselben  Ba- 
ditts  wie  haben.  Man  ündet  daher  I  im  Falle  dass  die  ElUpse 
geieichnet  Torliegt,  indem  man  die  zur  Axe  b  parallelen  Tangenten 
aa  ^  mit  der  Ellipse  schneidet,  ond  ehien  der  Schnittpunkte  mit 
dem  HitlAlpankte  verbindet 


1)  Ist  die  Inrolntion  durch  dio  Axen  und  ein  beliebiges  FUtr  xarj  ge- 
geben, to  Iit  et  leicht,  die  Gerade  /  %u  finden  (oder  X  die  SYtnraetnsche,  in 
Bezug  auf  die  Axeu),  indem  man  für  und  einer  su  b  senkrechten  Go- 
raden *  den  PolarkreiB  nuRmittelt,  und  die  Kmlpunkto  des  so  6  senkrcchteu 
PurchmeMers  dcMelben  mit  dem  Punkte  6'  vci bindet. 

S* 
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Eb  folgt  damit  auch 

und 

Da  aber 


ist,  wobei  a  die  halbe  grosse  Axe,  e  die  halbe  £xceQtricität  der  El- 
lipse bedeutet,  so  ist 

oft 

•  =  7 

und  bientif  auch 

a  b 

wodorch  wieder  ein  einfaches  Mittel  gegeben  ist,  die  Gerade  I  iv 

zeichnen,  wenn  die  Ellipse  durch  die  Halbaxcn  gegeben  ist;  man 
trftgt  Fig.  16.  auf  der  Scheiteltangcutc  in  A  die  halbe  Excentricität 
e^OF'^AU  auf,  oder  man  macht  OF'  —  OF  und  sieht  l  paimllel 
mit  AF\ 

Gehen  wir  anf  die  imagiiiireii  Kreise  aber,  welche  die  Asymp- 
toten der  EUipie  berflhreii,  so  sind,  wenn  «  die  Polare  tob  8  be- 
saglich  eines  Kreises  des  reellen  Systemes,  nnd  9  die  Polare  besOg- 
licli  eines  der  ünsginftren  Kreise  ist,  und  •  and  «  sieb  in  demselben 
Punkte  von  {  treffni,  Fig.  17.  H  vmi  Ht  die  Höhenscbnittpnnkte 
der  Dreiecke  »Iii  nnd  al/, ;  für  das  letztere  ist  der  Halbmesser  p  des 
Polarkreises  Imaginär  nnd  die  absolnte  Grösse  desselben  MHt, 
Wegen 

sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  BNHuad  SMS  ibniieh,  nnd  in 
Folge  dessen  SM  |  BN  oder  SM  senkrecht  auf  JKAT,  d.  h.  WU.  a 
ist  — >  90^  — t}',  also  coustant  Die  Bedeatang  von  •'  ist  die,  dasa  nns 
die  Gerade  sofort  die  absolnte  Grösse  der  Halbmesser  der  imaglniren 
Kreise  liefert  auf  den  so  a  Senkrechten  swiscben  a  nnd  t*. 

Es  ist  demnach 

tgas=ctg9-| 

d.  h.  t  geht  (Fig.  IG.)  durch  O  parallel  mit  BF^  oder  man  erhält 
auch  t  (oder  die  zu  den  Axen  symmetrisch  gelegene  Gerade  >,  wel- 
cher dieselbe  Bedeutung  zukommt),  indem  man  in  F  die  Senkrechte 
za  a  mit  zum  Schnitt  bringt  und  den  Schnitt  mit  O  verbindet, 
oder  den  Schnittpunkt  der  zu  a  parallelen  Tangente  mit  O  fer- 
bindet 
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AKia  =  b:$ 

Flg.  17.,  folgt 


i.  h.  man  kann  t  auch  erhalten,  indem  man  auf  der  Scboiteltangento 
m'i  an  das  constante  Stack  »  ÄK  (Fig.  16).  aoftrftgt,  und  den 
MpoBkt  mit  O  Terbindet 

Die  AUeitiiDg  der  BeUtionen  fftr  die  Lige  von  •*  galt  gus  all- 
feiMiB  ftr  iigend  dne  beliebige  Lage  tob  t  rcsp.  a.  bt  •  wie  in 
Rg.  17.  iuMmBenfidlend  mit  der  Tangente  an  ü*,  lo  folgt 

d  b.  der  Kreis  dee  reellen  Systemes,  dessen  Mittelpunkt  mit  einem 
der  Endpankte  der  Ideinen  Axe  svsammenfäUt,  geht  durch  die 
Btonnpnnkte  der  Ellipse.  Kacbt  man  bingegen 


•0  wird 

ab 

SAte^  -:b 
md  damit  SA^^^a  d.  Il: 

Man  erbftlt  den  Ifittelpankt  eines  Kreises  des  reellen  Systemes 
der  dnrek  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  gebt,  wenn  man  ans  einem 
der  auf  a  gelegenen  Punkte  von  die  Senkreehte  sn  ^  legt  Die 
Grösse  dee  Halbmessers  des  Kreises  ist  die  Ordinate  im  Mittelpunkte, 
Ms  I  satllrUch. 

Diese  und  noch  andere  Belationen  ermöglichen  es  leicht,  die 
Geraden  {  und  /],  sowie  •  anzugeben,  welche  geeignet  sind,  beliebig 
lisle  Kreise  einfach  zu  legen  (reell  oder  imaginär),  welche  die  Asymp- 
tom  einer  gegebenen  Ellipse  berühren.  Von  der  Wahl  der  l  resp. 
i  hiogt  aber  offenbar  auch  die  Form  der  Ellipse  ab.  Die  ange- 
gebenen Belationen  gestatten  auch  den  Schnitt  der  zu  b  parallelen 
Taagenten  an  B*  mit  der  Ellipse  auf  leichte  Art  zu  finden,  wenn 
diese  durch  die  Axen  (eventuell  Excentricität)  gegeben  ist.  Auf  die, 
dSB  bsi  der  Hyperbel  gegebenen,  analogen  Constmctionen  der  Schnitte 
einer  zn  einer  Aze  parallelen  Geraden  etc.  wollen  wir  hier  aicht 
weiter  eingehen. 

12)  Machen  wir  jetzt  die  Uebertragnng  Ton  einigen  der  ge- 
wonnenen Ergebnisse  auf  den  Raum. 


22  Ruth:  Beilräge  tur  Tkwrie  der  KegeUchnitte 

Sind  t^t^  Fig.  5.  die  in  der  Ebene  der  Zoichnung  gelegenen  Er- 
zeugenden eines  Rotatlonskcgcis,  a  die  Aze  und  8  die  Spitze,  lo 
stellen  ons  E^,  E^,  ...  die  ^aptazen  (grosse  Aze  der  Ellipse 
oder  die  reelle  Axe  im  Falle  der  Hyperbel)  Ton  Schnitten  des  Ro- 
tationskegels vor,  deren  Ebenen  senkrecht  zur  Zeichnnngsflidie 
stehen,  nnd  die  dieselbe  Entfernung  e  Ton  der  Spitie  des  Botations- 
kegels  besitsen.  Die  BerflbrangspnnkCe  dieser  Geraden  mit  den 
Kreisen  dos  und  bertthrendcn  Systcmes  sind  aber  nach  einem 
bekannten  Satze die  Brennpnnkte  der  oben  genannten  Schnitto  und 
liegen,  wie  wir  ausführlich  dargetan  haben,  auf  der  bestimmten  Hy- 
perbel, die  vi'  zum  Scheitelkreis  über  der  reellen  Axe  und  und 
za  Asymptoten  hat.  Die  Brennpunkte  aller  zu  einer  Hauptehene 
senkrechten  Schnitto  dieses  Uotationskegels,  die  denselben  Abstand 
vom  Scheitel  haben,  liegen  auf  jener  Hyperbel  Man  erhält: 

„Der  Ort  der  reellen  Brennpnnkte  aUer  ebenen  Schnitte  eines 
„Eotationskegels,  die  dieselbe  mit  dem  Kegel  conoentrisehe  Kogel 
„berahren,  ist  ein  zweischaliges  Botations-Hyperboloid,  welches  den 
„gegebenen  Kegel  als  Asymptotenkegel  hat  und  die  Kogel  in  den  anf 
,4hr  gelegenen  Punkten  der  Botationsaze  berührt.** 

Den  Parameter  irgend  eines  Schnittes,  z.  B.  fttr  Fig.  15.) 
finden  wir  als  VQF-j.FgQ',  welcher  Wert  aber  einer  bekannten 
Hypcrbeleigenscbaft  zu  Folge  gleich  2b  ist,  d.  h.  alle  diese  Schnitte 
haben  gleich  grosse  Parameter. 

Uebrigens  kann  man  die  Richtigkeit  des  soeben  Gesagten  auch 
aus  Fig.  6.  ableiten.  2P,  Pq  ist  der  Parameter  eines  Schnittes  des 
Rotation skogels,  für  welchen  Schnitt  1\  ein  Brennpunkt  ist. 
ist  aber  gleich  dem  Abstände  der  zur  Zeichnungsebenc  parallelen 
Ebene,  die  den  Kegel  nach  einer  Hyperbel  schneidet,  deren  ortho- 
gonale Projection  auf  die  Zeichnungsflächo  die  Hyperbel  der  Punkte 
.  .  .  ist,  von  der  Zeichnungsfläche,  und  ist  dieser  Abstand 
ißPj,  weil  der  Kegel  ein  ßotationskegel  ist,  gleich  Z»,  d.  i.  gleich  der 
halben  Länge  der  Scheiteltangente  der  Hyperbel  zwischen  den  Asymp- 
toten; jeder  Schnitt,  der  einen  Punkt  dieser  Hyperbel  zum  Brenn- 
punkt hat,  hat  3Poi\  als  Grösse  des  Parameters,  und  somit  haben 
wir  anch  die  Bichtigkelt  eines  Ton  Jacob  Bernonlli*)  angegebe- 
nen Satzes  daigetan: 

1)  Siehe  Gngler,  Theorie  der  Kr^projectionen. 

S)  VeigL  Chaalet,  Geschichte  der  Oeonelrie,  deatseh  t.  Sohnke, 
pag.  S8». 

S)  Veivl*  Chaeles,  Geeehiehte  der  Oeonelrie,  dealwh  Sohnke, 
pag.  16. 
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„Der  Panuneter  elnei  ebenou  Schuittes  oinos  Rotatioaskegels 
^st  ^eich  dem  DorchmetBer  Jones  KreisschniUef  dendben,  welcher 
„lou  der  Kegelipitze  ebensoweit  absteht  wie  die  schneidende  Ebene.** 

Als  Folge  des  SaUes  von  BernoolU  hat  man  dann  auch: 

Alle  Ebenen,  die  dieselbe  mit  einem  geraden  Xreiskegel  con- 
oentiisehe  Engel  berahren,  sohneiden  diesen  nach  Eegelschnitten  mit 
gleichen  Pimmetem  —  nnd  damit  vnd  im  Znsammenhange  mit  dem 
Yorigen: 

„Uer  Ort  der  reellen  Brcnnpuukte  aller  cbcuen  Schnitte  eines 
^^otationskegels,  die  gleiche  Parameter  haben,  ist  ein  zweischaligcs 
,3otationsbyperboloid,  das  den  Botationskcgel  zum  Asymptoten- 
,^egel  bat  *).•* 

Dieser  zuletzt  ansgesprocheno  Satz  gilt  allgemein  ffir  Aotations* 
fl&chen  zweiten  Grades  in  folgender  Form: 

„Der  Ort  der  reellen  Brennpnnkte  sämtlicher  ebenen  Schnitte 
„einer  Biitationsfliehe  zweiten  Grades,  die  gleiche  Parameter  haben, 
^t  eine  mit  der  g^bencn  concentrische,  fthnUeh  nnd  Ähnlich  ge- 
^gene  BAtationsflflche  zweiten  Gradee.** 

Es  läsBt  sich  das  soeben  Gesagte  auch  durch  folgende  Betrach« 
tnngen  beweiscu. 

Wenn  wir  in  dem  Abstände  p  gleich  dem  halben  Parameter 

Ton  einer  Meridianebene  eine  parallele  zu  dieser  legen,  so  schneidet 
diese  die  Rotationsfläche  nach  einem  mit  dem  Meridiane  ähnlichen 
Kegelschnitte,  dessen  orthogonale  Projeetion  auf  diese  Meridianebene 
eine  mit  der  Mcridiancurvo  ähnliche,  iihulich  und  couccntrich  ge- 
legene Curve  ist.  Ein  Schnitt  senkrecht  zu  dieser  Meridianebene, 
der  den  Parameter  2p  haben  soll,  muss  seine  Brennpunkte  auf  der 
zaletzt  erhaltenen  Curve  haben.  Umgekehrt  wird  auch  jeder  Punkt 
dieser  Curve  Brennpunkt  für  einen  oder  den  andern  durch  ihn 
gebenden  zur  Meridiauobeno  senkrechten  Schnitt  sein. 

I>iirch  Rotation  nm  die  Axe  erzengt  nnn  diese  Corve  die  frtther 
angegebene  Fläche,  und  der  Satz  ist  bewiesen,  weil  ja  jeder  beliebig 
gewählte  Schnitt  auf  einer  durch  die  Rotationsaxo  gehenden  Ebene 
senkrecht  stehen  wird,  und  die  bezüglich  der  zu  einer  durch  die 
Rotationsaxo  gehenden  Ebene  senkrechten  Schnitte  angestellten 
Betrachtnngeu  allgemein  gelten. 


1)  Vttr  den  iiMgfailrsn  Ksgtl  ein  EUiptoid. 
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Die  Lcmniskate. 

Von 

Emil  Oekinghaus. 

(f  ortNtauff  TOB  T.  Tll.  Hr.  HT.) 


Aus  den,  Seito  367,  gewonaenen  Relationen 
folgt: 

86)  «  +  a'  =  1800 

und  somit  der  Satz: 

Die  entsprechenden  Kreisradien  g  und  g'  nach  dem  Mittelpnnkto 
der  Lcmniskate  sind  in  dem  Falle  gegen  die  Achse  gleich  geneigt, 
wenn  die  Schnittpunkte  beider  Kreise  und  der  Lcmniskate  in  ge- 
rader Linie  liegen.  Dieser  Satz  gilt  allgemein  für  die  3  Kreispaare, 
welche,  wie  oben  abgeleitet  wurde,  hinsichtlich  ihrer  Hadien  durch 
die  Beaiehnng  gg'  «     verknüpft  sind. 

Eine  allgememere  Gleichnng,  iralcho  das  gwamte  Kreissystem 
mit  eiDander  TorUndet,  gebt  ans  der  CosimisreaolTeiite  der  Gentden 
henror.  Für  diese 

(2h*  \  2h* 

+  C0S2Tjc08(2ff  — 2t)»+-^  saO 

entwickeln  wir  ans 
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den  Wert 


^  p«8iii2r 


lud  iKniiiim  mit  ihrer  Hfllfe  ans  der  enCen  wm  tnf  eine  re- 
dproke  Oleichiuig  führt.  Man  findet  BcUieeslich 


Diese  Gleichung  neigt  den  Zosammoiliang  der  Badien  Jener  Kreise 
an,  welche  sowol  durch  entsprechende  Schnit^onkte  der  Geraden,  als 
nach  darch  den  Mittelpankt  O  gehen. 

Eiue  allgemeinere  Betrachtang  kann  nan  auf  folgendem  Wege 
geacMeo. 

Ein  Kreis  schneide  die  Lemnisluite  in  4  Punkten.  Durch  je 
iwei  derselben  legen  wir  eine  Gerade,  deren  Neigvng  gOgen  die  A5?*»fff 
bez.  T  und  z'  sei.  Vermöge  der  Fonnehi 

***^"sin2(if-T)'        -5i5(5rr7)*  iSF-^riiP 

lölgt  hieraus 

lin  2(a — t)  —  -  sin  2(tf'—  x') 


88)  tf+a'  -  1800+t-i-»'  =9i4-9a+9.+y« 

wo  die  1^  die  Polarwinkel  der  Schnittpunkte  von  Kreit  nnd  Lemnis« 
kate  find. 

Daher  ist  die  Snmmo  der  Winkel  <]Pj  4-(?'8-|-9>s+g;>4  um  180° 
grösser  als  die  Summe  t  and  %'  der  Winkel  der  beiden  Geraden  oder 
Kreissobnen  gegen  die  Achse.  !Nuu  haben  wir  aber  nachgewiesen, 
daü,  ivenn  die  Strecke  vom  Mittelpunkt  der  Lcmniskate  nach  der 
lütte  der  Sehne  mit  dieser  einen  Winkel  S  bildet,  die  Formel 

besteht  Fttr  die  2.  Sehne  ist 
also  fwalthrt 
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Da  aber 
so  folgt 

89)  8+8»  —  180* 

Oder:  Verbiudct  man  die  Mitten  der  gegenüber  liogonden  Seitea 
oder  Diagonalen  eines  durch  den  Schnitt  von  Lcmniskato  und  Kreis 
gebildeten  Vierecks  mit  dem  Mittelpunkt  O  der  Lcmniskato  durcll 
Strecken,  so  haben  diese  gegen  die  Sehnen  gleiche  Neigung. 

Dimer  Sats  ist,  wie  man  sofort  bemerktr  eine  Erweiterung  des 
vorhin  Aber  die  Oetade  abgeleiteten  Satiee,  die  letitere  als  Kreis 
Ton  aneadlioh  grossem  Badios  betrachtet  werden  kann. 

Wir  bezeichnen  mit  h  den  spitzen  Winkel,  den  die  entsprechen- 
den Sehnen  mit  einander  hUden,  so  dass 

f*— »— 180«— 

Die  Winkel  j8,  8'  wlhlen  wir  ehenfUls  spitz,  lo  ist  nntar  diesen 
Annahmen 

8(o'-tf)  —  —2A— 25+180« 

ö  -  ö'  —  r  -  90« 

wo  T  der  Winkel  ist,  den  die  erste  Strecke  Terlingert  mit  der  2. 
Geraden  einschliesst,  nod  da 

sin  <f 
•^^^cosd 

so  folgt 

«s 

90)  ^oosiS  — cosT 

woraus  acne  Beziehmigen  gefolgert  werden  können,  wenn  «  —  $  ist. 
Ans  der  Formel 

lassen  sich  ehenftUs  manche  nene  Sätie  aUeiteni  wenn  man  die 
Winkel  xwischen  den  Qeraden  lod  Badienveetorea  elnfthrt 


uiLjui^Lü  Ly  Google 


27 


dem  Vorstehenden  Iftsst  sich  noch  ein  TaDgentenproblem 
Bcrfthrt  ein  Kreis  die  Lemniskato,  so  wird  dio  eine  Sehne 
IST  Taogeote,  und  der  zagehörige  Winkel  S  ist  dem  Winkel  swischen 
dieser  Tangente  nnd  dem  Badiasveelor  gleich ,  also  «  90<^  —  2(p. 
DfT  Winkel  S'  der  2.  Sehne  ist  also  —  90®  — 2qp.  Hierauf  beruht 
üe  allgemeine  Auflösung  der  Aufgabe,  durch  2  gegebene  Punkte  der 
niaen  fierttkningikreis  kindardi  xa  legen. 


Da  S'  als  Winkel  zwischen  der  dio  beiden  Paukte  verbiudendcu 
Sehne  und  ihrer  Mittellinie  nach  O  bekannt  ist,  so  ist  auch  der 
Polarwinkel  <r  —  ^idO^  —  S')  des  Berührungspunktes  bestimmt,  was 
lach  ohne  Rechnung  klar  ist,  da  die  verlängerte  Mittellinie  den 
Berthrangspuükt  treffen  muss. 

Wir  wollen  hier  die  Belntion 


noch  einmnl  diacotiren.  Die  9  sind  die  Polarwinkel  der  Schnitt- 
finkle  Ton  Lemniskate  nnd  Kreia,  v  nnd  x'  die  Keignng  sweier 
gcgwftber  atekenden  Sehnen  oder  anch  Diagonalen  gegen  die  Aehae. 
Me  dieaer  Sehnen  achneidet  aber  die  Lemniakate  in  noch  je  3 
I,  welche  durch  die  Winkel         Xi  xt  beieichnet  sein  ml^gen. 


Bei  Berflckaichtigmig  der  Lage  ist  für  beide  Sehnen 
9t       +^s+^4  -  360*+2» 

Dieser  Ausdruck  stimmt  aber  mit  dem  in  88)  abgeleiteten  über- 
ein.  Hieraus  folgt,  dass  durch  dio  Punkte  XiXat  V^sV''«  ebenfalls  ein 
Ireia  hindnrcbgelegt  werden  kann.  Und  weil 

m  folgt  Tormöge  der  Formel 

dMB  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  durch  i2(180^4~<>)  bestimmt  ist. 

Aach  dlMO  AUailnng  ateht  mit  aehon  froher  Yoigetrageaem  in 
dheeler  Teriilndnng,  wie  man  leidit  llndeo  wird. 

Ebenso  leicht  ergibt  sich  vermöge  der  Formel 
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iL     _  im(2g  —  ü) 
iln(Sa'— 17) 

und  der  CosioaBroBoWente  dos  Kreises  vermittelst  ElimlDation  2« —  ZJ 
und  2a'—  U  eine  Relation  zwischen  den  Kreisradien  «,  die  aaf 
eine  Gleicbang  9.  Grade«  fahrt. 

Ter^eichl  man  die  Gleidiiingen  Uta  den  Kreis  und  die  Oerade 
etwa  in  der  Form 

001^*— SeoaSfeesr*  etc.  (JI*--8d*JI>eoi2«-f 0*)eo82f^->  ete. 

und  nntemcht,  ob  es  möglich  sei,  die  Wnrseln  beider  identisch  n 
machen,  so  findet  man  folgende  Bedingungen 

«s— i2*cot2a  —  ^cm2% 
/2*8in2o  =  «*Bin2T 

99) 

worani 

lg8»astg(9>i+9i+Vs  +  V«) — 
Ä*-2c«ll«coe2a+«* 

Genügen  die  7^  und  «  diesen  Bedingungen,  so  sind  die  Wurzeln 
identisch.    Man  bemerke,  dass  die  letzte  Relation  llkr  constante 
—     eine  Cassinische  Car?e  reprftsentirt. 

Besonden  ein&ch  isl  der  Fall  9  —  «.  Die  PanUeliat  der  Ge- 
raden durch  entsprechende  Ponl[te  mflge  noch  bemerkt  werden. 
Yergi.  90). 

Andere  Sitse  ergeben  sich  von  selbst. 

Als  Spedallfall  führen  wir  noch  an,  dass,  wenn  swei  eoncea- 
trisdie  Kreise,  deren  gemdnsame  Centn  aaf  der  F-Achse  liegen, 
die  Lemniskate  tangireo,  die  Halbmesser  dieser  Kreise  sich  Ter^ 
halten  wie  die  entsfirechendenBadienTeetofen  ihrer  BerOhrnngspankto. 

§9. 

Die  Lemniskate  and  die  Parabel. 

Eine  gowisio  sich  auf  eine  Gleichung  beziehende  Verwandtschaft 
zwischen  Lemniskate  und  Parabel  lAsst  sich  noch  wie  folgt  nach- 
weisen. 


/Z«Bin2a 
c*  — i2*COs2a 
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Ein  Kreis,  dessen  Centrom  die  Polarcoordinaten  R(a)  habe, 
gehe  durch  den  Brenaponkt  der  Parabel,  welchen  wir  ala  Anfangs* 
ponkt  annehmen. 

Dia  Bmuiitnüileii  r  mflgaii  Bit  R  Wiokei  2f  eiuebUMieB. 
Am 

9 


^  —  BinJ(29-fo)»co8  29 
iDlgt  Air  ooiS^  eine  Uqnadittiielie  Qlelchiiiig 
98)    CM2f*— ScM  «00129'+^^  cos  a-|-coiir*^coi2^ 

«elebe  mit  der  CHeichaDg  zwischen  Lemnlskate  and  Gmden  flbor- 
«nstimmL  wenn 

|=»-|,  «-2r 

ugeBonmmi  wird.  Diese  Uebereiostiiiiiiiiiiig  der  CoMCaaten  beider 
Carren  genOgt,  m  die  Polarwinkel  der  einen  dnrek  die  der  an- 
deren damttellen. 

Die  CosinosreaoUente  der  Parabel  ist  in  diesem  Fall 

94)        cosi/»  +  (^+coi«^  cosiy*—  ^  =  0 

worin  die  y  die  Winkel  zwischen  den  gegenüber  li^enden  Seiten 
und  Diagonalen  bedeuten. 

Noch  allgemeiner  wftrden  diese  Relationen  ausfallen,  wenn  der 
Kreis  durch  einen  Brennpunkt  eines  beliebigen  Kegelschnitts  bin- 
dnrch  geht  Die  ReeolTente  wird  dann 

(p  \  i  «s  1— s* 

^  4-  cos«  j  eos  eoe  y — cos  a  ^ 

und  ein  kurzer  Vergleich  dieser  mit  der  LemnisluitenresolTente  85) 
iiset  die  Identität  beider  erkennen,  wenn 
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eingeführt  wird.  Die  weitere  Untersuchung  dieser  Verhältnisse  bietet 
manches  Interesse,  z.  B.  wenn  der  Kreis  die  Curve  beröhrt,  üebcr 
eine  Anwendung  der  Parabel  hinsichtlich  des  Taugentenprobloms  der 
Lemuiskato  haben  wir  schon  früher  berichtet. 

El  existiren  noch  anddre  Bcziebangen  zwischen  der  Lemniskate 
ond  den  Kegelschnitten,  worauf  wir  hier  aber  nicht  weiter  eingeben 
wollen.  Wir  werden  sp&ter  in  der  Theorie  der  letzteren  darauf  in- 
rackkommen. 

§  10. 

Die  Lemnisknie  nnd  die  gleiehfeitige  Hyperbel. 

Da  das  Entstebungsgesetz  der  Lemniskate  durch  polarischc  Be- 
ziehung mit  der  gleichaeitigcn  Hyperbel  vorknüpft  ist,  so  lässt  sich 
im  Vorans  schlicsscn,  dass  die  gemeinsame  Betrachtung  beider  Curven 
auf  interessante  Relationen  fabrcn  werde.  Kinigo  davon  verdienen 
bemerkt  zu  werden. 

Die  gleiebaeitige  Hyperbel  und  ihre  Fosaponktmirve  werde  Ten 
einem  Kreise,  dessen  Centmm  JZ(a)  und  dessen  Radios  s  «  sei,  in 
i  Pvnkten  geschnitten. 

Aus 

^  —  r'eos29 

folgt 

96)  tg9«((J2S— aS)*-|-4i2*aSsina*)+4i{USsin2«tg9* 
+(2a^  -  2(i2S— «>)*+4i;*a*00S9tt)tg9»S-4JI^a*sin2«tg9 

Yergleiebt  man  sie  mit  der  analogen  flir  die  Lemniskate  nnd  den 
Kreis 

97)  tg  9*  (  (Ä* -  «»  —  a«)» -f  472« a« sin  o*)  +  472«a« sin  2a  tg  <p» 

■f  (2(Ä«-««)*  -2o*-|-4R«a«co82a)tg9*— 4Ä*a«ain2«tg9 
+(JI«-  ^'<>'00Ba*  -  0 

so  erkennt  man  die  Identität  beider,  wenn 

gesetzt  wird.  Darans  folgt  der  Sats: 

Wenn  der  Badins  •  eines  Kreises,  der  mit  der  Lemniskate 
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Centrale  R  hat,  der  Bedingang 


t,  M  febem  die  uok  den  8ebiiitt|p«ikteB  beider  Ganren  ge- 
Radienveeloreo  r  rtckwirts  ferlftogert  doreh  die  Schnitt- 
raikto  des  Kreisel  eed  der  glddiaeitigeii  Hyperbel. 

Umgekehrt  scb neiden  diese  Radienvectoren  der  liyperbel  rfld[- 
wirtA  verlängert  die  Lemniskate  in  4  Kreispunkten. 

Bai  den  felgeaden  DerstelfaiBgea  wolle  man  die  Belttioii 

Är  — 

betdlen,  weldie  aat  den  Polaigtoidmgen 


rt  mm  a*eoi89,    Jl*  — 


G0829 


herrorgeht.  Diese  beiden  correspondirenden  Punkte  r{ip\  R{^)  be- 
Ktcknea  wir  mit  P  and  P'. 

Tod  den  Brennpmkten  der  Hyperbel  neben  wir  Gerade  nach 
dam  Lenmiakatenpnnkte  P,  welche  den  Winkel  E  bilden,  nnd  ferner 
Ten  den  Brennpvnkten  der  Leniniakite  nach  dem  ^yperbelpBnkte  P' 
Gerade,  wdeke  den  Vinkel  E*  einachlleaaen. 

Vermöge  der  Formeln 

♦„IC     Eresing»,  2Rc%\n^ 

nnd  der  Polargleichuogea  erbAU  man  nach  Einfabrong  dieser  die 
Delation 

1^  E+B'zs^lW 
oad  damit  den  Sats : 

Die  Leitstrablen  der  Lemniskate  nach  einem  Hjperbolpnnkte  P' 
and  die  Leitstrahlen  der  Hyperbel  nach  dem  correspondirenden  Lem- 
Biakal»ipiinkte  P  scbliesien  ein  KreisTiereck  ein. 

Sne  wdtere  Yerbindnng  beider  Cnr?en  findet  aieh  wie  folgt 

Wir  bezeichnen  die  Winkel,  welche  die  Schoitelstrahlen  von  den 
Endpaokten  ^^a  der  Achse  mit  P  und  P'  einscbliessen,  bexflglicb 
■it  y  aod  yg,  daiin  findet  man  wie  oben 
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COiy  —  — tgy 
OOS/-  Ig^ 

also 

99)  y+Z  - 180» 

Odor:  Die  Selieiteiitnditoa  sweter  eorrespondirender  Punkte  dar 
Lemnitkate  viid  Hyperbel  sehllenen  ein  KreMereek  eia. 

Für  dritte  Ableitung  ergibt  sich  aas  der  Polargleicboog  der 
Hyperbel 

^         1  +  V2C08^' 

Eliminirt  man  am  dieser  und 

den  Winkel      so  folgt  für  den  einen  Leitatrakl 

fttr  den  andern 
worans  snnftehst 

folgt  nnd  ferner,  wenn  die  Leitatrahlen  m«  der  Lemnitkate  dnroh 

ya»  =  yj^p+r 

definirt  sind,  dass 

f  «I 

ist,  wonach  das  Yerhältniss  correspoadirender  Leltstiahlen  fOr  beide 

Curven  das  nämliche  bleibt 

Wir  bezeichnen  nun  die  Winkel,  wclcbe  diese  Leitstrablen  mit 
einander  bilden,  durch  6,  6',  dann  besteht  zunächst  f&r  die  Hyperbel 
die  Formel 

16  c*  =  «'*4-«"*-2e'  e"co8  e 

aas  welcher  leicht 

Jtsinie'— a 

folgt  WeU  aber 

ür-ao'  und  r  =  a  C08|^ 

ist,  80  ist 

sini^'scosie 

oder 

100)  e-fe'  =  i80^> 

woraus  der  Satz: 
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Die  Leitstrableu  der  Leinniskate  und  Hyperbel  nach  correspOD- 
direndoQ  Panktea  ihrer  Curve  schliessco  oia  Kreisviereck  ein. 

Daran  knflpft  sieb  ein  4.  Satz,  den  wir  noch  mitteilen  woOen. 

Wir  haben  oben  die  Focalwinkel  der  Hyperbel  r//  und  ein- 
geführt. Dieselben  stehen  mit  2  andern  in  der  Lemniskate  in  nicrk- 
wOrdiger  Verbindung.  Diese  Winkel  ^  sind  uiimlich  denen  gleich, 
welche  der  Radinsvector  r  der  Lemniskate  mit  den  Brcunstrahien 
mn  besQglieh  einschliesst,  vnd  die  wie  wir  schon  frfiher  gefunden,  durch 
und  |6  — ^definirt  sind.  Bei  Betrachtang  der  Figur  ergibt 
sieh  dann  leicht  der  Satz: 

Die  beiden  correspondircnden  Pnnkt»'  auf  Lemniskate  und  Hyperbel 
bilden  mit  je  zwei  ihrer  zusammen  'gehörigen  Breuupuukto  cutspre- 
chendo  Kreisvicrecke. 

Die  Tangente  des  Hyperbelpnnktcs  P'  schneide  die  X-Achse  in 

Mf  die  F- Achse  in  N\  nennen  wir  dann  noch  ihren  zweiten  Schnitt- 
pnkt  mit  der  Lemniskate  P'\  so  sind  MNP'P"  einander  logeord- 
nete  harmonische  Punkte,  wie  leicht  an  beweisen  ist 

Femer  mOge  der  Focalkreis,  der  durch  die  Brennpunkte  ±e 
gebt,  die  F-Achse  in  S  Punkten  Fnnd  F*  schneiden;  ziehen  wir 
wnn  durch  die  Lemniskate  eine  der  X-Achse  parallele  Oerade,  für 
welche  die  leicht  abzuleitenden  Relationen 

r,«+ V  =  <  -  läO» 

bestehen,  und  halbircn  die  Focalwinkel  und  ^»rch  Geraden, 
welche  die  F-Achse  in  (7  und  O*  schneiden,  so  sind  FF'QO'  ein- 
ander zugeordnete  harmonische  Punkte. 

S  11. 

Die  Linie  gleicher  Producte. 
Das  Absolutgliod  in  der  Gleichung  der  Geraden  18)  wird  durch 

1)  Jl*— o»Jl*C08  2i)P  =  r^Ti3.^r^^ 

defioirt.  Es  ist  vou  der  Richtung  der  Geraden  oder  vom  Winkel  d 
unabhängig  und  drückt  aus,  dass  das  Product  der  vier  vou  Ji{cp)  an 
gerechneten  Secanteu  iilmliih  wie  beim  Kreise  coustaut  ist,  wie  auch 
die  Geraden  durch  jeuen  fcsteu  Punkt  gezogen  werden  mögen. 

Wie  aus  der  Formel  hervorgoht,  ist  die  Cnrre  gleicher  Producte 
eine  Cassinische  Linie. 

Aicb.  d.  Math.  a.  V)ij:   2.  Reih«,  T.  VIll.  9 
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Wir  beschreiben  um  den  Lcrniiiskiiteumittelpuiikt  O  einen  Kreis 
vuin  Halbmesser  h,  ziehen  von  Jt(q>)  au  diesen  eine  Taugente  —  t 
und  setzen  fest,  dass  das  ProducL  gleich  sein  soll  der  4.  Poteuz 
dieser  Tangente,  alsu  dass 

ist.  Da  aber 

isty  80  geht  aus  dieser  Einfahrong  die  Bezieboog 

Ä*  -  a*  Jt>coa29>  —  («•-»«>• 
henror,  welche  auf  eine  Kegelschuittsgloichnog 

ä)  —iT-  +  -g  -  -  X 

als  geometrischen  Ort  der  Punkte  gleicher  Potenzen  führt.  Sie  stellt 
eine  Ellipse  dar,  wenn  h  >>  c,  oiue  Hyperbel,  weuu  h  <^  c,  eine  Ge- 
rade jf  =  i«?,  weuu  A  «=  c  ist. 

Legt  man  allgemein  die  Gleichung  der  Cassinischen  Cnrren  an- 
statt der  Schleifenlemniskate  zu  Grunde,* so  modificiren  sich  die  For- 
meln etwas,  die  K<^el8chnittsgleicbnngen  aber  sind  analog  den  obigen. 

Die  UntersucbuDg  kann  anf  2  Lemniskaton  ausgedehnt  werden 
in  dem  Sinne,  dass  das  Prodnet  oder  die  Potenz  fQr  heide  gleich 
sei.  Der  Untersnchnng  legen  wir  demnach  2  L^mniskaten 

r*     a*cos29,    r*  =  a*coa2g> 

zu  Grunde.  Die  Centrale  beider  sei  R  nnd  ihre  Neigung  zur  a- 
Achse  «>  ß.  Die  beiden  Achsen  mögen  noch  den  Winkel  «  ein- 
schUessen. 

Die  Ausfahrung  der  ßechouugcu  ergibt  die  Curveugleiehuug 

3)  a*(ff*— y')'-2(x*-|-y*)(2A9^co8«+2Ayun« 
-|-  (2/2flrco8«-)-2Aysin«— 

—  a'*  cos  2/J(«« — —  2Ä«  cos  « -f  2Äy  sin  «  -|-  Ä»  cos  2a) 

-f  a^siu  2ß{2xjf  —  2Kr  sin  a  —  211^  cos  a-\-n*  siu  2«) 

welche  dem  3.  Grad  angehört.  Für  n  =  0,  also  für  concentrische 
Lemniskaten  reducirt  sie  sich  auf  ein  System  zweier  senkrecht  auf 
einander  stobenden  Geraden 

t     1  2a*«8in2ir 
^>  '  «'«cüs2«  ^ 
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Die  Linie  gleicher  Prodaete  wird  eohr  einfach  nod  führt  auf  den 

5.  Gnd,  wenn  die  Achaen  beider  Corren  in  einer  Geraden  Hegen,  m 
wmd  ß,  aleo  =  0  sind. 

Mao  findet  zunächst,  wenn  die  Centrale  mit  g  bezoicbnet  wird: 

Wir  fuhren  die  Division  durch  und  setzen  das  Kestglied  —  0, 
■HUI  erhlll  die  Gleichung  eines  Kreises 

6,  ^+^-  ■•-<■  M- V  ,  +  (a'-«-V-H>V-«  ')  -  0 
■nt  der  Bedingung 

Benntst  man  eie,  nm  die  Kreiagleicbnng  zn  f ransformirea ,  to 
wird  letztere 

and  stellt  die  Linie  gleicher  Prodocte  in  einfachster  Form  dar.  Da 
die  Qleiehnng  ilAr  quadratisch  «et,  so  ergibt  sich  ans  ihrer  Anf> 
lösung 

dass  2  Centralen  existiren,  so  dass  die  iweite  Lemnitkate  2  verschie- 
dene Lagen  annehmen  kann.  Wie  aus  einer  weiteren  geometrischen 
Betrachtung  hervorgeht,  gelit  die  Linie  gleicher  Prodncte  durch  die 
geBeinmaien  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Lemniskaten. 

Am  dem  Bau  der  Gleichungen  folgen  noch  gewisse  Determina- 
tionen, welche  za  berücksichtigen  sind,  womit  wir  uns  aber  hier  nicht 
weiter  beschäftigen  wollen.  Wir  wollen  nur  andeuten,  dass  diese 
ipeciellen  Sitae  hinsichtlich  der  Gassinischen  Curven  einer  Erwei- 
terang  flhig  sind. 

Es  möge  hier  uoch  erwähnt  werden,  dass,  wenn  xjf  Lemniskaten- 
coordinateu  darstellen,  die  daraus  conibiuirlen 

F-»  y  — II« 
Goordiaaten  JT  einer  Gleichung 

-  ü«(lH-i»«jco82(Ö-fÄ),    tgA  —  I» 
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gentigen,  dio  wieder  durch  eine  Lemniskato  repräscntirt  ist  und  bei 
variabelem  »  vorAcbiedene  Lagen-  und  GröiaeiiTerhiUtiiiaae  anDimmt. 

Wird  die  Oleidmog  nach  »  dÜTerentürt  nm  die  elnhailmide  Cnrre 
aller  Lemmskaten  sn  finden,  so  retaltirt  als  solche  die  dnreh 

iZ<C0829  —  a> 
dargeikellte  gleichaeitiite  Hyperbel. 

Betrachtet  Dian  endlich  noch  die  aus  den  obigen  Ausdrücken 
hervorgehenden 

Goordinaten  «ey  als  die  einer  gesochten  Corvo,  während  XY  der 
Lemniskato  angehören,  so  resnlürt  die  Gnrve 

72»  =  a-^  COSA*  COS  2(0— Ä) 

and  die  Einhüllende  aller  für  n  •»  tgA  veränderlichen  Lemniskaten 
fflbrt  anf  die  Foaspnnktgleichnng  der  Lemniskato 

e  »  aeos}^ 

Bio  Untersnchnng  der  reciproken  Polare  dieser  Corvo  ist  des- 
halb  bemerkenswert,  wdl  sie  mit  ier  gleichseitigen  Hyperbel  in  Ter^ 
hindong  tritt.  Aoch  die  Annahme,  dass  die  Lemniskato  hinsichtlich 
ihrer  Brennpunkte  oder  aoch  ihres  Hitteipnnktes  als  Katakanstik 
oder  Brennlinie  einer  Corvc  aufgefasst  werden  kann,  verdient  wegen 
der  daraos  sich  ofgobonden  Besnltate  Beachtung. 


§  12. 

Dio  Roctification  der  Cassini'schen  Linien. 

Die  folgenden  Entwickeluugen  üher  die  Rcttification  der  Lem- 
niskaten werden  vielleicht  aus  dem  Grunde  bemerkenswert  erschei- 
nen, weil  wir  eine  Variabele  einführen,  die  man  bisher  übersehen 
hat,  aber  als  sehr  geeignet  ersdieiut,  die  Integration  auf  einen  ein- 
fachen Ausdruck  zurückzuführen. 

Aosserdom  ist  derselbe  noch  einer  geometrischen  Discnssion  zo- 
gftnglich,  welche  manches  Anregende  bietet 

Anstatt  der  wenig  geeigneten  Vai  iabelen  r  oder  r  oder  qp  wählen 
wir  als  Variabele  den  schon  häutig  benutzten  Focalwiukel  der  Leit- 
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strahlen  eines  Punktes  der  Curvo,  der  uns  auch  spftter  noch  wich- 
tige Dienste  leisten  wird. 

Er  hingt  mit  dem  Btdiiuvector  r  der  Cunre 

r*  -  2c»r«cos2(p-|-c*  — 

dwch  die  Belition 

nsammeiL  Die  Beziehung  zwischen  q>  und  8  findet  sich  aus 

.   5*  sinO  

Unter  Beacbtaog  dieser  Formeln  erhält  man  vermittelst  be- 
kanater  Methoden  schliesslich  das  Integral 

/^l/         A'+cosO  e 

Dies  Integral  werden  wir  nachher  in  Reiben  entwickeln,  vorher 
Iber  die  interessanten  Eigenschaften  discntiroo,  welche  damit  ver- 
knflpft  sind. 

Zanächst  bemerken  wir,  dass  die  Grenzen  der  Integration  davon 
ebhaogen,  ob  die  Corve  aos  2  Ovaleu  oder  aus  einem  oDgeteilten 

Gftosen  beetebt  Aosierdem  iit  das  Yerbiltnisi  h  —  -  flirbeide  FAtte 
20  beacbten,  welcbei  eaUtprecbeDd  ^  1  oder  aneh  «»  1  tein  kann. 
Zngleicb  bestimmt 

-  —  8io£ 

für  die  ans  einem  Zuge  bestehenden  Curve,  für  welche  9  ^  0  ist,  die 
obere  Greme,  wAbreod  bei  den  0?alen  das  Integral  0  bis  «  ge- 
DommeD  werdeo  kann. 

Kon  möge  das  Integral 


sieb  auf  ein  (hral  vnd 


L>iyu(^üd  by  Google 


e*      /  "2  

auf  cino  ungeteilte  Lomniskate  bczielien ,  deren  Constantcii  ausser- 
deni  noch  von  der  ersten  vorRcliiedeu  sein  sollen.  Dio  Grenzen  sind 
in  beiden  verschieden.  Uabor  substitniren  wir  im  zweiten  Int^al 

12)  Bin^e' -^Bini& 

und  erhalten  nach  einigen  Uoifonnnngen  das  Integral 


welches  noa  anch  von  0  bis  n  genommen  werden  kann.  Man  be- 
merke aber  wol,  dasa  trots  der  Transfermation  der  Baa  des  Inie- 

grals  derselbe  geblieben  ist,  indem  nur  die  Glieder      sich  in  ihre 

reciproken  Worte  umgesetzt  haben.  Daher  ist  das  erste  and  dritte 
Integral  ttberhaopt  identisch,  wenn 

e  q' 
«"? 

geietst  wird,  woraus 

14) 

als  Ücdingnng  resultirt,  wenn  die  nach  12)  entsprechenden  Lemnii* 
katen  bogen  in  einfachem  Yerh&itniss  za  einander  stehen  sollen. 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  confocale  Lomniskaten  an, 
so  ist 

16) 

8inie'==^,Bio|e 

welche  Formel,  wenn 


eiDgeftthrt  wird,  auch  in 


4 


i^iyiti^uü  Ly  Google 


16)  ^üi^'  ^  siüE'siü^e 

flbeigeht 

Far  die  Bogen  bostehon  noa  folgende  allgemeine  AaadrOeke, 
wenn  dae  Integral  —  J  gesetzt  wird: 

c 

17) 

woraus 

18)  - 

4  Ol 

oder  in  dem  zaoächst  betrachteten  Falle  von  confocalen  Curven 
d.  i. 

In  confocalen  Lemniskaten,  deren  Parameter  q  vnd  v  ~ 

sind,  entspricht  vermittelst  12)  jedem  Bogen  s  der  einen  Curvo  ein 
aualogcr  «'  der  zweituu,  welche  beide  in  dem  uuveräudcrlicben 

Yerhiltnin  ^  zn  einander  stehen.  Daher  besteht  anch  zwischen 

den  Umiilngcn  beider  Corven  das  nämliche  Verbältniss  vmE'^.  (Yergl. 
Holsmllller,  Lomnidcatiscfae  Geometrie  8.  351  und  s.  Schlnssnote). 

Wir  fDgen  noch  dnige  Bemerkingeii  bei. 
Aiu 

folgt 

.  i~cose^ 

Hierin  drfldcen  wir  vermittelst  der  Formel 

B  durch  r  ans,  und  finden  snnftchst 

sin  JB'«  —  ^    '      *^ -X^- 

ond  weil 
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so  folgt  icblieasUcb  der  eiofache  Aosdrnck 


r 


c 


«Iso  aaeh 


r 


■0  da88  r  oderr*  mit  Leichtigkeit  gefaoden  werden  kmii,  wednreh 
auch  der  eine  Bogen  durch  den  andern  bestimmt  ist 


Daher  ist  auch 


oder  die  entsprechenden  Bogen  ferhalten  sidi  wie  die  dritten  Po- 
tenzen ihrer  Radienvectoren. 

Oder:  Bestimmt  man  in  zwei  Lemnlekaten,  welche  die  Parameter 
q  and  fi'  '  g  haben,  2  Fanlite  derart ,  dass  ihre  HadienTOCtoren  in 
conatantem  VerhAltnisa 


zn  einander  stehen,  so  verhalten  sich  die  entsprechenden  Bogen  « 
nnd  ff'  wie  die  dritten  Potenzen  dieser  Radien. 

Der  all^'cnicinerc  Fall  nicht  confocalcr  Lemniskaten  möge  noch 
knrz  erledigt  werden.  Die  Gloicbungcn  sind  jetzt: 

r*  — :2e*  r*  eosS^  -f  c*  —  ^ 

r'«-.2c'«r'«C0829'-f  c'*  -  q* 

die  Brennpunkte  sind  ±,c  und  ±,e\  die  Parameter  q  und  q\ 
Ans  der'Hanptformel 


folgt  schon,  dass  die  erste  Cnnre  zwei  Ovale,  die  zweite  ein  Oanaes 
bildet  Die  betreffenden  Bogen  haben  jetzt  das  YerhAltuias 


cc*  —  gg* 


oder 


c 


o 


21) 


-  —  -iSinü'' 


wo  wie  früher 
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-  Tin  iß 

ist.  Ebenio  eBiwickolt  lich  leicht  das  folgende  YerhiltDist 

22)  ^  =  ^ainÄ' 

'  r  c 

Wollte  man  «inebmen»  dais  etwa  der  Bogen  daa  wAMslie  von 
«  aei,  ao  wurde  lonAcbat 

-  i-nainf'* 

beateheu.  Ist  die  äussere  Curve  als  bekannt  oder  gezeichnet  TOnma- 
geactit,  BO  wftFden  die  Elemente  der  innem  zu  bestimmen  sein. 

Man  findet  Idcht 
28)  <r  -  q  = 

«od  ist  ans  diesen  Data  die  Ovale  gezeichnet,  so  entsprichC  jedem 
Ponkt  &  der  inssem  ein  dnrcb 

bestimmter  Punkt  der  innem  Cnrve,  deren  Bogen  sieh  wie  n ;  1  ver- 
balten.  Die  Umlftage  haben  ebenfalls  das  nftmliche  Yerhiltniss. 

Aus  dem  Vorsttheiidcu  geht  hervor,  dass  die  Lemniskateubogen 
iu  iilinlicher  Weise  mit  einander  verglicheu  werden  künueu,  wie  dies 
bei  den  Kegelschuittcu  der  Fall  ist. 


§  13. 

Wir  geben  jetit  so  den  Beibeaentwiekelnngea  Uber,  wtiche  wir 
mlcbst  anf  daa  Integral  fttr  die  Ovale 


^    sin  Jö« 


beziehen.   Der  Abkürzung  wegen  schreiben  wir  es 
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3 

h 

-  B 

Ö 


^  r\/  ^-'-^^^"»r^^  :  ..^ 


ottd  entwickeln  die  oiozolaon  Ausdrucke  iu  lieihen.  Man  findet 


2 

.(l~/y8inje»~l^J*6inlö*-i,3'siuie«-g/J*»inje»..^^^ 

n 

2 

l+J(«-/3>inieH-|(3a«  -2aP-5/»«)sinje« 
+j^g(3öa*~20aV-30o«/J«-ö2a/J3-Uli3*;8inie8 


Die  lutcgrationsgrenzcu  erstrecken  sich  von  O  'bis 


2 

Hinsichtlich  der  Bestiminmig  von  ^  siDi#^<<0verw6isenwiraiif 

0 

bekannte  Formeln  ond  geben  hier  dasSchlnssresiiltatiindeni  wir  den  echten 

Bruch  ^  mit  k  bezeichnen,  da  das  Lrgebniss  zunächst  für  Ovale  gilt. 

256  (1+*)«  •  ■  V 

Die  Rectification  der  ungeteilten  Lemniskatcn  führt,  wie  wir 
oben  nachgewiesen,  auf  ein  analoges  Integral  mit  reciprokem  Para- 
meter. 


Oigiiized  by  Google 


BeieidiiMii  wir  Mch  jetst  wieder  mit  k  den  Avadrock  wel- 
cher ein  echter  Bruch  ist,  so  wird  der  Bogen  *'  durch 

+  266  (l-fik)*  "•-/ 

Erwihneniwert  ist  noch  die  folgende  Transformation. 

Hie  Schnittpunkte  ±a  der  grossen  Achse  der  Cassinischen  Cnr- 
ven,  also  ihre  Scheitelpunkte  verbinden  wir  mit  einem  beliebigen 
Cwenpnnkte,  welcher  den  Focalwinkel  bat,  durch  Scheitelgeraden. 
Dieselben  mflgen  den  (spitaen)  Scheitelwinkel  /  einschliessen. 

Man  findet  vennflge  der  Formel 

achüesslich  die  einlache  Relation 

Daher  lAsst  sich  anstatt  &  /  in  das  Integral  einführen,  und  man 
findet 

n 

2  

0      r  (l+f|COsy«)(l-^cosy«) 

welches  noch  einfacher  gchant  ist,  als  die  vorhergehenden  und  sich 
ntf  den  Fall  der  Onden  besieht,  wo  f<  1  ist   Das  Integral  ist 

TOD  O    bis   ^  so  nehmen.  Die  fintwickelnngen  in  Reihen  ftthren 


*)  6.  Srhlnstnolt. 
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0     I   -t»(i-iA+|f-,^gA;»)cos/«  jd)» 

woraas  Bcbliesslich  unter  Benutzang  bekannter  Formeln 

28}  .  =  t«s(l-i*+/«*'-^*'+,S**-.-.) 

aU  die  gesachte  Reibe  für  den  Bogen  •  bervurgebt.   Darin  bedeutet 

und  a  ist  die  Länge  der  grossen  Acbse. 


S  14. 

Die  geometrische  Construction  des  Additionstbeorems 
der  elliptiscben  lutcgralo  1.  Gattung  vermittelst  der 

Lemuiskate. 

Die  Yon  Jaeobi  gegebene  AnflOsaiig  dieses  Problems  grttudet 
sieb  tnf  die  Eigenschafleii  des  Kreises.  Dass  die  KegelseliDitCe 
ebenCiUs  mit  Erfolg  verwertet  werden  können,  haben  wbr  scbon 
frflbor  mehr&cb  bewiesen.  Wegen  der  Yerwandtscbaft  der  Lennis- 
katea  mit  den  Kegelschnitten  ist  die  lU^lichkeit  nicht  ausgeschlossen, 
dass  anch  die  Lemaiskate  einen  Beitrag  sur  AuflOsnng  bringen  wird. 
Es  kommt  nnr  darauf  an,  nnter  den  mannigfachen  Yerbftltnissen 
diejenigen  sn  treffon,  welche  sich  den  Bedingungen  der  Aufgabe  am 
natflrlicbsten  nnd  vngecwnngonsten  anschmiegen. 

Wir  logen  durch  die  Mitte  der  Lcmniskate  einen  Kreis ,  dessen 
Gentrum  die  Coordinaten  R{a)  bat.  Eine  Gleichung  fttr  die  beiden 
den  Schnittpunkten  entsprechenden  Focalwinkel  O  und  S\  welche 
bekanntlich  von  den  Leitstrahlen  gebildet  werden,  ist  nun  leicht  anf- 
iBStellen. 

Sic  ist 

29)      tg)#*eos2a-{-^  siQatg)9+2cosa>~     —  0 
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Wir  lihmi  daria  eine  andere  Yariabele  eio,  herroriehea«!  au 


od  crimMni  darao\  dan  f  der  (ipitie)  Sebeitelwiokel  ist,  dea  2 
vea  dm  Endpunkten  der  Achse  ±a  naeli  den  genannten  Punkte 
iv  Carve  einichliesaen. 


erste  Glekhmig  geht  dann  in 
30)     tgy«  r2cos««-- +  ^  sinatgy-|-2cos2«  —  0 
iüier.   Daran  schiiessen  sich 

Binr*  (^^t+M»«*)*-»  -sintt*cos2«^siny>+cas2«*-0 

31) 

CO«  + sin      —2  •*»  «*  cos  «»  —      cos  2« jcosy" 

+  (^-eo.-')'-0 

Diese  bilden  die  Basis  der  nachfolgenden  Anfttelinngen. 

I>ie  Fnadaraentalformei  dea  Additionstheoroms 

iit  bdniintUeb 

cos  y,  cos  )'j  —  si  11  Yt  sin  /„  ^(y)  «  COS  y 

Die  constitairendco  Werte  sind  nnn  aas  den  Oieicbangen  30) 
and  31)  bekannt,  und  wir  iiaben 

gjp-  eosa*q:coi2a^(y)  —  cosy  ^^+sinay 
Wir  Iftbren 

JlCOSfts«,  i28ina-»y 
ein  ond  ordnen  die  Formel  demgemftss.  Man  findet: 

32)  s'a±i^+y*(eosyqp  J)  =  e'siniy* 

Damit  haben  wir  einen  Kegelschnitt  erhalten,  der  die  Bedingungen 
des  Theorems  erfQllt. 

Der  geometrische  Ort  der  Ceutra  der  darch  den  Mittelpunkt 
der  L.emuiskate  gebenden  Kreise,  welche  in  ihren  Schnittpunkten 
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die  Scheitel- Wiukcl  y  als  Amplituden  der  clliptisclicn  Integrale  l  Gat* 
tang  bestimmen  und  damit  das  Additionstheorem  lösen,  ist  eine£lUpie 

oder  eine  Hyperbel 

84)  ^    —  ^  1 

c'sinjy-  c^sin^y* 

—  cos  y 

Betrachten  wir  den  Fall  der  Ellipse  nfther. 

Ihre  Achsen  sind 

^^_c«Bin  |y«  c2siiijy«_ 

Ffthren  wir 

,gA  =  ? 

ein,  so  erbftlt  man  ans 

d  —  C08£'— cosysiaüiJ^ 
ainJEcosg  sin  EeouE 

"  y*»-sin£^'      "*  y*»:rinrE» 

so  dass  bi*i  bestimmten  E  und  ^*  der  Moduias  y  beitaout  ist. 
Derselbe  folgt  ancli  ans 

welche  Formel  geometrische  Bedeutung  bosit/.t.  Es  ist  nämlich  der 
rechtsstehende  Ausdruck  das  Quadrat  des  Kadiusvectors  der  mit 
der  Achse  den  Wiukcl  von  46^  einschliesst  und  also  mit  der  Asymptote 
der  Lemniskate  (Hyperbel)  zusammenfallt  und  eine  Grenzlsge  des 
Kreises  bezeicUuet.   Üahor  besteht  die  eiufache  Relation 

36)  tgiy-f 

Die  Auflösung  des  Theorems  beruht  zunächst  auf  der  Construc- 
tion  der  Achsen  der  Ellipse,  hervorgehend  aus 

2i«     1— cosy      2B*     1  »-cosy 

und  der  Ellipse  selbst  Da  die  Amplituden  y  und  yi  bekannt  sind, 
so  iü  der  dem  Sebeitelwiakel  y,  entiprccheode  Punkt  dar  Lemniskate 
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Jwkt  eHanden,  ebento  der  MiUdpoukl  des  Kreises»  dessen  sweiCer 
Seksittpiskt  den  gesuchten  Scheitelwinkel  als  Amplitade  des  ent- 
fliehenden Integrals  bestimmt. 

büiuerke,  dass  bei  gegebener  Ellipse  der  Modolos  darch 


fe/ebeo,  ist  aud  es  ist  bemorkonswort,  dass,  wenn  beido  Cnrren 
coftfocai  sind,     gleicti  ^  wird.   Aisdauo  drttckt  das  lutegral 


J  Vi  — Isiny« 


den  entsprochenden  Lomniskatenbogen  u  aus,  und  das  Additions- 
tbeorem  wird  zu  worin   «, -|-Hs  bei  alieu  Lagen  des 

Kreisen  die  unveränderliche  Samme  oder  Bogenlänge  u  erhält 

Fftr  die  Hyperbel  gelten  die  analogen  Formeln 

^'tgly*-^-,— 

39)  Wir-- 

norin     die  Bedeutung  wie  bei  der  Ellipse  hat,  u.  s.  w. 

Rei  conforalen  Hyperbeln  folgt  wieder  i**  s=  J  und  die  Integrale 
geben  in  I^muiskateubogen  über. 

Ajis  den  Entwickelungen  geht  henror,  dass  das  Theorem 

yi~A«siey«    •/  Vi— *«sinyi«    J  Vi  — *«siny,« 

in  welchem  /  and  als  gegebene  Grössen  constrnirt  werden  kOn- 
Mo,  biusichtlich  der  gesachten  Amplitude  durch  die  Lereniskato 
gelöst  ist,  wodurch  sich  die  Bedeutung  der  Lemniskate  auch  nach 
dieser  Richtung  offenbart. 

Die  zu  Anfang  aufgestellte  Gleichung  fQr  tg \%  wollen  wir  noch 
fan  betrachten.  Wie  wir  früher  gezeigt,  ist  dorch 


'"J  VI  -  lainiö« 
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ein  Lcmuiskateubogca  defiuirt.  Für  zwei  solcher  Bogen  wülUeu  wir 
die  Relation 

worin  K  als  vollständiges  Integral  einen  LenmigkateDqiuulraDteii  au* 
drückt   Die  Bedingung  hierfür  ist 

Beachtet  man  das  Absolutglied  der  genannten  Gleiehnng,  lo  geht 
daraus  die  Formel 

jp— 2co8«r«  =  i:  V2C082« 

oder 

hervor,  welche  auf  eine  Ellipse 
und  auf  eine  Hyperbel 


2+V2  V2 


führt,  welche  beide  mit  der  Lemniskatc  confocal  sind.  Beide  schnei- 
den sich  auf  dem  Focalkreiso  vom  Radius  e  in  der  Asymptote  der 
Lemtiiskate  (gleichseil igen  Hyperbel).  Sic  sind  der  geometrische  Ort 
der  Ceotra  aller  ihmsk  O  hindurch  gehenden  Kreise,  welche  auf  der 
LemniBkate  Bogen  constanter  Samme  begrenzen. 


S  15. 

Die  elliptitelien  iDtegralfnnctionen  der  Lemniskate. 

Wir  werden  hier  die  Formeln  lienotseD,  welche  wir  ia  unierer 
Abhandlnng  aber  diese  Fonctionen  eatwickelt  haben. 

Die  nachstehende  werden  wir  besonders  benutzen,  da  sie  die 
einfachste  ist. 

Es  liege  ?or  die  Gleichung 

tgy*  — atg9>^-fÄtg9)*— ctg<)p'|-<^  ->  0 
mit  derselben  ist  verbanden  die  Fttoction 
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yi  —  ifc^ain^s 


A^-\-2{\—B-\-D  t  ViA-C        ( 1  —  i^-f-  Py*) 
C'»-f  2/>(l  —  Ä  +    ±y(i4  —  C)*-f  (1  -  li-i-ü)^) 

Wir  weadeu  sie  an  auf  die  GleicUuug  der  Geradeu  für  tg^ 

+2c»8in2Ttg<p-|-/|2  — 2c28iüT2  -0 

nd  finden 

—  2c« 


Osht  die  Gerade  dorch  einen  Brennpunkt,  lo  ist 

A  •»  csiu  T 

nnd  Ar  dae  untere  Zeichen  wird  i>  —  3,  also  die  Integralfonetion  zn 

«/  ycossy 

weldie  Lemnialntenbogen  darstellt  Ans  der  Relation 

migibt  ikli  demnaeh  der  Sats,  dass  jede  Oerade  durch  den  Brenn« 
yukt  einer  Lemniskate  vier  Bogen  abschneidet,  deren  Snoune  der 
kalben  Lemniskate  gleich  ist 

uud     mQssen  vou  dein  eiiicu  Scheitel  -{-a^  »3  uud  U4  von  dem 
andern  —  u  au  gerechnet  werden. 

Wir  können  diesem  Satae  eine  weitere  Ausdehnung  auf  den  Kreis 
and  dio  Lemniskate  geben. 

Die  entsprechende  Gleichung  haben  wir  schon  früher  aufgestellt, 
sie  ist 

41)   ((i2>-«^- aS)S+4A><i^sin«>)tgf«+4iPa>sin2atg9S 
4-  (2(Ä«  —  *«)  —  2a* + 4Ä«  a'cos  2a)  tg  9'  ^  412S    Sin  2«  tg  9 

-|-  (Ä»  — ^  a'^)2  -  4ii2  a2  cos  a2  -  0 

IHe  Bechnnng  wird  dadurch  sehr  erleichtert,  dass  die  Grosse 
unter  dem  Wunelxeichen  des  Modnins  ein  voUstftndiges  Quadrat  ist 
Wir  setzen  wieder  ^ 

As«k.  i.  ■•th.  n.  Ph/t.  i.  T.  VUl.  4 
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alfO  ib'S-  -1 

aoü  erhalten  die  Bediogaog 
oder 

42)    (^-^^^  _  2  Ä2c08  2a-c2  +  yÄ<  — 2c«Ä2c08  2a+c* 
Schreiben  wir  wie  früher 

ftla  Gleichung  einer  CMtiniaehen  Cnnre,  so  wird  du  letita  ReialtAt  ia 
nrngemuidelt 

Mit  jeder  boliebigen  Lage  des  Kreiscentrums  ist  also  ein  be- 
stimmter Radias  s  verknüpft ,  und  der  Kreis  schneidet  die  Lemnifl- 
kate  in  Punkten,  deren  entsprechende  Bogen  in  der  Relation 

zu  eiuaudor  stehen.  Die  Bogen  sind  wieder  zu  zweien  von  den  ent- 
sprechenden Scheiteln  an  gerechnet.  Reclinet  man  sie  vom  Mittel- 
punkt der  Lemniskate  aus,  so  ist  der  grösste  Bogen  gleich  der  Summe 
der  übrigen  oder  i*,  =  »*x -h  ~h i  wo  die  Zahlen  auch  die  Qua- 
drauten  bezeichnen.  Der  geometrische  Ort  aller  Kroiscentra  kaau 
auch  eine  Cassiuische  Curve  sein,  und  man  bemerke  wol,  dass  der 
Ausdruck  c^~^  oder  c>  far  solche  eine  geometrische  Bedeu- 
tung hat. 

Demnach  folgt  Ar 

C»— jS  « -J-Al 
(Ä«— #3)2  -  ii*  — 6* 

die  Relation 

44)  j»s=Ä»iyÄ*— 

Sehr  einfach  wird  die  Formel  für  »2^  wenn  der  geometrische  Ort 
der  Kroiscentra  die  Lemniskate  selbst  ist,  alsdann  ist  c  —  s  und 
demnach  ^  —  0.  Daher  ist 

nnd  aehr  leicht  ra  oonstmiron. 


Daher  erhalt  man  den  Sats: 
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Jeder  Kreis,  dessen  Coatram  riq>)  auf  der  Lcmniskate  liegt  uud 
einen  Halbmesser 

hat,  schneidet  die  Curve  in  4  Punkten,  welchen  Bogen  entsprechen, 
deren  grösster,  vom  Mittelpunkt  der  Lemuiskate  an  gerechneter 
gleich  der  Summe  der  übrigen  iüt,  nämlich 

wobei  wieder  die  lodices  die  entspreeheDden  Quadranten  beseiehnen. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  noch  eine  Relation  zwischen 
den  Radienvectoreu  r  der  bezü^jHthen  durch  den  Kreis  getroflFenen 
Lemniskatenponkte  besteht,  welche  genau  derjenigen  entspricht, 
welche  wir  für  die  Gerade  durch  den  Brennpunkt  schon  früher  ent- 
wickelt haben. 

Wie  wir  bewiesen,  ist  mit  Jeder  Gleicbaog  4.  Grades 

die  Relation   

wkaapft,  so  dass 

ist,  wenn  k^O  wird.  Die  Bedingung  ist  nun  bierfttr 

(■■-.)•-« 

Wir  wenden  nnn  diese  Relation  anf  die  in  83)  gegeliene  Co- 
aiBttSgleicbang  an,  in  welcher 

r» 

eos37-^ 

ist,  aber  in  dem  Sinne,  tlass  wir  die  reciproken  Wurzeln  als  x  in 
obige  Formel  einfahren.   Die  Relation 

fuhrt  nnn  zu  derselben  Bedingungsgleichung  42),  welche  ausdruckt, 
dass 

—  «, -f  «, -f-«S -f  »4  ars  0 

ist  Die  Rechnungen  Übergehen  wir,  da  dieselben  keine  Schwierig* 
keiten  verursachen. 

Aoeb  die  anf  die  AddiHonstheoreme  gegrQndeten  Formeln 

4* 
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^fpi  ±  ^/fTs     sin  f<ri  i  «r«) 

Immd  eine  Anwendong  in.  Da  nAmlich 

ist,  so  gebeu  aus  der  Relation  die  neneu 

»'iT'-a  _  8in(y,qF»t) 
«•«±»■4        Bin  (9,  ±9«) 

45)  '*i?J>  .  _  8iu(op,  Tvs] 

hervor.    Diese  Formeln  gelten  für  die  Lage  des  Kreises,  in  welchem 
2  Schuitt[)uukto  r,     im  1.  und  4.  Quadrauten  ('1  ^  r^)  sioh  befinden, 
und      bez.  im  3.  und  2.  Quadranten  liegen.    Für  eine  vcräoderte 
Lage  mass  auf  die  Vorzeichen  vou  9»  Rücksicht  geoonimen  werden. 

Für  die  Brennpunktagerade  bestehen  analoge  AnidrOeke»  deren 
UDtennchnng  sehr  interessant  Ist 

Aach  die  tibrigeu  Integral fuuctioneu  köuuen  erfolgreich  auf  ana- 
loge Verhaituisse  Übertragen  werden. 


§  16. 

Die  Gleiebong  des  Kreises  fAr  tg  kann  auch  snr  Bildung  einer 
neuen  IntegraKnnctioa  verwandt  werden,  wenn  wir  die  sin  Sa,  cos  2« 
ab  Yariabele  betrachten  nnd  nach  früher  gegebenen  Metboden  ope- 
riren.  Die  Bechnnngen  Ähren  snnftchst  anf  das  Diiferentlal 

A  r/tg7> 


'2^m,A\%^^-^iü  ^'^A^-iü^  -  Aütg9>^  —  (2A-f  tgy* 
worin 

im-^^a^% 

AAB  -  e« 

Anf  die  geeignete  Form  gebracht,  resaltirt  bei  Weglassong  des 
Factors 
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46) 

ÜB  dies  Intognl  auf  die  Normalform  eq  briogöD,  fiBlireii  wir 

ein,  und  man  erhiüt  die  Functioa 

J  Vi  .-*»tiBy,«^t/  VI— *«8iiir,"    t/  yi-A*8inya2 

in  welcher  die  Gonittiite  ein  Integral  ist 

Zn  bemerken  ist  der  Fall  wonach  der  Kreis  durch  den 

Anfiaagspnnkt  O  geht  Es  wird 

cosy  —  tg9 

nnd  jeUt  wird  y  zam  Scheitelwinkel,  der  dem  Pookte  r{^)  entspricht 

welche  Formeln  man  mit  früheren  vergleichen  mOge. 

Werden  in  dem  Hauptiutcgral  noch  gewisse  Grössen  gleich  null 
gesetzt,  so  resnltiren  entsprechende  Integrale,  die  in  einfachem  Fallen 
integrirt  werden  können  und  neue  Beziebnngen  zu  Tage  fordern. 

Analoge  Functionen  lassen  sich  ans  der  Gleiehnnig  Dir  tgf  9 
gewlBBeii.  Sie  ist 

48)  ^  tg  i«*-f- 2y Ä sin  o  tg  ^6»+  (2^(^ — c)  -  Ä« cos2«)  tgi^P 
+SJt(9*  0)sin«tgie4-(9-0)a— SJt'oosa;  —  0 

^ — s- 

Hieria  betrachten  wir  sina  als  variabel  nnd  erhalten 
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SabBtitoiren  wir 


1,2+ (/2  4-.)« 
so  erscheint  die  liormaiform 

50)    r  -  I  — t-  ^'^'^ 

4.  r   g 

cos 29  «  j2fl_j_^4.2Äco«2^ 

Wie  vorhin  können  für  die  Constanten  des  Hauptintcgrals  Mo- 
dificationeo  eingeführt  werden,  welche  neue  Relationen  hervorrufen. 

EntwickeU  man  die  Formel  filr  die  Winketsamme,  so  erbilt  nta 

Der  Ausdruck  zur  rechten  bat  einen  leicht  angebbtren  Wert,  es 
ist  nämlich  9  der  Winkel,  welchen  die  vom  Kreiscentrum  Ji\a)  nncb 
den  Brennpunkten  gezogenen  Leitetrahlen  mit  einander  einicbiieeien. 

Daber  ist 

welche  Formel  nicht  nur  ft)r  die  Lern ni skate,  sondern  auch,  wie  leicht 
zu  beweisen  ist,  für  alle  Cassiuischen  Carveu  gilt.  Die  Summe  £(t 
ist  überhaupt  constant,  wenn  die  Kreiscentra  anf  einem  die  Brenn- 
punkte enthaltenden  Kreise  liegen. 

Wir  wollen  nocb  Ar  die  Gastinischen  Linien  die  Oerade  durch 
den  Brennpunkt  einer  Untersvchnng  nnterwerfen.  Ihre  Neigung  iw 
Acbee  sei  v.  Man  bat 

tgü««— 3ootrtg|esH-^a+cot«^tg|6*-2eotf(g|«~l=:0 
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Wir  Dchmea  cotr  als  Yariabole  au  uud  bestimmen  die  entspre- 
chende Integralfanction 

««lebe  «ir  ■ittatat  der  BeUtion 

traDsformiren.  Hierin  ist  y  der  Scheitelwinkel,  welcher  uns  ans 
frskerem  tdion  beluumt  i«t  Die  FnnctiOB  Teraioiaclit  sich  dann  tn 


J  V^-  ^cosn«    J  ^  cosy.«    J  |/l-«^C08y.- 

Der  eingeführte  Scheitelwinkel  y  besitzt  demnach  Air  die  Trans- 
fonnaiioneo  dieser  Integrale  bedeutenden  Wert 

Hin8icht)ich  der  weitem  Anwendung  .der  elliptischen  Integral- 
fiuictionen  erinnern  wir  daran,  dass  zwischen  den  Carven  dritten  und 
viertes  Grades  nad  der  Lemniikate  doe  morkwflrdigc  Yerwaadtacbaft 
beatebt,  welehe  sieb  aaf  die  Tbeorie  der  I&miaoten  dieser  Carven 
grttiideC,  «od  welche  wir  sehes  frftber  einer  dynamiichen  lateiprela- 
tien  BDterworfen  habea. 


Conforme  Abbildungen  leroni skatischer  Cnrven. 

Die  Lemniskatc  gibt  Veranlassung  zur  Aufstellung  einer  merk- 
würdigen  Cnrve,  welche  durch  die  Leichtigkeit,  mit  wdcber  sie  steh 
ia  die  Tbeorie  der  eonfonnen  Abbfldoagea  eiaflUirt,  einiger  Aaf- 
merkianikeit  wert  encheint  Sie  charakterisirt  sich  dvrch  die  Glel« 
cbnag 

63)  y  » log  (Vl-f  coe»*-|-coa») 

oder  aach  dnrch 
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—  Vi -f  COS 
64)   

s=  Vi cot«*— CM« 

▼on  welcher  wir  zeigen  wollen',  dass  sie  für  die  Theorie  der  \^ogo- 
nalen  VerwandUchaft  eine  gewisse  Bedeutung  besitzt.  Die  Curvo, 
welche  ungefähr  einer  Wellenlinie  fthoUch  ist,  zeichnet  sich  durcli 
besondere  Eigenschaften  aas. 

Ans  den  letzten  beiden  Darstellungen  folgen 

cos«  —  4 

cos«*'—  ile^  +  e-*) 

Da  aber  bekanntlich 

sintj^  —  » — 2 — 
80  erhalten  wir  uoe  einfache  Relation 

sin  CK  mm  iCM» 

öö)   

cos    «—  Vi + cos«* 

Der  DUTerentialqaotient  ist 

dy  sin« 


^        Vi  -f  eos»« 

und  die  Rectiiication  der  Curve  führt  auf 

fix 


J  Vi^ 


Vi  — 4iin«> 

\s'elcher  Ausdruck  mit  dem  Integral  dos  Lemniskatenbogens  Uber- 
einstimmt,  wenn  x  •»  |6  gesetzt  wird. 

9  ist  bekennttieh  der  Focalwinkel,  welchen  2  Leitstrahlen  j»,  j»' 
vom  Punkte  K^)  nach  den  Brenn|Ninkten  ±  1  mit  einander  bilden. 

Daher  ist  auch 

56)  P  =  —  pp'  —  1 

Bevor  wir  nun  die  cigontlicbe  Bedeutung  der  Curve  entwickeln, 
halten  wir  ee  für  nützlich,  den  oben  gegebenen  Relationen  eine  ein* 
fache  physikalische  Grundlage  zu  geben. 

Wir  nehmen  an ,  in  einem  Bogen  der  Lcmniskato  beftndo  sich 
eine  leucbtcude  Materie,  die  nach  bekanntem  Gesetz  eine  kleine  im 
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IDUelpQiikC  der  Lemoisktto  sich  befindende  Kagel  in  einer  gewieien 
ßtiriLe  beleacbtet  Um  den  Licbtbetrag  oder  die  Stärke  dieser  Be: 
le«cbtnag  in  bestimmen,  baben  wir  nnicbst  das  Bogeudifferentiai 
d$  dnreb  r"  n  difidiren  nnd  mit  dem  oos  des  AnsstnUnngswinkeh 
9y  n  mnItiplidreA.  Der  Ansdmck  würde  sein,  wenn 

ib  -  2c  =  2 

gesetit  wird, 

/dt 
Api-cosS^  oder  J^9 

weil 

iJassa'eosd^ 

ist;  daher  folgt,  dasB  die  Stärke  der  Beleacbtang  in  proportioDalem 
Yerb&ltalss  mit  dem  Bogen  w&cbit 

Wir  nebmen  ferner  an,  dass  im  Mitteipnnkt  O  eine  Uelne  in 
te  X  AdMe  ideb  befindende  FlAehe  Toa  einem  Bogen  der  Corre  in 
oUgom  Sinne  belenebtet  sei 

Jetzt  tritt  der  Unterschied  ein,  dass  das  letzte  Integral  noch 
mit  sin  (p  multiplicirt  werden  mnss,  so  dass  die  Stärke  der  Beleuch- 
tong  durch 

h  ß  ^  cos  298109 


durch 


dt-  «/'^^ 

y  cos  29 


coi89 

 sui9<i9 


«— —  I 

r*ycos29 

defiairt  ist.  Das  Integral  ist  leicht  zn  erhalten,  man  findet 
J=  -J*  ^log(yi4-  cos«>  -|-cos«)+Const. 


Wir 

md  beachten,  dass  J  filr  «  =  0  verschwindet 

Unter  Berftcksichtigang  der  eiogeMhrien  Cnrre  hat  man  also 

5S)  J-A  — y.y^ 

worin  h  die  Maximalordinate  der  Curve  im  Punkte  o;  —  0  bezeichnet 

Dio  Beleuchtungsstärke  wächst  also  jetzt  proportional  der  eni* 
•precbenden  Ordinale  der  lemniskatischen  Corre 

sin£c  =  »*cos«. 
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Endlich  betrachten  wir  noch  die  Wirkung  des  leochtenden  Bo- 
gens auf  eine  kleine  im  Mittelpunkt  der  Lemiüskate  sich  befimteiMle 
VDd  io  der  r-Achse  li^nde  FlAche. 

Du  Intflgrtl  wird  jetit 

C0B29  —  cos|^ 


wobei  wir 
berflckiiclitigen 

Das  EndiMoUal  ist 


oder 

In  dieiem  Falle  wftdiBt  die  Beleuchtnag  proportional  ndC  der 
Abeeiflse  der  Gnrre 

sin    —  »cos« 

wobei  wir  hinsichtlich  des  1.  Falls  daran  erinnern,  dass  die  Leni- 
niskate  mit  der  ihr  verwandten  gleiche  Rectificationsvcrbältnisse  bo- 
besitzt,  80  dass  die  eine  Curve  für  die  andere  genommen  werden 
kann.  Sio  kann  also  als  eine  modifidrto  Lenuusfcate  betrachtet 
werden,  deren  Gleichnng 

6iny  —  oosx 

ist  Umschreibt  ein  Punkt  die  Lcmniskatein  gleichförmiger  Bewegung, 
80  dnrchwandert  in  entsprechend  constanter  Bewegung  der  analoge 
Punkt  die  verwandte  Curve  in  ununterbrochenem  Zuge  und  befinden 
sich  beide  in  periodischer  Wiederkehr  bald  aal  der  positiven,  bald 
auf  der  negativen  Seite  der  Corvo. 

Da  die  Curve  in  unendlichem  Zuge  verläuft,  könnte  man  sie 
Zuglinie  oder  Tractrix  der  Lcmniskate,  oder  auch  kurz  Lerouiskatrix 
nennen,  wenn  man  letztere  Benennung  gelte  u  lassen  will. 

Die  Quadratur  derselben  ist  leicht  durcbftihrbar,  wenn  man  die 
Reihe 

, —   ,cosa;*  ,  1.3  coi«* 

log(Vi4-cos«*+cos«)  —  cos*  — J— j  r  2~4*~6  ' ' ' 

benotxt.  Die  Flache  ist  demnach 
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2 

//*/  ,  cosx»  ,  1.3  cos«*  \ 

nad  führt  anf  die  interessante  Reibe 

Tcrgl.  Jahrb.  üb.  d.  Fortscbr.  d.  Math.  XV.  229.  Catalan. 

§  18. 
1. 

Schoo  an  der  Form  der  Gleichung 

8in»y  =  tcosx 

ist  nnmittelbar  zu  erkennen,  dass  die  Curve  in  einfachster  Weise 
aof  Abbildangsaofgabcn ,  oder  auf  Functionen  complexen  Argumenta 
anwendbar  ist,  daher  wollen  wir  sie  jetzt  in  diesem  Sinne  unter- 
BQcbeo. 

In  der  Zahlencbenc  ist  ein  beliebiger  Punkt  z  durch  x-\-\y  de- 
finirL  Bilden  wir  eine  Function  von  so  entspricht  jedem  Punkte 
f  ein  von  der  Function  abhängiger  conformer  Punkt  in  der  Abbil- 
dnngsebene  Z.  Beschreibt  t  in  der  ersten  Ebene  eine  gewisse  Curve, 
10  wird  in  der  Functionalcbene  der  entsprechende  ebenfalls  eine 
Corre  beschreiben,  deren  Bildungsgesotz  von  der  Art  der  Function 
ond  andern  Verhältnissen  abhängt.  So  fuhrt  bekanntlich  die  Ab« 
bildnng  von  sin(2-|-<V)>  co%{x-\-iy)  auf  confocale  Kegelschnitte,  wenn 
*  oder  y  als  constant  betrachtet  wird.  Wir  werden  in  unserm  Falle 
aber  x  ond  y  als  veränderlich  ansehen  und  annehmen,  dass  sie  Coor- 
dinaten  der  Lemniskatrix  seien.  Wir  zeichnen  also  in  der  z  Ebene 
diese  Curve  ein  und  versuchen,  die  conformen  Abbildungen  derselben 
für  alle  möglichen  Functionen  darzustellen.  Dabei  bemerken  wir, 
dtss  die  beiden  Relationen 

sin  iy  —  tcos« 

sin  iy  =  yr+cösi* 

fftr  alle  Fälle  massgebend  sind. 

Als  Function  complexen  Arguments  wählen  wir  zuerst 

cos  {x  -\-  iy)  -=»  cos  X  cos  iy-\-%m  X  sin  iy 

Die  obigen  Relationen  hierin  eingeführt,  geben 
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X-jriy  —  CMcVl-|>cosx'4->iA(rcos«.t 

JT Ä  cosxVl  -J-  cos X* 


Man  findet 


y  —  SIDccoso; 


alio 

w)  (Jr «+  y «}« =  2  ( jf«  -  r«) 

woraus  das  intoressanto  Resultat  sich  ergibt,  dass  für  die  eingeftkbrte 
Function  die  Abbildung  der  Lemniskatriz  die  oniirflQglicbe  Lemiül- 
kate  mit  den  Brenopaakten  ist 

Man  kann  ne  nüt  den  oben  geoannten  KigiliehnICteii  In  ein« 
iMben  Znaamnenhang  bringeii,  indem  wir  an  bekannte  Sitw  er* 
innen: 

Den  Linien 

in  der  «  Kbeoe  entspricht  in  der  Z  Kbene  die  Hyperbel 

A»  y» 


ooia*  dna* 

Daher  sind  die  Halbachsen  durch 


=  1 


jl'sco8i0«eoa«,  B'^tinm 

nnd  demnach  a  durch  ^6  oder  den  halben  Focalwinkel  der  Lemnii- 
kate  bezeichnet 

Ferner  entapricbt  den  Linien 
dleElüpee  »  ^jr 

deren  Halbacbien 

A     Vl^üösi^  Ä  —  001« 
Bind.  Beachten  wir 

10  sind  die  Carven  durch 

M\  ^*    ,     Y*  _  y» 

^  2coif>*^GOi8^*' ^*cob;<9  aeoBv«"^ 
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bestimmt.  Daher  folgt:  Der  geometrische  Ort  der  Durch8chuitl8- 
piaokte  der  vorstcheudeii  coufocalea  Kegelscbuitte  ist  eine  confoeale 
Lrmuiskate,  deren  Schuittpuukte  die  Polarwiukel  9  uud  die  Fo€a1> 
Vinkel  y  haben.  « 


r:  Bewegt  sidi  der  0  Paukt  «inet  reehtwinkeligen  Aebaen- 
in  parallelen  Legen  dei  letitern  mit  den  Acbeen  anf  der 
linlilrurix ,  10  entipriclit  in  der  Ebene  diewr  Bew^gong  nnter 
TocBMctsang  der  obigen  Function  die  Wandemng  Terinderlieber 
Kegelsebnitte,  deren  Bnrcbwbnittspnnkte  eine  Lemniikate 


Wir  entwickeln  den  Differentialqaotienten 


dX"^^  —  8in*(l+2ooi««) 
md  da  Ür  die  Lemniikate 

sinx 

tut  — 
Vi  -f  COi  «• 

voraas 

j        1—  COB«> 

aelBlgft 

Die  £liniioation  von  coBar  ergibt 


«Im  ist 


,  1-Stgt» 
~3tg»-tgf" 

COtT'  =-  tg3T 

r  —  900— 3t 


nd  weil 
i%t 

63)  T  =  9 

Daber  iit  der  Taagentenwinkel  t  der  Lenniskatriz  gieidi  den  ent- 
iffadienden  Polarwinkel  der  FanetioaaloarTe  in  den  Punkten,  deren 
Bogen  etnaader  gleich  sind.  HintiefatUcb  des  Abgeleiteten  bemerke 
■AB  des  Differentialqaotiettten  Ton  Zss  cost,  er  ift 

~  -  eoi(90» -99)+»tin(90»-3«») 


woimaf  nnnuttelbar  dai  Yergrdnerangirerbftltnias  —  1  beider  Corren 
•elKt  der  Lage  der  Tangenten  ibrer  oonfornen  Pnnkte  licb  ergibt. 
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n. 

Wir  bilden  jetzt  die  Faoction  Bin(a;~|-»y)  ab. 
Die  Entwickeliingea  geben  flAr  Z  iIds 

X  —  nn^Vl  -f-  cot  «* 
F—  cos«* 

Darana  folgt 

64)  j:«4-r«  -  i 

Daher  ist  die  conforme  Abbildung  unserer  Curve  der  Eioheitakreis. 
Der  DifferoDtialquotient  Ut 

dZ 

^.r(G0i^4-»Biil9) 

wo  r[(f)  die  ootsprechenden  Polarcoordiuaten  des  Lemniskateapanktea 
sind,  wonach  das  Yergrüssernngsverbftltniss  1 :  r  ist. 

Wir  wollen  dieses  Ergebniss  in  dynamischem  Sinne  ? erwerlen, 
indem  wir  die  Bewegnngsverhütnisae  in  lieiden  Cnrven  diicntiren. 
Dabei  nehmen  wir  die  Bewegung  in  der  Lemniskate  nnd  verwandten 
Cnnre  als  gleichförmig  an. 

Wir  differeutiirfu  A  uud  Y  uach  der  Zeit  t 

^?        ^cosg*     dm     dT  2cosg*sina»da> 

uud  setzea 

worin  t>  die  Rcsuchte  Geschwindigkeit  im  Kreise  r  =  1  ist ,  welche 
der  gleichförmigen 

d$ 


in  der  Lemniskate  eutspricbt. 
Nnn  ist  aber 


yiH-coa«* 
also 

dt  _  V2  dx 


Vl-f  COS«« 


dt 
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Daher  kMin  nan  ^  dsrch 

dt 

in  des  obigMi  Formeln  IHr  if*  enelieB ,  and  Ahrt  man  dieie  Seeb- 
anngen  durch,  lo  erblll  man 

Erinnert  man  aich  aber»  daM 

cot*  =  coa|a-^-^^ 

iit,  so  folgt  wegen  «  1 

66)  vssv^r 

Oder 

wie  ei  sein  moss. 

r  ial  dar  RadhitTeetor  dot  entoprecbendeo  Lomntokitonpnnktoa. 

Der  gleichförmigen  Bewegung  in  der  Lemuiskate  entspricht  also 
eioe  gewisse  bescbleunigende  Bewegung  im  Focalkreise,  welche  dem 
Radiosvector  r  in  di>r  erstem  proportioual  ist. 

Mon  kAanen  wir  aber  nachweisen,  daei  diese  Bewegung  mit  dor 
eines  acbworon  Ponktee  im  Ualbkreiso  r  —  1  identisch  ist 

BeiftiiGhnon  wir  den  Eloagalionswinkel  mit  S^,  ao  fttbren  dio 
■ecbnniachen  Prindplon  aaf  daa  Zeitintegral 

J  ya^cos29 

abo  anf 

Während  die  Qetcbwindigkeit  durch 

«  —  ys^coa29 
Qsd  also  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Obigen  durch 
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aii4gedraekt  wird.  Die  consUote  GeaehwiMligMt  in  der  Lenttiakate 
ist  demiiteh  Vg, 

Mao  bemerke  noch  die  aas  der  Belation 

hervorgehende  fernere  Uebereinstimmaog  mit  dem  Ahgeleiteteo. 

VieDeieht  dürfte  folge  ude  Entwickelang  als  Beweit  dee  eben 
Ifitgeteilten  nicht  flberflflasig  sein: 

Der  Lemiiiskatenbogen  wird  durch  das  Integral 


V  cos  2<p 


dargestellt  Wir  dif  erentiiren  Hb  nach  der  Zeit  t  nnd  finden 

dt  a  d<p 

Einn  nochmalige  Difterentiatiott  führt  anf  das  Besaltat 

66)  ^r-hJ^8in2v-0 

welches  die  bekannte  Differentialgleicbuug  der  Beweguug  eines  schwerea 
Pnnktes  im  verticaleu  Kreis  ist 


III. 

Wir  legen  jetzt  die  Function  tg(<r-4~'V)  zu  Grande. 
Hierfttr  besteht  snnAchst 

femer 

n.  B.  w.,  also 


Vi  4- cos«' 

67)  F«-X«-4 

Die  vorliegende  Fnnction  bildet  demnach  die  Lenmiskatrix  als 
gleichseitige  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  ±1  ab. 

Wenn  also  der  Scbnittponkt  zweier  senkrecht  aof  einander  ste- 
henden, den  Achsen  bes.  paralldeu  Oeraden  eine  Lemniskatrix  he* 
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tt^reibt,  so  wanderu  in  der  iT-Ebene  die  Durcbscbuitte  der  jeuen 
Parallelen  entsprechenden  variabelen  Kreise  auf  einer  gleichaeitigeo 
Hyperbel  mit  der  Geschwindigkeit 

Das  letzte  Resultat  kann  direct  oder  auch  ans  dem  AbMlBten 
Betrage  des  Differentialqaotieaten  hergeleitet  werden. 

mb  AbbildüDg  tgH«+^)  ^lirt  uf  den  Kreis 
Irtemmiit  bt  die  ecmforme  AbbOding  der  Corfe  ftur  die  FimcUoD 


leg  sin  (c 4- H')  log(tinc  Vi  +co9  tt*  +  eMa^i^ 
Wir  beben  hier 

L{u+w)  -  4lag<««+i»«)+.arctg^ 

Das  Resultat  ist 

jr«-o 

cos«« 

y  —  arctg 


*iincVl-4-coi«' 
•Im 

60)  r-|-8f 

Bft  JT  fendnriodfll»  m  eilapriidii  der  gleichaaieigea  Bewegung 
in  der  licmiitlntriz  eine  Art  oeeUUrender  Bewegmg  ia  der  F-Acbie 

n 

um  eine  Gleichgewichtslage  2* 

Um  die  Oeeehwiedigkeit  in  den  TerBchiedenen  Pbesen  n  be- 
reduwa,  diteoBtUm  wir  F  neeh  t 

dl  

Da  aber 

^^m^r  dt 

kt»  10  folgt 

»  —  «^r 

od«  die  Geediwindigkeit  der  oedlUrendeB  Bewegung  ist  direct  pro- 
portional dem  Badinirector  der  Lemniskate  im  confbnnen  Pnnkte. 

Die  Abbildung  log  tgi(d;-f-ty)  ist  bemerkenswert  wegen  der  Con- 
grnenz  beider  Curven. 

Afth.  4.  Iblk.     Phfi.  t.  B«Um,  T.  Tin.  i 
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lY. 

Eine  allgemeinere  Betrachtung  zeigt,  dass  die  oben  aufgestellten 
Relationen  und  Sätze  nur  spociollo  Resultate  sind,  die  leicht  aaf 
alle  Lemuiskatoa  erweitert  werden  küuaeu. 

Anstatt  der  dnfaclion  Fanction  co8(«-|-^)  führen  wir  jetat  ein 
co8(«+f»"  —  X+tF«  j?(eo8^+tsin^). 

Mao  findet 

1 

,  .        -  tp 

cos  »  yi  4-  Cosas*  —  Ä**  cos  - 

1 


sinx  ->  i^'^sio- 


woraus 


10)  Ä^— 2"C08"— 

II 

folgt  und  eine  Curre  höherer  Ordouag  vorstellt,  wena  n  >•  2  ist 

Ist  n  >-  1,  so  erhalten  wir  eine  Lemniskate.  Ffir  n  —  2  wird 
die  Gnrre  ein  Kreis 

R  ->  2cos  ^ 

2 

Setzea  wir  -  statt  n,  so  folgt  die  Corvo 
Ä 

—  2008»^* 

2 

welche  für  »  =  ^  in  die  Fusspaoktcarve  der  Lemniskate  tthergeht. 

Wird  n  negativ  —  w  gesetzt,  so  erscheint  das  Curvensystem. 
7?»'coFw9  =  2    (8.  Schlussnote.) 
welches  für  «     2  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  flheiiieht. 

Die  Abbildung  der  Curve  für  8in(r-f'>)"  fuhrt  merkwürdiger 
Weise  för  alle  n  auf  den  Einheitskrois,  wie  mau  leicht  findet. 

Die  Ucbertragung  der  durch  tg(«-f  i»"  vermittelteren  Function 
fahrt  auf  die  Curve 

2 

Ä^cos^^?-  — 4 


2 

von  tg(«+i^)»  aof 

2 

von  tg  (*+!»■"•  ^  auf 


i2**C08n9  —  — ^ 
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iflMd  die  AbMldniig  tg}(«+^)±»  die  Conre 

hekrty  «eiche  fOr  »  —  i:2  in  die  CaasieiBche  Linie  abergeht. 

Analog  abertrftgt  sich  die  Lemniskatrix  bei  EinfUhrong  der 
Fiaction  co6  2(x-)~i»l  aaf  die  Cnrve 

1 

nd  der  Fendion  entapricbt  die  Abbilduug 

TS)  8inii2"ajnii9  =  t'ifeoaii^ 

welche  ftr  «     1  In  £e  Lenraiekatrix,  ftr  n  —  2  in 

flbergeht.  Iii  analoger  Weise  lassen  sich  die  Fuuctionea  arcsin^ 
coa,  tang  verwerten,  worauf  wir  hier  nicht  weiter  eingehen. 

Erwfthni  möge  noch  werden,  daaa  die  allgemeinere  Form 

sintjr  =  j^tcoa« 

in  ihnlichcr  Art  wie  vorhin  diakatirt  werden  kann,  und  daaa  die 
Rectification  dieaer  Cnrre 

,    Vi --Painsc^-j-ifccos* 

73)         f-log  jur-^-  

asf  den  elUptiache  Integral 

/<fe   
yi^Ä^siu*» 

führt 


Die  allgemeinste  auf  die  Eigenschaften  der  Caaainiachen  Linien 
baairte  Cnrve  iat  nun  die,  deren  Gleichung  durch 

74)  jr  =  log  ( y A* -f  008 + y Ä»^"iBinP) 

darnkterisirt  iat  nnd  die  Leronlakatrix  ala  speciellen  Fall  enthllt 
Se  fcnmi  ancb 


68  Otkimshaua:  Dk  LmuSOu^ 

•in^  *  yjk«-siiic*t 

geschrieben  werden  und  bat  die  merkwürdige  Eigenscbaft,  dass  dio 
Rectiücation  dieser  Cun'e  genau  auf  dasselbe  IntegnU  ffthrt,  welche« 
bei  der  Cassioischen  Linie  aoltritt 

Daber  sind  die  Torbin  gegebenen  Anselnandenetsnngen  bei  der 
aellen  Cnrve  einer  Uebertragnng  auf  die  aUgemeinere  flAig.  Der 
Differentialqaotient  der  OQr?e  ist 

dy  sin  <r  COS» 


^    ^  ^  y(A«+»«>(A«-sln««) 

der  Bogen 


 A'-|-C08  2a;   e 

(A«-f  C0Sa:«)(A*  — sin««)  *  —  J 


Daher  ist  wieder  ie  —  ^8  oder  dem  halben  Foealwinkel  gleich. 

Ist  der  entsprechende  Bogen  der  Cassinischen  Linie  S,  so  folgt 
nadi  früherem 

76)  5  -  «* 

•  c 

Die  besflglichen  Bogen  beider  Cunren  stehen  in  eontCantem  Yerhiltnlsi. 

Vermittelst  der  Function  cos(«-|-^)  Torwandelt  sich  die  allge- 
meine Leniniskatriz  in 

Vih*-\-x*±Vih*  -  r«  -  1 

d.  L  in  eine  Cassinische  Cnrve 

77)  (x*+  r*)«-2(jr*~  r«)  -  a*— i 

mit  den  Brennpunkten  Wie  früher  ist  nun  leicht  der  Sats  ab- 
zuleiten ,  dass  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  der  conform 
Terftnderiichen  oonfocalMi  Kegelschnitte 


Ä«4-co8fl:«^  A»  — Sin«* 
78) 

CO««*""  sine*  ^ 
eine  Cassinische  Linie  ist 

Die  Abbildung  für  sin(«-|-fy)«»  führt  wiederum  auf  einen  Kreis 
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ud  dar  glaidifBmiigen  Bewagoag    eiCsifficht  die  oonforme 


Dia  AbbUdnag  tob  tg(«+<f) 


1 

AOfoiMuier  iit  die  Uebertngiiiig  Ton  oob  «  doitli  die 

C^nre 


■0  dsM  Mch  hier  eine  oediliraide  oder  periodische  Bewegung  anf- 
tritt»  welche  der  ^eichüDmigen  in  der  Lemnidokte  entspricht 


Im  AnscfalnsB  an  das  Vorhergehende  wollen  wir,  aber  unabhängig 
Ton  der  Methode  des  Imaginairen  oder  der  conformen  Abbildung, 
nachweisen,  dass  der  Verwandtschaft  der  Carven  eine  solche  der 
Bewegungen  zor  Seite  steht.  Man  kann  nämlich  die  Frage  auf- 
werfen, ob  es  möglich  sei,  bestimmte  Beweguugsverhältnisse  der  einen 
Corve  auf  eine  verwandte  andere  derart  zu  übertragcu,  dass  diese 
Verbältnisse  sich  in  Ort,  Zeit  und  Geschwindigkeit  gegenseitig  ent- 
sprechen. Diese  Cnrren,  welche  wir  Jonoiden  nennen  wollen,  haben 
in  10  fem  inil  dem  HMnilton'eehen  Hodographen  einige  Aehn- 
Uehkdt,  alt  lie  in  ihren  BadienTeetoren  die  variahele  Geechwindig- 
keH  den  Punktes  nach  QrOese,  nicht  aber  nach  Richtung  graphisch 
damallen. 


(1— Ä*)Ä*»--2Ä8"coe2iif — 1  -  0 


§19. 


Die  Jonoiden. 
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Dagegen  wird  der  Polar winkel  des  bewegten  Puuktes  als  Focal- 
wiukcl  auftreten,  und  die  Aufgabe  deniDacb  dahin  bestimmt  sein,  eino 
Relation  zwischen  Ort  und  Geschwindigkeit  zu  finden,  welche  der 
entsprechenden  Uebcrtraguug  fuliig  ist. 

Gdometriich  verbftU  sich  die  Sache  nun  so: 

Von  den  beiden  Brenupunkten  +c  einer  noch  zu  suchenden 
Curve  ziehen  wir  nach  einem  Curveupunkt  Lcitstrahlen  der  Art, 
dass  sie  einen  Winkel  S  eiuschliesseu,  welcher  dem  Polarwinkel  & 
der  Curve  r(^),  in  welcher  die  Bewegung  erfolgt,  'gleich  ist.  Zu- 
gleich soll  der  Radiusvcctur  /f,  welcher  den  Scheitelpunkt  des  Win- 
kels S  mit  dem  Anfangspunkt  verbindet,  der  Geschwindigkeit  v  in 
der  ersten  Curve  gleich  sein.  R  habe  gegen  die  Achse  die  Neigung 
9.  Geometrisch  aasgedrückt,  heisst  die  Bedingung 

2Rc  sin  <p 

83) 

riß)  —  Const. 
f»-.JJ-f(r) 

Demnach  bat  man  in  den  Bewigungsgleichuugen  stets  die  Ge- 
schwindigkeit V  —  R  zu  setzen,  firner  aus  den  beiden  letzten  Rela- 
tionen deu  Vector  »•  zu  elimiuiren  und  den  aus  der  Resultante  er- 
haltenen Folarwiokol  8  in  die  erste  Relation  za  substituiren. 


1..    Dio  Centralbowegang  u  — p 

Wir  wollen  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Jonoiden  der  pla- 
netariscbeu  Beweguugen  oder  allgemeiner  die  der  Ceutralbewegung 

Dach  KewtoB'schen  Oesetz     zu  bettbameii  sadeD. 

IMe  PolirgletcfaiiDg  derselben  ist 

r 

T  ■  

«COS  9 

Die  Geschwindigkeit 
Aus  der  letzten  Relation  folgt  vermöge  R 

flu 
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Da  aber 

cm9  — 


«>  gehl  die  TOilelite  Gleichling  Aber  in 


oder  in 


Wir  ftkE0B  eiii 


P  P 


■I  icndtlrt 

aod  man  kann  echon  jetzt  das  Resultat  aassprechen,  class  die  Jodo> 
iden  der  Ceoiralbewegnug  Cassinische  Corvea  sind. 

Ferner  wird  sich  zeigen,  dass  den  drei  Fällen  dieser  Bewegung 
in  Ellipsen,  Parabeln  nnd  Hyperbeln  die  aus  getrennten  Ovalen,  bez. 
die  Schk-ifc::kmuiskate  und  die  aus  einem  Ganzen  bestehenden  Cas- 
liniscben  Linien  entsprechen. 

Die  üntencbeidaiig  dieser  Fälle  bembt  nnf  der  UnterBochnng 

den  Aandmfikn     ■  ,  der  entweder  ^  ^  Bein  kann. 

> 

In  Folge  der  Bedeutung  Ton  0  baben  wir  also  die  Belation 

J>  >  P  " 

fwctriacb  zu  denten. 
£s  int  zun&chst 

< 
> 

üd  da 

»-5 

a 

10  ist 
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«nd  wegm 


folgt  tciiUeaalidi 


Diese  Beziehung  bezeichnet  aber  bekanntlich  die  Art  des  Eegel- 
schnitts,  und  es  gilt  demnach  der  Satz,  dass  die  Jonoide  der  plane- 
tariadiflii  oder  elliptiiclieD  Bewegung  eine  lenudakatiMlie  Ovale,  Ao 
der  kometariachen  oder  paraboliachen  Bewegung  eiae  SeUeiMem- 
niakate,  die  der  IqrpeflHiliaelien  Bewciguag  eine  au  einen  Zage  lie- 
BtolieDde  Cawiaiicfce  Carve  iat. 

Diese  Corve  hat  also  die  Eigenschaft«  dass,  wenn  der  Polar- 
winkel oder  die  wahre  Anomalie  des  Himmelskörpers  als  Focal- 
Winkel  ß  in  sie  eingezeichnet  ist,  der  entsprechende  Radiusyector 
R  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  darstellt  Ist  nmgckehrt  die  Ge- 
schwindigkeit gegeben,  ao  erhält  man  nut  LeichtiglEeit  den  sageliö- 
ngen  Polarwinkel. 


Weielie  Bedeatang  c  liat,  erkemift  laan  aoiart  aai  der  Fonnel 

Den  Fall  der  FMaM  wollen  wir  noch  etwaa  näher  betrachten. 

In  der  F-Achae  der  fienatifcat»  idehen  wir  Ton  einem  Punkte 
f  —  »  eine  Tangente  an  die  Carre.  Der  BertOmingspnnkt  halie  dn 
Folarwinkel  ^  den  FocalwinlEel  B,  Ans 

•     cos2ip  •      •  « 

r     gingy»   C0829  —  cos|o',    r'  —  a'cos2^ 

eilgibt  sich  leicht  eine  Gleichung  ittr  coa^^*  nämlich 
Setien  wir 

»  e 

und  entwickeln  nach  Poten^n  von  tg^,  so  ergibt  sich 
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all  ikj^Mlge  Qlstekuig,  welche  dM  KomeCeeproUem  UM. 

Die  £ze0BtriciUt  iat  ««"||»  wie  aai  der  Theorie  herroigehi.  Die 

ijmMnim  beetfanmt  denuch  noeh  alt  Lekhtigkiit  wmöge  der 
Fermel 

für  jede  Anomeiie  die  Zeit  imd  »ngekelirt,  wie  wir  diee  schon  froher 
lacbgewieeen  hebea. 

Die  eUiptiicbe  Bewegang  bietei  ebenfük  in  ihrer  lemiitkatifdMn 
Uetortngng  einiges  Interessante. 

Eine  der  JT-Achse  parallele  Gerade  schneide  die  Ovale  in  zwei 
PankteD,  deren  Focalwinkel  9,  ^  sein  mOgen.  Fttr  diese  ^edeUe 
Lege  ist 

©-1-^  —  1800 

Wir  tragen  diese  FoesMaksl  als  Potarwinitd  in  die  EtMpse  ein; 
wUnden  wir  nnn  dieee  entsprechenden  EUipeenpookte  dareh  eine 
Sehne,  so  geht  dieee,  sowie  flberhanpt  alle  analogen  Sehnen  dareh 
einen  fssten  Pnnkt  der  X-Achse,  md  die  den  entspreehenden  Ano- 
malien 6,  6*  lakonunenden  Zeiten  i  ff  sind  dareh  die  Bdatton 


■ilsinander  veiltnaplt 

Wir  ziehen  femer  einen  RadiosTector  durch  die  Orale,  welcher 
sie  in  3  Panhten  schneidet  Ans  der  Formel 

yü»-f-a»co8e 

folgt 

COS  ö'4-      WD  9* .  cos  ©4"  — 1—0 

woraos 

4«* 

coB#+ces^  —  — sin^ 

eosOeoB^'  —  -^sin^^l 

Ans  der  VerbingoDg  beider  geht  die  Relation 
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c* 

1-f -,(CO»e+CO«Ö')-J-C08«C08©'  —0 

hervor.  Analog  bierza  ziehen  wir  durch  dio  £Uipte  eioe  der  T'Afhtf 
parallele  Gerado  y  —  y,  womit  die  Formel 

verbunden  ist  Am  ihr  erhalten  wir 

IH  ^(C08Ö+C08Ö')-J-C08eC0Bf'  -0 

welche  mit  der  analogen  obigen  wegen 

8« 

identisch  ist 

Den  der  X  Achse  parallelen  Geraden  der  Ellipse  entqirechen 
also  Anomalien  oder  Polarwinkel,  welche  den  durch  den  Sadiut- 
fector  der  Ovalen  bestimmten  Focalwinkeln  gleich  sind,  und  die  ent- 
sprechenden Bogen  in  beiden  Cnrven  werden  von  beiden  Punkten 
in  gleichen  Zeiten  dnrchlanfen. 


2.    Die  Wurfboweg ung. 

Anch  diese  Bewegung  lässt  eine  elegante  Uebertngnng  an. 

Um  die  Jonoide  der  Begong  eines  geworfenen  Körpers  im  luft- 
leeren Banme  in  finden,  haben  wir  znnächst  zo  beachten,  dass  die 
Geschwindigkeit  des  Punktes  in  der  Parabel  derjenigen  «einer  £nlp 
femnng  von  der  Directrix  als  Fallhöhe  entq»rieht 

Die  Parabolgleichong  ist 

nnd  r  ist  die  genannte  FallhOh^  irorans  die  Belation 

folgt.   Da  aber 

_      2Re%\Vi<f      2  sin  \S  cos 
—  r^28in"ie'~ 

SO  kOnneii  wir 
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darin  eiafttbreo,  und  indem  wir  hinsichtlich  dor  Coustanten  die  An- 
nahme 

■aehen,  erhalteo  wir  als  Cnnrengleichaag  die  Jonoido 
86)  «i.yi.at 

■ItQ  eine  ^eichseitige  Hjperbel,  deren  Brennpunkte  ±c  sind. 

Im  Anfiuigspunkt  der  Bewegung  habe  v  die  horisontale  Com- 
peiieiite 

«  cosT  »  tfsin|9 

Vennöge  des  Obi^cu  üiivlct  mau 

also 

t'x  =  a 

Die  grosse  Halbachso  der  Hyperbel  bezeichnet  also  dio  Grösse 
der  horisoalalen  Componeate  im  Beginn  der  Bewegung  und  flber- 
baspt 

Indem  alfco  die  BrenaitraUea  der  gleiditeiügea  Hyperbel  den 
Polarwinkel  der  Parabel  einschUessen,  drOckt  der  Badiuivector  S 
der  erstem  <fie  Geschwindigkeit  des  geworfenen  KOrpers  aus. 

Auch  dieser  Fall  der  freien  Wurf  beweguug  kauu  erweitert  wer- 
den, wenn  wir  die  Bewegung  als  in  einer  festen  Parabel  vor  sich 
gehend  betrachten. 

Ist  dieselbe  yertical  nach  oben  gerichtet  und  die  Wnrfhöhe  der 
Geschwindigkeit  »o  Scheitelpunkt  A,  so  ist,  wenn  die  B  fom 
Scbeitfll  an  gerechnet  werden 

1,1—  2y(Ä-*^tgiö='}  -  Ä« 

Die  Polargleichung  ist  jetzt 


"•"cosi«« 

Ans  der  obigen  Formel  kann  man  tg\B  berechnen  and  in 

2tg^6       2Rc  sin<p 
l-tg|ö>  ~  Ä«— 

einsetaen.  Fahren  wir  dies  aus  und  nehmen  iwiscben  den  Constanten 
die  Bediagung 

-  ^(A-g) 

an,  so  erscheint  die  Curve 
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also  eine  Ellipse,  welche  die  Jonoide  der  Parabelbewegong  im  jetzigen 
FaU  ist.  Da 

ist,  so  schliessen  jetzt  die  Leitstrahlen  der  Ellipse  den  Pol&rwinkel 
der  Parabel  ein,  and  die  Geschwindigkeit  in  letzterer  ist  dem  ent- 
sprechenden Radiusvector  der  Ellipse  gleich ;  mit  demselben  zn-  nnd 
abnehmend.  Die  groise  Achse  ist  — > 

Die  Parabel  sei  jetzt  Yertical  aadi  inten  gerichtet 

Man  findet  die  Hyperbel 


welche  Cnrve  fttr  A  9  in  die  gleichseitige  Hyperbel  übergeht,  da 
alsdann  die  Bewegung  eine  freie  ist 

Dia  BremitnUflB  idUietsMi  den  PolarwiBkel  180*—  6  eis  vnd 
die  GeecbwindigkeH  wichst  mit  dem  Veetor  ins  DneBdliche. 


3^  Die  Bewegung  anf  der  Cykloide. 

Wie  ans  der  Geometrie  der  Cykloide  bekannt  ist,  sind  die  Coor- 
dinaten  xy  Functionen  des  W&lzungswinkels  9,  also,  wenn  a  Kreis- 
radins,  ist 

ssa(e^iin#) 

y  —  a(l — COS  6) 

Wir  lassen  einen  schweren  Punkt  jetzt  die  Tertiealstehende 
Cykloide  durchlaufen.  Die  Basis  möge  horizontal  liegen,  nnd  die 
Conre  ihre  concave  Seite  nach  oben  kehren.  Die  Bewegung  beginne 
in  einer  Spitze  mit  der  Geschwindigkeit  nnU. 

Der  Mlbflh«  y  entsprieht  die  Fomel 

«t«»  ^y  siZ* 

so  dass 

Jl<  — 2^aa*-eoi#) 
Das  hieraus  entwickelte  cos  6  ftihren  vrir  in  die  Relation 

2il«8in9 
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«iB,  Mliea  noch  fett,  dan  «*    2ga  ist  imd  erhaltMi  acbMeiilich 
89)  JI*  -  Sc*cmS9 

Hieniu  folgt  der  Sets: 

Die  Jonoide  der  Bowegnng  eiiMt  schweren  Puktet  So  der  Oif- 
kloide  ist  eine  LemniBkate  mit  den  Brennpnnktmi  d:«; 

e  bedeutet  die  Geschwindigkeit,  welche  der  FellhOhe  a  entspricht 

Fener  bemerke  nmn 

was  aatdrflckt,  d&ss  der  Focalwiükel  S  der  Jonoide  der  Zeit  pro- 
portional wächst,  wie  sieb  Ton  selbst  yersteht 

Der  belmehtete  Fall  ist  wieder  ein  gani  specieller. 

Eine  Erweiterong  tritt  ein,  wenn  wir  die  den  Cykloiden  fthn- 
licben  Trocboiden  einfahren.  £a  sind  dies  verflachte  oder  verktlrzte 
Cjkloiden,  welche  von  Punkten  beschrieben  werden,  die  entweder 
innerhalb  oder  ansserbaib  des  auf  einer  Geraden  rollenden  Kreises 
liegen. 

Die  Lage  der  Iiier  knr?  betrachteten  verflachten  Cykloide  sei 
analog  der  früheren.  Die  Geschwindigkeit  flir  die  Fallhöhe  geht  ans 

hervor.       ist  willkürlich. 

Die  Glaiehnnien  der  Gurre  sind 

0  SS  o^—ftsin^ 

Hierin  bedeutet  a  den  Radius  des  rollenden  Kreises,  b  den  Ab- 
stand des  festen  Pinktes  Tom  Oentnim. 


Man  hat 

Jl*- *Mse) 
Die  Kliminatfon  roa  B  Wut  nnter  Toruiietinng  der  Bedinguig 


auf  die  Carvengleicbung 
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wortnt  der  Sati: 

Die  Jonoido  der  Bewcguug  eiaes  schweren  Puktes  in  einer  Tro- 
choide  ist  eioe  Cassioische  Linie. 

Der  Parameter  ist- 

nnd  ftr  eine  verflachte  Cykloide,  wenn  v^^O,  kleiner  als  c*.  d» 
Ä<a  ist 

Wenn  nocli  nicht  bemerkt  sein  soUto,  dass  die  Gleicbongen  der 
genannten  Trochoide  mit  denjenigen  der  planetarisehen  Bewegung 
identificirt  werden  können,  so  wollen  wir  auf  die  entsprechenden 
Gleichungen 

-  =  9  —  e  sin  ö      ifc  v-! — 

m  ai 

^  — 1— dcosö,  jf  — r 

aufmerksam  machen.  &  ist  hierin  der  exceutrischo  Winkel  oder  die 
mittlere  Anomalie. 

4.  Die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  im  verticaleu 

Kreise  und  in  der  Ellipse. 

Wir  bezeichnen  mit  vq  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  welche 
der  Elongation  mit  die,  welche  der  £longation  0  im  Kreise 
r     a  entspricht.   Alsdann  folgt 

^     fo^  +  SyrtCcosö  — coso) 

Fuhren  wir  den  hieraus  berechneten  Wert  tou 

2yaC0SÖ  —  iJ"  — (üfl*  — 2yaC08tt) 

in  die  bekannte  Relation  ein  und  setaen 
80  folgt  icUieeslidi 

91)  B^—2€*R*Q092ip+i^  —  4y>a> 

Also  ist  die  Jonoide  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  im 
verticalen  Kreis  eine  Cassinische  Curve. 


üiyiiizüd  by  Google 
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Ist  ?:peciell  ^  2ga  und  «  =  0,  wonach  die  Geschwindigkeit 
im  tiefsten  Punkte  bezeichnet,  so  ist  die  eotsprechonde  Höbe  2a. 
Daher  eutspricht  die  Lomnisk&te 


der  asymptotischen  Bewegung.  Ist  die  Oeschwindigkeitshöhe  grosser 
als  der  Durchmesser  2a,  so  wird  die  JoDoide  zur  Ovale,  deren  Ra- 
dienvectnrcn  und  bezügliche  Focalwinkel  bez.  die  Geschwindigkeit 
und  den  Ausschlagswinkel  S  bezeichnen.  Die  Pendelbewegung  kann 
ebenfalls  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  durch  die  aus  einem  Zuge 
bestehende  Curve  polarisch  dargestellt  werden. 

Eine  Aawendiiiig  auf  die  EUipie  iit  noch  leieht  ra  tkisiiraii. 

Die  grosse  Achse  stehe  Tcrtic&l.  Die  Geschwiudigkeit  im  tief- 
rteD  Paukte  sei  vq  und  der  exceutrische  Winkel  —  6,  so  dass 


wo  k  die  Geschwiiidigkeitaböhe  des  Ponktes  Im  Scheitel  der  klemea 
Achte  beMicbnet.  Fahren  wir  nan 

ein,  so  ei^bt  sieh  wieder  Yermöge  der  Olelchang 


eine  Caiilnisdie  Corvo,  deren  Focnlwinkel  den  eioentrisehen  Winkel 
der  Ellipse  gleich  ist. 

Wir  wollen  hieran  noch  eine  Bemerkong  knflpfen. 

Entwickelt  man  das  Zeitintegral  der  Bewognng  eines  schweren 
Punktes  in  der  Ellipse,  so  erkennt  man,  dass  es  sn  den  hyperellipti- 
sehen  gehört  Es  seheint  aber  nnbemerkt  geblieben  sn  sein,  dass 
dasselbe  in  einem  spedellen  Falle  in  ein  elliptisehes  übergeht,  nnd 
swar  findet  sieb  dieses  anf  folgende  Art: 

Das  Bogendifferential  der  Ellipse  ist 


m  SS  acos8 


Daher  besteht  die  Formel 


JZ>     2yA-f  2^acos6 


92) 


i 


Ans  der  Formel 
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Iblgt  also 

Wir  fabroo  jsut  die  Directrix  eia,  dem  AbtUiid  *  vom  Mittel- 
pnnkt  =  -  iit,  und  wiUen  k  als  GetdiwindigkaitsliOlM,  was  bedea- 

tet,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  in  jedem  Orte  der  Ellipse 
gleich  dei;jenigen  ist,  welche  er  erlangt,  wenn  er  bis  dahin  voa  der 
Directrix  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  borabgefallea  wllre. 

Dar  Ponkt  beschreibt  also  volle  Uodiafis.  Wir  raehaea  dia  0 
vom  obem  Schoitelpankte  aa.  Es  ist  saalohst 


dsoiaacli 

d3)  *"l^y*  Vl+«cös^«<« 

welchea  aasdradEt,  diu  ^  Zoll  dardi  eia  elUptiieiiea  lategral  dar 
2.  Art  sidi  fiadaa  Usit,  wann  die  OesehwindigkeitiferiiJUtaisse  licli 
aaf  die  INiaelrlz  dsr  ElUpse  beliehen. 

Man  kann  das  Integral  schreiben 
Die  Iklbe  Unlanteeit  T  ergibt  sidi  also  aas 


demnach  ist 
oder 


T     ,   T  2h  f    q      ,  nu  ,  ,  2iiu  ,  \ 


6.  Elliptische  Schwingungen. 

Wir  betraehtea  noch  den  FaU  der  Centralbewegaag,  nach  wel- 
chem ein  Pnnkt  eine  Ellipse  besebrdbl  dnrch  die  Wiitang  einer 
Kraft,  derea  Bicfatang  darefa  das  Gentmm  dieser  Carre  gebt 
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Der  Aasdrack  dieser  Kraft  ist  durch 

definirt,  Ro  dass  die  Kraft,  der  Entfernung  proportional,  anziehend 
wirkL  Die  Geschwindigkeit  folgt  aus 


<pdr 

und  ist 


worin  p^tq  sich  aof  den  Anfangssustand  beziehen. 
Nvn  ist 

a»coB€»»+&«8in«" 

indem  \\ir  S  als  Polarwinkel  von  der  kleinen  Achse  au  rechneu. 
Wir  fuhren  ein 

und  setzen  v  »  i2.   Die  Gleichung  fUr  i^Q  ist  dauu 
und  da 

^  2i2C'8in<p 

ist,  so  erliAlt  num  liOr  die  Bedingnng 

C«  

die  Cimre 


Ä*— Ä*  * — i  -4— r-Ä^cos«" 


waicko  in  euMn  Kreit  MMtgebt,  wen  aoch  die  zmito  Badingaiif 

«M-.«  =  c«(.+a»)«.  ii-^.^ 

erfallt  ist.   Die  Gleichung  ist  dann 

Silk,  i«  Ibth.  tt.  WkfB,  S.  T.  rUL  6 
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a  +  b 
r  "  4a*b*  b 

Die  Constanteo  stehen  in  dieaem  qiedellen  Falle  dnreb  die  Re* 
lation 

in  Verbindung. 

Ferner  ist 

C  _  o 

Der  Anfangspunkt  der  Curvo  liegt  innerhalb  des  Kreises  und  die 
Strecke  — C  geht  bis  zur  Peripherie,  so  dass  S  von  0  bis  90** 
wächst.  Die  Geschwindigkeit  orreicht  daher  in  der  6* Achse  ihr 
Maximum,  in  der  a-Acbse  ihr  MiuimDm. 

Ancb  die  allgemeinere  Glelcbnog  bat  in  sofern  Interesse,  als  sie 
mit  andern  Disciplinen  In  Verbindung  steht  nnd  In  leicht  ansngebeii- 
den  Fällen  redprok  wird. 


Zu  S,  39  dem  Citatc  beizufügen : 

Oller  piiK-  '3^)  »1er  „Einführung  in  die  Theorie  der  iflogonalen 
Vcrwnndtgrhaften"  von  IloUmüller,  welcher  Aut«>r  zuerst  die  Bc- 
liehiingen  leraniskatis«  hi  r  Linien  zu  einander  entdeckt  hat. 

Zu  S.  43:  Fahrt  man  iQr  ein  zweites  Integmlf  welches  die  Bezeichnungen 
e*,  q'f  y*  hat,  die  TrcMfomHiiton  tfny=  ~^^  dnreh,  fo  ist  dai^ellM  data 

•Uten  ilmllelit  «nd  können  beide  wieder  mit  elnaudrr  Terglichen  werden. 

Zu  S.  G6:  Catven  dieser  and  ahnlicher  Art  nennt  Herr  IIulzuiQller  „irre- 
galire  Hyperbeln  nad  LemnialNiten  nlM'  Ordnung". 
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III. 

Ueber  Kautncurven-Singularitaten. 

Von 

C.  F.  E.  Björlina. 


§  1.  Die  Puiiktcoordinaten  r,  s,  »/•  einer  alfrobraisrluni  Raum- 
carve  seien  rational  ausgedruckt  iu  einem  Parameter  also 

9         y         s  w 

wo  9,  2«  f  glänze  Fuoctionon  sind.  Jedem  A-Werte  eutspricbt  ein 
CoireDpDDkt  und  nmgekehrt-,  uar  ofnem  Doppc'l])UDkte  zwei  ver- 
icfaiedeio  A-Werte.  Die  i-Werte,  die  den  SchDittpooktoii  der  Cum 
Brit  der  Ebene 

(2)  Fy-f  Zs+  Wu>  .  0 
entsprechen,  befriedigen  die  Oleiebnng 

(3)  X . 4-  Y.  ^(A)  -f  Z .  x(A)  +  tF.  rtA)  -  0 

Dieselbe  hat  eine  Doppelwnnel,  d.  h.  die  Ebene  hat  an  irgend 
einer  Stelle  zwei  anfeinanderfolgende  Punkte  mit  der  Cnrre  gemein- 
mm,  insofern  zugleich 

die  Ebene  berührt  in  solchem  Falle  die  Cnrve  an  jener  Stelle,  wo- 
fern nicht 

.  <p'a)   ^'(i^  %a)_f'(k) 


L.iyu,^uu  uy  Google 


84 


Björling:  Ufbtr  RaumcurvtH»Sin(/ularitäUH ■ 


Dieso  drei  Gloicbungpn  scicu  nämlich  von  1  befriedigt 
Am  der  Gleichung  (3)  folgt  danii  immw  (4),  wddie  JT,  Y,  z,  W 
aoch  sein  mögen;  d.  h.  jede  dorch  den  betreffenden  Ponlct  (A,)  ge- 
legte Ebene  bat  daselbst  swei  Punkte  mit  der  Cnrve  gemeinsam, 
nnd  diese  bat  da  fol(^icb  einen  stationiren  Pnnkt  oder  Spitse  (/Q*). 
Jeder  die  drei  Bedingnngen  (5)  erfBUende  A-Wert  ergiebt  foIgUch 
eine  solebe  Singnlaritftt. 

Wenn,  nebst  (3)  und  (4)  auch  die  Gleichuug 

(6)       x.fp^d) + Y.  wriJi)  -  0 

von  einem  A-Werte  befriedigt  ist,  hat  die  Ebene  (2)  an  einer  Stelle 
drei  aufeinanderfolgende  Punkte  mit  der  Curve  gemeinsam;  sie  ist 
also  Schmiegungscbcue  oder  eine  „Ebene  des  Systems".  Wir  be- 
trachten (2)  als  „Zwischenform",  d.  Ii.  JC,  F,  ^,  H'  als  die  Ebcnen- 
coordinaten  der  gegebenen  Curve  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Pankt- 
eoordinaten  ihrer  Rociproken.  Ans  (3),  (4)  und  (6)  eridltt  nun 

^'^  <P(il)      WH)      Xß)  F(i} 

wo 


(8) 


0(X) 

X(l) 

—Kl) 

Zi  f 

i\  r 

f\  9>" 

f"  ««"  .1." 

tl       If  It 

19»  f  V  1  X 

gemeinsame  Factoren  der  Nenner  setzen  wir  weggenommen  voraus. 
Das  Princip  derDnalitftt  ergiebt  sogleich,  dass  jedem  A  Werte  in  (7) 
eine  Schmiegungscnrve  entspricht  nnd  umgekehrt,  nnd  specieil  jedem 
die  drei  Gleichungen 

/Q.  ^)     "^'^^^     X'  (1)  _  ni) 

0{k)      "WT  "  X{k)  ~~  Fil) 

erfüllendem  i- Werte  eine  station&re  Ebene  (a). 

§  2.  Es  seien  nun 

(10)  qt{X)  -  ül«-f  JüjA'+i-f  Z,A«+>-f  ... 

(11)  ip(k)  —  lfA«+i4A«»H  +  iMil««+2+  ... 


1)  Wir  benntzen  die  gcwehallchcn  Bexiehnngcn  a,  fi,  9  für  di«  An- 

lahlen  der  stniionarrn  Eboncn ,  Punkte  und  Taugenten  der  Ravmcunren, 
aber  auch,  wenn  kein  Missverständniss  niOglii-h  ist,  um  eine  eiosige  Singslft- 
ritftt  der  Ixtrcffcndcn  Art  ganz  kurz  tu  bezeichnen. 
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(13)  =  Nl» + Ai      + +  . . . 
(18)  /(A)  =  P+P,A+P^»+... 

wo  die  rechten  Mcmbra  endliche  Reihen  sind,  und  (wie  immer  im 
folgenden)  l  <^  m  <i  n,  und  L,  3/,  N,  P  nicht  null.  Die  Curvc  geht 
dann  für  A  —  ü  durch  den  Anfangspunkt  O,  hat  daselbst  mit  ihrer 
SchmiegungsebcDe  («  «  U)  n,  mit  ihrer  Tangente  »-  «  —  0)  und 
jeder  durch  dieselbe  gebenden  Ebene  m  Punkte  gemeinsam,  und 
tehneidet  jede  andere  durch  o  gehende  Ebene  disetbet  in  l  PiükteD. 
Eioen  wichen  Ponkt  der  Corve  nennen  wir  einen  (2,  m,  n)-Ponkt; 
die  Zahlen  2,  m,  «  seine  Indices.  Ein  (1,  2,  d)-Pvnkt  ist  also  ein 
gewöhnlicher,  nicht-iingQUrer');  ein  (2,  3,  4)  eine  Spitze  ßi  ein 
(1,  2,  4)  der  Berflhmngspnnkt  einer  atationftren  Ebene  («)  oder, 
nach  älterer  Terminologie,  eine  „einfache  Inflexion*';  ein  (1,  3»  4) 
tine  ^doppelte  Inflexion**,  d.  h.  der  Berfthrongsponkt  einer  sCatio- 
Biren  Tangente  (#). 

Die  Gleichungen  (5)  werden  nun  befriedigt  von  /  —  1  Werten 
1^0;  die  Singularität  eines  (Z,  m,  n)-Puuktes  ist  also 
mit  /— 1  stationären  Punkten  (ß)  aequivalont. 

Arn  (8)  erhalt  man  femer,  nach  Verkttrzen  mit  AH"»-« 

(14)  0{k)  —  MNPmn(n  -  w)A"-»+Zr'A"-*+>  -|-  . . . 

(15)  5^(il)—  Z,iVr/n(Z  — «)>l"-'«-fAia»»-'»*'4- ... 

(16)  X{1)      LMrim(m—l)-\-N'X-^  ... 

(17)  =  L  MN{n^  m){m  —1)  (2  —  »)A'»-fi"A»+»  + . . . 

also,  da  die  CoefiScienteii  der  niedrigsten  Dignititea  in  den  rechten 
Gfiedem  nicht  nvU  sein  kOnnen,  ist  ein  (/,  t»,  ii)-Pnnkt  immer 
SB  einem  {n'~m,      I,  «)-Pvnkte  reciprok. 

Durch  Anwendung  des  Dualitätsprincips  auf  das  vorige  ergiebt 
lieh  hierhaos: 

Die  Sehmiegnngaebene  in  einem  (2,  m,  fi)-Pankte 
Ogilt, 

von  einem  beliebigen  Punkte  in  derselben  gezogen, 
als  (n—t/») -fache  Kbcne  des  Systems; 

von  einem  beliebigen  Punkte  der  Tangente  in  O 
gesogen,  all  (»— l)-fache  Ebene  dei  Syitems; 


1)  Wooiit  aatarii^  nicht  siiigeiebloiMn  Ist,  dus  dnfcb  deDMlbm  Fonkt 
dM  BaiiBw  da  andenr  Zw«Ig  der  Carvc,  w«lebMi  dn  anderer  Parenetcr- 
wert  cnifpriebt,  gehen  kann. 
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vom  Punkte  O  selber  gezogen,  als  u-facbc  Ebene 
des  Systems; 

und  ferner,  d»  «  und  ß  redproke  Singnlarit&ten  sind: 

Dfe  Singularität  eines  (i,  m,  ii)-Pnnktes  ist  mit 
n^m^l  stationftren  Ebenen  (a)  aeqniYalent. 

S  8.  Setzen  wir  nun  wssl  und  bezeicbnen  die  Teränderlicheo 
Coordinaten  der  Tangente  der  Cnrre  mit  |,  17,  t»  m>  werden 

(18)  — ~   r*"  ^  ""7 

die  Gleichungen  dieser  Tangente  oder,  flir  l  als  veränderlich,  die 
Gleichungen  der  von  dieser  Geraden  crzeogtcn  osculirenden  Deve- 
loppablen.  Scbueidet  man  diese  Fläche  mit  einer  Ebene  h 
(constant),  so  werden  die  Coordinaten  der  ebenen  Scbnitteur?e 

(19)  ii-y+^-y*,  C-.+  'py 

oder  nach  Eiasetsnng  dar  Ausdrflcke  für  «,  y,    m\  y',  ^ 

(20)  i|  -  . . . 

l  =  ^  A— . . . 

Fflr  1  0,  d.  h.  im  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  der  Tangente 
der  Baumcunre  in  O,  hat  diese  ebene  (Tunre  einen  (m— I,  n^l)- 
Punkt,  also  eine  Singularität,  aequivalent  mit  I— 1  Spitzen  (s)*). 
Jede  Spitze  in  der  ebenen  Schnittcurve  einer  Develoiq[iablen  ent- 
spricht aber  einem  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  entweder  der  Cu- 
spidalcurve  selbst  oder  einer  ihrer  stationären  Tangente  (9).  Da 
das  erste  Alteraativ  hier  nicht  in  Frage  kommen  kann,  so  folgt: 

Die  Singularität  eines  m,  n) -Punktes  ist  mit 
m— stationären  Tangenten  aequivalent 

Diese  Eigenschaft  ist  offenbar  zu  sich  selbst  redprok. 


I)  Uer  Begrity  (/«,  n^-Funkt  oiner  ebenen  Curvc  crgiebt  sich  leicht  ala 
8|iceialf«11  dei  vorigen.  Er  Ut  vom  Verf.  ausffihrlich  dcfinirt  und  behandelt 
in  aBiitfpreeheiide  SingalnrilirMi  in  alg.  ebcaeii  Carven**  (Nova  Aeta  8oe. 
8e.  Upt.  8«r.  III.  1S79).  Das»  die  Singulnritit  einet  •olcbcn  (%  n)-Piiiikte« 
mit  »— I  Spitnen  («)  und  n^m— I  Inflexlonen  («)^eqiiivaleot  ift,  itt  noMKt 
WiMcns  snertt  vonCnylcy  («On  die  higher  tingnlerities  of  %  plane  cnrve"« 
Quart.  Joum.  of  Malheinat.  VII)  gefunden. 
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S  4  Jenacfadem  ein  Index  (der  onte,  «weite,  dritte)  ungerade 
(m)  oder  gende  ist,  dorcbaetit  die  Car?e  die  entsprechende  (ar- 
bitrire,  berfibrcDde,  ScbiDiegang8-)Ebene  oder  oicbt.  Eine  reelle 
Corve  mnsB  daher  in  O  ii^nd  eine  der  folgenden  acht  Formen 
darbieten: 

a)  (m,  9i  m),  d.  h.  der  erste  und  dritte  Index  ungerade,  der 
zweite  gerade;  die  Curve  durciisetzt  die  arbiträre  und  die 
Schmiegungs-EbeDe,  nicbt  aber  die  berührende.  Einfach- 
ster Fall:  (1,  2,  3),  der  gewöhnliche,  nicht  singulare  Ponkt. 

h)  (ts  ^,  9)'  Einf«  FtU:  (1,  2,  4),  Stationire  Ebene  («). 

c)  (m,  u,  g).   £.  F.:  (1,  3,  4),  stationäre  Tangente  (ß). 

d)  (is  «I  »).  E.  F.:  (1,  S,  5),  Yereinignng  der  beiden  letzten 
Singularitäten. 

e)  (9,  u>  gh  £•       (2,  3,  4),  sUtionärer  Punkt  (ß), 

t)  (g^  «,  «).  R  F  :  (S,  S,  6),  Yereinignng  Ton  «  nnd  ß. 

g)  (9i  ffi  »)•  £•  F. :  (2,  4,  !»,  Vereinigung  von  8  nnd  ß, 

h)  (<7»  ^»  E.  F.:  (9;  4,  6),  Vereinjgnng  aller  drei  Singn- 
larititen  i). 

Von  diesen  acht  Formen  ist  offenbar  b)  reciprok  zn  e)  nnd  d) 
SV  gh  jede  der  übrigen  aber  zu  sieb  selbst. 

§  5.  Auf  sämtliche  hier  gefundenen  Resultate  haben  die  An- 
zahlen der  Glieder  nud  die  Grade  der  Functionen*  <p^  v,  Xt  f  gar 
keinen  Eiuflnss;  jene  Reenltato  behalten  also  ihre  Gtiltigkeit,  anch 
wenn  diese  Functionen  nnendliche  convergirende  .Digni- 
titareihen  sind. 

In  aokher  Form  können  die  Coordinaten  jeder  algebraiadieii 
Baamcnnre,  wenigstens  innerhalb  eines  endlichen  Gebietes  dargestellt 
werden.  Es  sei  nämlich  eine  solche  Cunre  C  gegeben;  whr  verlegen 
den  Anfimgspnnkt  in  einen  Punkt  O  derselben;  wenn  mehrere 
Zweige  der.  Conre  dadurch  gehen,  behandeln  wir  Jeden  für  sich. 


1)  Die  Modelle  des  Hrn.  Chr.  Wiener  (BriMs  Verlag,  Elfte  Serie) 
stellen  Bimtlichc  diese  acht  Fürmon  dar.  Karlünmodelle  der  Furmen  a),  b), 
c)  and  d)  sind  ausgegeben  im  Werke:  .^Qiintre  modeies  reprcscotaut  des  sur> 
Ucf  developpables  par  V.  Malthc-Bruua  et  C.  CroQo".  Auch  vom  Verf. 
nnd  llodalk  der  «dit  Formen  eMgegeben. 
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Nimmt  man  die  Tangente  des  Zweiges  iu  O  zur  jr-Axo,  und  seine 
Scbmicgungsebeuc  zur  a-y-Ebene,  so  können  bekanntlich  die  Coordinaten 
y  und  X  der  Projectionen  und  Cxm  des  Zweiges  auf  die  xy-  und 
a-z- Ebene  dargestellt  werden  durch  zwei  in  endlicher  Umgebung  des 
Punktes  O  gtiltige,  Reiben  .von  der  Form 

(21)  y--W((x))7+3/,((x))— +  +  ... 

n  n  -f  1  n  -|-2 

(22)  z  «  iY((x))^-fA,((3.)-^  +  iV,((x))-^4.  ... 

wo  die  Cocfficientcu  völlig  bestimmte  Grössen  sind ,  und  m  >  1, 
n  >      du  die  beiden  ebenen  Curven  die  x-Axe  ber&breu. 

l  (resp.  /,)  giobt  die  Anzahl  der  Punkte  au,  worin  Cxy{Cxg)  ?on 
einer  in  ihrer  Ebene  belege ueu,  durch  O  gehenden,  beliebigen,  aber 
nicht  berührenden  Geraden,  also  auch  von  einer  durch  O  gebenden, 
beliebigen,  aber  nicht  berührenden  Ebene  in  0  geschnitten  wird. 
Also  ist  l'^  Ii,  denn  jede  ist  der  Anzahl  der  Punkte  gleich,  woria 
der  betieffiande  C-Zweig  selbst  you  der  genannten  Ebene  in  O  ge- 
lehoUten  wird 

Setst  man  nan  m  —  A<,  so  eiigiebt  sich  aus  (31)  und  (22) 

(23)  y  -  AfA«  +  3/iA«+J-f-  3f,A«+2^  ... 

(24)  a  =  iVA"+^jA"+i  +  iV,Jl"+a-j-  ...  • 

die  Coordinaten  der  C  sind  also,  wenigstens  in  endlicher  Umgebung 
des  Anfangspunktes,  iu  der  genannten  Form  ausgedrückt.  »  ist  ^i», 
da  «  =  0  die  Scbmiegungsebene  ist 

S  6.  Die  Gleichungen  (18)  der  oscalirenden  Developpablen  werden 
nun,  nach  EinMrung  dieser  Ausdrucke  Ar  «,  y,  s 

^"^^^      l    "  Af»A--<+i/i(i»+l)A«-'+i+... 

JV»A—'+Ai(ii+l)il— 

wo  jedem  A -Werte  eine  Generatrix  entspricht  und  umgekehrt  Wir 
untersuchen  ihre  Schnittcurren  mit  den  Coordinateu-Ebenen. 

1)   1-0  giebt 

(26)  Iti  —  Af(i— ») . , . 
«  -  iV(«  -  n)  + . . . 
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die  Coefficienten  der  niedrigsten  A-Dignitftten  können  nicht  Ter- 
•cbwiudeiii      ScJwittcgrve  hat  also  einen  (m,  fi)-Pankt  in  O. 

2)  1?  =  0  giebt  nach  Yerkarznog  mit  A*»-' 
(37)  /)A'  +  /.'A'+i-f-... 

die  Scboiliebcue  eutbäit  also  die  6'-Tangeute  in  O  {m^l)  mal  und 
eine  Cnrve  mit  (/,  n)-PuDkt  in  O. 

3)  {  .  0  giebt  nach  Verkttrinng  mit 

(28)  ;^  =  (fi-OA'  +  /i''V+>-f  ... 

nn  =  Jf  (»— «)i«-|-Jtf  "W»  +  , . . 

die  Schaittebene  enthält  alio  die  C-Tangente  in  O  (n^l)  mal  und 
eine  Corte  mit     m)-Pankt  in  O, 

I  7.  Wir  bezeichnen  die  Plfickor'schen  Charaktere  der  Schnitt- 
cor\'e  S,  die  gebildet  wird  durch  den  Schnitt  der  DeveioppaUeii  mit 
einer  beliebigen  Ebene  P,  mit 

Ml  a»  «1  * 

dagegen  diejenigen  der  Schnittcurvc  S\  wenn  die  Schuittebeno  P' 
die  Tangente  in  einem  (i,  »)-rnnkte  O  enth&lt  (ohne  Schmie- 
gnagiebene  sn  lein),  mit 

d',        v\  x\  i' 

und  werden  nun  dieae  mittelst  jener  und  der  Indices  ^»01,»  ana- 
drflcken. 

a)  Der  EbeneBSchnitt  der  P*  enthält  die  C-Tangente  in  O 
(»— 0  mal;  also  ist 

(29)  — l*-m4-i 

b)  IKe  Sfiitsen  (s)  der  Schnittcnrve  entstehen  bekanntlich  in 
den  Pnnkten,  wo  die  Ebene  entweder  die  Cure  C  selbst  oder  mne 
staiknire  Tangente  (^)  4es  Systems  trifft  Wenn  nnn  P'  die  Ebeno 
Ist,  gehen  Ton  diesen  Ponkten  verloren 

1}  die  w  Punkte,  die  r'  mit  C  iu  O  gemeinsam  hat, 

2)  der  einzige  Schnittpunkt  der  P'  mit  der  6-TaDgento,  welcher, 
wie  oben  (§  3.)  erwähnt  ist,  m-  l — 1  Spitzen  repräsentirt 

Dagegen  kommm  hinsn  die  1  Spitien,  die  8'  in  ihrem  (j; 
i»)-Pnnkte  in  O  hat  (S  6.,  2).  Also  wird 
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(30)  — «-2(m— 0 

c)  Die  Inflexioustangcntcn  (t)  der  Scbnittcarve  entstehen  be- 
kanntlich darch  den  Schnitt  der  Ebene  mit  den  stationären  Ebeneu 
(o)  des  Systems.  Wenn  P'  die  Ebene  ist,  geht  ihre  einzige  Schnitt- 
iioie  mit  der  C-£beno  in  O,  welche,  wie  oben  ($  2.)  efW&hDt  ist, 
»— m— 1  stationäre  Ebenen  repräsentirt,  verloren,  dagegen  aber 
kommen  hinzu  die  n^l — 1  Inflexionen,  die  in  ihrem  (1^  »)- 
Ponltte  in  O  hat  Also  wird 

(31)  t'  =s=  f+m— J 

Infolge  (29),  (30)  and  (31)  erhllt  man  iton  mittelst  PlOdce» 
Formehl 

(Sio  »  =  ^"-^+^-^f>.  ,--.-«+1 

§  8.  Hieraus  folgt  vermöge  des  ünaUtitsprineips: 

Sind  fAy  6,  »,     t,i  die  Charaktere  des  ans  einem  beliebigen 
Punkte  zu  C  gezogenen  Perspectivkegels ,  und  fi',  d\  x%  v\ 
die  Charaktere  des  Kegels,  wenn  der  Punkt  in  einer  Tangente  eines 
(/«  m,  ii)-Panktes  O  (doch  nicht  in  O  seihst)  belegen  ist,  so  ist 

(33)  f*'-H>    Ä'  — «+7,    «'-Ji+m  — /,   v'  =  v-m+i 

i^Ä\     f        .  (w— i)(m  -j-h?  — 2v>  , 

(34)  t'  — T-i  g  ,   *  =i  — 2(to— 0 

§  9.  In  diesem  §  haben  /S,  ^,  »  .  .  .  dieselbe  Bedentnag 
als  in  §  7.;  F'  sei  dagegen  die  Schmiegungsebene  selbst  in  einem 
{If  m,  n)-Pnnkte  O,  S'  ihre  Schnittcurve  mit  der  Developpablen  nnd 
I*',  6\  »'  ...  die  Charaktere  dieser  Cnrve. 

a)  Der  Ebenenschnitt  der  P  enthilt  die  C-Taagente  in  O  («-0 
mal;  also  ist 

b)  Von  den  Spitzen  (n)  der  Schnittearve  gehen ,  wenn  P*  die 
Sdinittebene  ist,  verloren 

1)  die  «  Pankte,  die  P*  mit  C  in  O  gemeinsam  bat, 

%  der  einsige  SehaiUpankt  der  P'  mit  der  C-T^ngente,  weleher 

1-1  Spitaen  reprisentirt 

Dagegen  kommen  hinzu  die  l—l  Spitzen,  die  &*  in  ihrem  (4, 
m).Pnnkte  in  O  hat  ($  6.,  3).  Also  wird 
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(36)  »  — «— m+2f 

c)  Vou  den  Infloxioncn  der  Schnittcurve  gehen,  aus  demselben 
Grande  wie  oben,  « —  m  — 1  verloren,  dagegen  kommen  hinzu  die 
m— j  —  1,  die  S'  in  ihrem     m)-Paukto  io  O  hat  Also  wird 

(37)  »'  - ii+a«— I 

Infolge  (35),  (36)  und  (37)  erhält  mau  nun  mittelst  Plttckers 
Fonnelo 

(38)  I»  —  V  — 0  —  d-j  g  f-m^l 


j  ^  ■  (»—<»)(»  — w-f  5  — 2v)  .  , 
r     *-|  2  


I  la  HieiMS  folgt  TemOge  dei  Doftlititspriiieipt: 

Sind  fi,  ^,  »,  V,  r,  t  die  Charaktere  des  aos  einem  beliebigen 
Punkte  zu  C  gezogenen  Perspoctivkcgels,  und  f4',  d\  x',  v',  »'  die 
Charaktere  des  Kegels,  wenn  der  Punkt  ein  (i,  m,  ii)-Puukt  der  Cnrve 
ist,  so  ist 

(40)  r^'^t^-h  a^-J+^^^"^2~^^^+^-'^  »'-»+m-2i 

(41)  ✓-»-SS  t' - 

Au  diesen  Formelii  (29)— (41)  gebt  bfirror,  dass  das  Ge« 
•chleeht  j»  der  Scbnittcunre  und  des  Perspectivkegels  durch  die 
betreffondo  Spccialisirung  der  Schnittebene  und  des  Kegclscheitels 
nicht  geändert  wird.  Die  Formeln  enthalten  als  Specialfälle  die  be- 
kannten Nr.  1  —  4.  7,  8, 11  — 14  in  §93.  (S.  113)  in  Salmoo-Fiedle» 
MAoalytiscbe  Geometrie  des  Kaomes'S  Th.  II,  3«  Aufl. 
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IV.  • 

Miscellen« 


1. 

Zar  Theorie  ier  astroaowiieheB  StnUeabreetaBf  • 

VorlMtauf  w  T.  VIL  Hr.  XXtIt.  6» 

Aus  der  im  citirteu  Aufsätze  geführten  BcreclinuDg  ergiebt  sich, 
dass  die  Formel  die  Refractioaen  bis  87^  ganz  gut  darstellt.  Die 
Differenzen  würden  vielleicht  noch  geringer  ausfallen,  wena  die  Coa- 
stanteu  noch  schärfer  bestimmt  werden  könnteii. 

Man  k»m  tm  der  Formel  leicht  die  Brechnngpeiponenten  ftlr 
beide  Schichten  berechnen.  Man  findet 

«1  »  1,000062,  «,»1,000218 

Die  Hdhen  dieeer  Schichten  sind: 

^  s  0,00382,     ^  -  0^000664 

Demnach  wfirde  die  Höhe  V  dieier  Athmesphäre  8,68  Meilen  be* 
tragen. 

Die  Annahme  einer  dreimaligen  Brechung  fuhrt  zu  analogen 
Bechnnngen,  welche  indessen  sehr  weitläulig  aosfallen. 

Jedenftdls  aber  würden  sich  hierdurch  die  mittleren  Befractionen 
noch  genaner  nnd  vieUeicht  schon  bis  W  Zenithdiatani  danteUen 
lauen.  Wir  wollen  indeeien  diese  Reehnnng  nnr  theoretisoh  dnreh- 
fthren  nnd  legen  also  jetit  die  folgende  Befracüonsfonnel  mgninde: 

'    y H-yi tg»    Vr+ift t<s«  yi+yttg* 
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Aus  der  entwickelten  Reihenform  folgen  nach  GleichHtKcn  der 
entsprechenden  Coeffidenten  ißeich  hoher  Potenxen  mit  der  vorhin 
•ngefilirten  Reihe  die  Relationen 

«i+'i  +  fa  —  a 

Ans  diesen  6  Gleichungen  sind  die  6  Uabekannten  zn  ermitteln. 
Man  findet  der  Reihe  nach  leicht  folgende  Werte: 

g      ^yiVt—H.'/i  +  y^l+f       ^  byiyi  —  ^(>/i  +  i/a) + 

Darch  Glcicbtetzen  zweier  aufeinander  folgenden  Ausdrttcke  ergeben 
lieh  die  Gleicbungeu 

*Jfi«il!i— •(|fi«i+jrt«i+lf^«|)+<*(yi+Jiii+|i!»)—<  —  0 

«  Fl  H  ifsi  -     yi + f»  »8 + y«  y  1 ) + « (y  1 4-  yi + fi) — ^ = 0 

Hätten  wir  aus  deu  Grundgleichuugen  die  Werte  oder  0-3  ab- 
geleitet, so  würden  wir  in  Folge  des  symmetrischen  Baues  der  letzten 
3  Gleichungen  auf  dasselbe  Schlussresultat  gekommen  sein. 

DiMOB  sdgi  uns,  dass  die  LQamg  der  Angabe  Ton  der  Anf- 
lOsang  der  kubischen  Qldchong 

y*— (yi+yi+ys)y*+(yiyi+yiy»+ysyi)y— yiyiy»  —  0 

abhftngt,  deron  CoeffideBteB  ridi  ans  den  Torhai)giheiidiii  Rektionen 
berechnen  lassen.  Führen  wir  die  Rechnung  darch,  so  erhalten  wir 
die  Oleichiuig  a  Grades 

(a  (d*  —  ce)  '{-hi.he  -  cd)  +  c(c«  —  bd)  )y» 

—  {d  (c«  —  6<0  +  e{ad  —  bc)  -\-f{b*  —  ac)  )if* 
+  (dicd  -  be)-\-e(ae  —  c*)  +  f{bc  -  ml)  )y 

—  d{4fi-  «0  +/(«*— W)  =  0 

flat  man  hiemach  die  Wurzeln  y,y,y3  berechnet,  so  sind  auch  damit 
■ach  dem  Obigen  die  Werte  ri^i^s  bestimmt,  womit  die  Aufgabe  gelOst 
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ist  Wie  mau  sieht,  ist  der  Gang 
malige  Brechung  dem  vorstehenden 
4tea  oder  nten  Grades  geknOpft 

Sind  demnach  die  Coeffidentea 
chendeo  Orade  entwickelt,  so  stehen 
weltlftufigen  Rechnaogsoperationen 
entg^n. 


der  Lösung  fOr  eine  4  oder  n 
analog  und  au  eine  Gleichnng 

der  fteihe  bis  n  dem  ents|ife- 
der  Lösnng  nasser  ^igen  etwas 
keine  weitern  Schwierigkeiteii 
E.  Oekinghana. 


2. 

Ueher  Olelebfewiehtspnakte  der  Anslehnng  Ltnlen. 

Das  Folgende  'gibt  ausser  einigen  allgemeinen  Sätzen  nur  Be- 
rechnungen der  Gleickgewicbtspuakte  der  Anziebaag  einer  Anzahl 
specieller  Gebilde. 

i  1.  Oleichgewiehtspnnkt  der  Anziehung  zweier 
symmetrisch  begrenster  Parallelen. 

Ist  L  eine  begrenzte  Linie  (oder  ein  System  solcher),  und  sind 
Af,  A'  zwei  Punkte  auf  deren  gerade  Verbindungslinie  weder  L 
berührt  noch  in  einem  dritten  Punkte  (zwischen  ^^f  und  A')  trifft,  so 
ist  die  Componento  A'  der  Anziehung  von  L  auf  einen  Punkt  r  der 
Geraden  MN  in  der  Richtung  von  M  nach  A'  nahe  bei  M  negativ, 
nahe  bei  A'  positiv,  folglicb  gibt  es  eine  ungerade  Anzahl  Punkte  /'^ 
wo  sie  null  ist. 

Dieser  Sats  gilt  im  Baume  wie  in  der  Ebene.  Wir  machen  da- 
von Anwendung  anf  den  Fall,  wo  £  ans  2  Parallelen 

besteht,  und  Af,  N  deren  Mitten  sind,  und  swar  seien  o:,  0  die  Co- 
ordinaten  von  P. 

Die  Anslehnng  wfarkt  längs  der  m  Axe  und  Ist 


(c — x)^  (c-f-»)a 

wo  sar  Abkflrinng 
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geiettt  ist 

Die  DiffereDtiatiüu  ergibt: 

daher  ezistirt  zwischen  («,  0)  ond  ( —  c,  0)  immer  ein  und  nnr  ein 
Qleiehgewicbtspankf. 

IMeier  hat  die  Gleichang  zn  eriüllen: 

fl(eH-x)<f-6(c-x:e  (1) 
daher  anch  die  rationale  4.  Grades: 

ood  geoflgt  jede  Wurzel  der  letztern  entweder  der  Ol.  (1)  oder  der 
Gleichung 

»{b  -|-  xjtf  =  —  &(c  —  x)^  (3) 

Gl.  (I)  kann  nur  bei  Gl.  (3)  bot  hei  ««  >  erfüllt 

werden.  Da  nun  GL  (1)  inuiier  dne  und  nur  eine  reelle  Wonel 
hat,  so  engiiht  licfa: 

GL  (2)  bat  Immer  eine  ond  nnr  eine  reelle  Wurzel  zwischen  e 
und  —c.  Demnach  kann  sie  nnr  2  oder  4  reelle  Wnneln  haben ;  im 
efitern  fVüle  liegt  eine,  im  letartern  liegen  3  reelle  WnnBeln  ausser- 
halb des  genannten  Interralls. 

Sei  a  <  In  (2)  geht  für  «  —  ±  od  das  Zeichen  —  über  in 
<<;  für  «     ±0  hexiehangsweise  in      folglich  ist  stets  eine  reelle 

Wnrael  >  c,  die  3  flbrigen  sind  entweder  beide  > «  oder  beide 
e  oder  imaglnftr. 

Setzt  man 

so  Inntet  Ol.  (2)  geordnet: 

nnd  redodrt  sich  dnrch  Snbstltntion 

auf 

.gftv*— 4(2mAr-f  n)9  — 8ft'-4ft  -4lllll—  0  (4) 

WO  zur  Abklinnng 
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geietJEt  iat 

Siod  die  4  Wurzeln  dieser  Gleichung 

so  genügt,  wie  ich  T.  LXIX.  S.  III  gezeigt  habe,  4p*  einer  kabi- 
sehen  Gleichung,  die  sich  besonders  einfach  gestaltet,  wenn  mau 

setzt,  wodurch  sie  übergeht  in 

«•+4(ik+mii)«— 2ii>  =  0 
Jetzt  kann  man  nach  Cardani'scher  Formel 

als  bekannt  zogrande  legen  und  üudet: 

p  -  yf^+t  (6) 

Wie  sich  die  4  Wurzeln  verteilen,  wird  durch  folgend«  Becli- 
nung  entschieden.  Man  hat: 

und  naeh  Gl.      in  s  ausgedrückt: 

pi^H  —  (2ik— 4a)«(ifc  +  i»)— (2*«+«)« 

—  Sft>— fl;^— 4jk>(ft+X)-2l»Mf  II* 
— .  _      —  i»» — 2)  —  2ibim  —  fi>  <  0 

folglich  siud  und  r'  von  ungleichem  Vorzeichen  und-  ist  r'  als 
das  kleinere  negativ. 

Jetst  liat  Gl.  (2)  als  einzige  reelle  Wuneln: 

c  —  «(l>±«) 

deren  eine  >  o,  die  andre  Mittel  zwischen  c  und  — <?  ist  Bezeichnet 
q  die  positive  Quadratwurzel,  so  ist  hiernach  der  Gleichgewichts- 
punkt 
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i.  2.   Gleicbge wicbtspauktc  der  Anzichaag  dreier 

Seiten  eines  Rechtecks. 

Odii  TOD  einem  Punkte  A  einer  begrensCen  Linie  L  eine  on- 
btcraute  Gerade  AX  ai»,  welche  L  nicbt  berfllurt  und  nidit  mm 
iMiteBaale  triflk,  nnd  wird  ein  Panlit  P  waS  AX  Ton  L  naeb  New- 
lan'icbeB  Geaetie  angesogen,  ao  ist  die  einem  ton  0  bit  «o  wacb* 
wmiHm  ilPentaprechende  Componente  nacb  AX  an  Anfang  nnd  apäter 
definitiv  poaitiy  in  der  Bicbtnng  naeh  A  bin.  Denn  für  nnendlicb 
Udnca  AP  ist  die  Anziebnng  einea  hOcbatens  in  1.  Ordnung  nnend- 
ficb  Ideinen  aogrenaonden  StAcka  von  L  nnendlicb  gresa  1.  Ordnung, 
ad  die  des  ganzen  Beates  von  L  endlicb.  Sobald  nacbber  Pdie 
Grase  der  Projection  von  L  auf  AX  flberacbreitet,  liegt  die  ganze 
Figur  mit  A  auf  einer  Seite  von  P,  ziebt  alao  P  in  allen  ibren  Teilen 
nacb  A  bin.  Hieraus  folgt  der  Satz: 

r^Die  Componente  der  Anziehung  einer  begrenzten  Linie  in  be- 
^ebiger  nicbt  tangircnder  Richtung  nach  einem  Punkte  der  Linie 
^^nn  nur  eine  gerade  Anzahl  von  Gleichgcwichtspunktcn  ausserhalb 
.derLinie  habtu,  wofern  man  jeden  Punkt,  dem  eine  Componente 
„LuIl  und  zugleich  Maximum  oder  Minimum  entspricht,  doppelt 

Dieser  Satz  gilt  ebcnsowol  im  Räume  wie  in  der  Ebene.  Im 
FolgoideB  macben  wir  apecieUe  Anwendung  auf  einen  Fall  der  Ebene. 

Die  anziehende  Linie  77  bestehe  aus  3  Seiten  eines  Rechtecks. 
Sei  AB  CD  —  a  und  BC  ^  2*,  der  angezogene  Punkt  P  liege 
auf  der  Symmetrieaxo  MN  innerhalb  des  Rechtecks,  wo  M  die 
Mitte  >oü  BC.  Die  Aoziebung  wird  also  reprftseutirt  durch  ihre 
axiale  Componente. 

Diese  Componente  ist  far  jede  der  parallelen  Seiten 

^  1  _  1  _         1         _  J.  

AP     BP     ^{j^h^^-b*  VÄ»+** 
4ie  Amdebong  von  BC 

BC  2b 
wo  kss  MB\  daber  ist  die  Anziehung  der  Linie  U 


Digitized  by  Google 


I 


98 


—2 


in  der  Kichtaog  von  F  nach       dio  Bedioguog  des  Gleichgewichts: 

hVh^+ö*  —  (h-ö)  Via  —  h)* -^li  (1) 

Worms  als  notwendige,  aber  nicht  hinreichende  Bedingaag  herror- 
geht: 

d.  i.  nach  Potenzen  von  h  entwickelt; 

m<h  Ä)  =  (2) 

2(a+&>^>-(a«+4ii6+6>)AS+2(aS+afr+iS)M— (a<+^>6>  —  0 

und  naeh  Potenzen  toq  a: 

was  sich  schreibea  lässt: 

=  —  (8) 

Die  3  Wnneln  von  OL  (8)  teUen  sich  anter  die  2  Oleiehirogen 
Ay*«+i«  -  (A-4)y(a— A>«+6«  (4) 
A y A"«+Ä«  —  —  (A-6)  y(a— Ä)»+6«  (5) 

Dem  TorangcsteUten  Satze  zafolge  kann  eratere  nur  keine  oder  zwei 
reelle  Wurzeln  haben.  Gehen  wir  nun  von  dem  Fallo  a  =  6  ans* 
so  redndrt  sich  hier  CH.  (2)  auf 

und  hat  eine  reelle  Wurzel  A  —  welche  der  61.  (5),  and  2  imagi- 
näre a;—  i&(l±tV8),  welche  der  Ol.  (4)  genflgen. 

Andrerseits  ist  leicht  za  ersehen,  dass  die  Fauctiou 

von  irgend  einem  Werte  an  mit  A  best&ndig  ond  ins  unendliche 
wächst  Nach  61.  (1)  wächst  dann  auch  das  stets  positive  a  — A, 
nnd  umsomehr  a  mit  /«,  d.  h.  die  Function  a  von  h  ist  eindeutig 
nmkehrhar,  nnd  jedem  hinreichend  grossen  a  entspricht  ein  reelles  A. 

Liast  man  nnn  a  von  a  A  an  bis  zu  diesem  Werte  stetig 
wachsen,  so  mass  Irgend  einmal  das  anfänglich  coigagirt  complexe 
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Wertepar  A  in  ein  reelles  übergehen  nnd  an  der  Orente 
Mea,  wir  wollen  eagen  in  A        entsprecbend  a  —  oq. 

let  femer  asoj  derjenige  Wert,  von  welchem  an  h  mit  a 
wicbst,  nnd  entspricht  ihm  so  hat  61.  (4)  für  a  >  a,  zwei 

reeDe  Wnneln  deren  einer  >>  Aj  ist,  während  der  andre,  weil  h 
eindeutig  in  o,  <<  /i,  sein  rnnss. 

Gleichzeitig  hat  Gl  (2)  3  reelle  Wurzeln,  deren  einer  der  Gl. 
(5)  angehört.  Diese  aber  kann  nur  für  fi  <  fj  erfüllt  werden.  Hier- 
nach bilden  b  und  feste  Grenzen  für  die  3  Wurzeln:  die  beiden 
grösston,  unter  sich  durch  gegen  die  dritte  durch  />  geschieden, 
bestimmen  Gleichgewichtspunkte;  da  sie  für  a  «  Og  in  /«^  zasammen- 
fallen,  so  muss  A^  «     nnd  oq  =  sein. 

JhM  letztere  ErgebniM  A»  Ai  erhUt  man  auch  sofort  bei  Be- 
stimmung beider  Grössen.  Denn  A  =  A,  entspricht  dem  Beginn  dee 
definitiven  Wachsens  Ton  a  mit  A;  die  Bedingung  ist: 

-  0;     H{a,  h)  -  0  (6) 

Bedingung  für  /<  ==»  li^  ist  die  Existenz  einer  doppelten  Wurzel,  also 
dieselben  Gleichungen  (6).  Es  bleibt  nur  in  Frage,  ob  diese  nach 
Elimination  von  A  durch  mehrere  Werte  von  a  erfüllt  werden  können. 

Unmittelbar  erhftlt  man  ans  den  Gl.  (6): 

3(a-hÄ)A«-(tt«+4aA+&»)A  +  («*  +  a*  +  ''^')^  =-  0 
(a«-f  ^oA+iVi^*— 4(a«-f  aA+6«)iA-f  3(a*-|-6«)6«  -  0 

wonos  snniehst:  (7) 

(a*  —  4a3 A  —  6«*i«  —  IGaÄ^  -  \W)h  =  («^  —  4^3^    3aVv«-4aÄ»— 8A*)A 

md  sddiesslifih: 

2a«  — 12a^A+3a*A«— 40o3A^  — 24a«A*--12aA»  — 26A«  -  0 

das  ist: 

2(a— —  27(a«+AY** 
oder,  da  a— A  stets  pesitiT: 

y  a(a-.6)»  —  3V3(a«-|-A«>A 

Setzt  man  hier 

«-.o(y  +  4)-,  i»«(y-2) 

SO  konunt: 

y8-|-6y  -  4C6+3V'6)  -  0  (8) 
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r- 3,1285746 
f^j  j:^ -6,8164420 
Drflckt  man  die  Coeffidenteii  der  61.  (7)  in  y  ans,  go  kommt: 

2(—y*+2y«  +  8y-i-20)A  =  (— y*  4-2/'- 6y« -f  32/4- 32)A 
(— y*4-2y*  -  6y»  +  32y-f  32)A  —  72b 

Reducirt  man  darch  61.  (8)  und  auf  Diedoro  Poteuzeo,  so  gebea 
beide  Gleicbungea  übereinstimmend: 

(2+^6— y)A->  V66 

Demuach  ist  die  kleinste  Abscisse  eines  Oleicbgewichtspunktea 

nnd  daa  kleinste  o,  dem  ein  Oleidigewichtsponkt  entapriclit: 


oo  -^^i  =  6,816442C» 


Um  die  Resoltate  zniammenzaetellen,  so  exiatirt 

flAr  a  <  oo  kein  Gloichgewicbtsponkt, 

mir  a  —  «1^  einer,  n&mlich  A  =  Aqi 

ftr  a  >  «(q  iwei,  nftmlich  A  s  A'  nnd  A",  von  denen 

A'  >  Äo,    Äo  >      >  6 

ist.  Die  dritte  Wurzel  von  ^  —  0  ist  A*  <  A  nnd  genOgt  der  Glei- 
cfanng  (5). 

Endlieh  ist  es  noch  von  Interesse  die  Losungen  fbr  nnendlich 
grosses  a  sn  nntersnehen.  Sei 

*     ^  Ä 
80  dass  61.  (9)  abergebt  in 

Ffir  ^  —  0  erhalt  man  (2v— 1)17*  s  0,  woraos  als  griisste  Wnnel 
V  i  hervorgeht,  wfthrend  die  beiden  andern  Terschwinden.  Ent- 
wickelt man  also  ^  nach  Potenaen  von  /},  so  eiigibt  sich  der  Wert 
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von  ri'  =  Die  Entwiekelwig  rnnsi,  damit  lieli  h"  und  HF  mM- 
deo,  mindesteiu  bis  zar  4»  Potenz  getrieben  werden«  wo  man  findet: 

■ 

V=ai-tf-/P-6jJ»-17^ 

Setzt  man  diesen  Wert  in  Gl.  (9)  ein,  subtrahirt  die  Gleichung  in  r/ 
Ton  der  in  i}  nnd  dividirt  durch  t)  —  v/,  so  erhält  man  die  quadra- 
tische, fUr  ^  »  ti"  and  i}  *»  rj'"  gültige  Gleichung : 

(1-f  ^V-2^(l+^  +  3/J«  +  ll^'),?H-^«(l+/J+4/3«)  -  0 
oder  nach  Diviston  durch  1+ßi 

■ad  nach  Aaflfisniig: 

das  ist: 

v-|.-j4-?i  h-^t+v»^i  »--»-vai* 

Die  2  ersten  Ausdrücke  bestimmen  für  sehr  grosso  a:b  annähernd 
die  Gleichgewichtspnnkte. 

§.  8.   Oleiehgewichtspankte  der  Anziehnsg  einer 
symmetrischen  dreiteiligen  gebrochenen  Linie. 

Die  gehrochoie  Linie  L  sei  ABCD^  die  Stücke  BA  nnd  CD 
Hegen  symmetrisch  zur  »  Axo  AfJV,  und  zwar  sei  M  Projoction  von 
B  nnd  C  nnd  Anfang  der  xy,  N  Projection  yon  A  nnd  i>  anf  die  « 
Axe;  fi  sei  Bicbtangswinkel  von  BA, 

Der  Ton  L  angezogene  Punkt  auf  der  «  Axe  sei  P  mit  den 
Coordinaten  9^0  nnd  AP^^^  BP-^  «.  Das  Lot  i\2  Ton  P  anf 
iff  sd  —  A.  Dann  sind  die  Coordinaten  Ton  A,  B  bihw. 

im)  —  JO^a  0 
(y)«.  ASTssft+atgi!}, 

and  man  liat: 

^-(«-•)t+(ft+atg««i  = 

A  —  »^xüß-^-boosß 

Die  Componenten  der  Anziehnng  ?on  AB  nnd  in  der  0 
Bichtan§  dnd  bihw.: 
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b  +  atgß       h  »_ 


daher  iBt  die  Aiudeliiuig  der  gauen  Figur  L 

und  die  Bedingung  des  Gleichgewichts: 

wShrend  &  >  0  die  positive  «  Bichtoqg  der  Ansiehong  anzeigt 

Nach  MultiplicatioQ  mit 

t6(«— A)  +  o(&+atg/J)a! 


erilUt  man  als  notwendige  Bedingang  die  rationale  Gleichung  4. 
Grades: 

|(a  — a:)»  +  (i+atgj3;2|62(x-      -  atg/J)V  —  0  (1) 

anter  deren  Wunebi,  solaoge  ^+atg/I  >  0  ist,  diit|eidiSB,  wekhe 
>  A  sind,  auch  die  ansreichende  Bedingang  G  «  0  erfnUen,  mithin, 
soweit  sie  reell  sind,  Gleichgewichtspnnkte  bestimmen. 

Da  für  X  >  a  die  ganze  Figur  L  auf  negativer  Seite  von  P 
liegt,  so  ist  hier  stets  G  0.  Hat  nun  C  ==  0  reelle  Wurzeln,  und 
ist  a:  —  a-j  die»grösste  unter  ihnen,  so  ist  <  a.  Verlängert  man  dann 
BA  nnd  CD  um  gleiche  Stücke,  so  ist  die  Componente  der  Anziehang 
der  YcrUngerangeu  positiv,  also  wird  durch  den  Zuwachs  Ton  a  anch 
(?  >  0,  mnss  aher  Ar  hinreichend  grosses  %  negativ  werden,  folglich 
fttr  irgend  ein  a;  >  «j  verschwinden,  ffierans  folgt  der  8atx: 

Existirt  für  irgend  ein  a  ein  Gleichgewichtspunkt,  so  existirt 
auch  für  jedes  grössere  a  ein  solcher,  und  existirt  fUr  irgend  ein  a 
keiner,  so  existirt  aach  für  jedes  kleinere  a  keiner. 

Demgemttss  erhalten  wir  die  äosserste  Grense  der  Ezistens  von 
Gleichgewichtspnnkten,  wenn  wir  a  »  od  setien.  Dann  geht  Gl.  (1) 
Ober  in 

«•Bin«/J+ÄV(28iniS  -l)-f-263a;co8/3(l  — siniS)  — 6*cos»^  =  ü 
oder,  wenn  man 

«.6«cos/};   sin/}  SS« 

setzt,  in 

t^%\\  -  n«)  +«*(2n—  1)  +  2^(1 —n) -1=0 

An  den  Grensen  zwischen  zweien  der  FiUle^  wo  sie  keine,  zwei  oder 
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mr  iMll«  Wmela  tat,  mOaiea  3  Wunela  nMumBeaftdleii ;  hier 

Hhrfairt  aum  »  swiseben  beiden  GleiebiiDgeQ,  so  kommt: 
das  ist: 

n«(lli»»— 14n  +  2)  (n«  — n  — 1)«  —  0 

«onus  5  verschiedene  reelle  Wuieln  henroigohen.  Da  die  Elimi« 
Mtiim  der  bohem  Poteaien  tob  m  sb  linearen  Gleichangeo  fttbrt,  ao 
■liyikht  jedem  «  aar  ein  %  and  es  ergeben  aicb  die  Werte: 

_1±V5  1HFV5,    »^--Ä  ITV^ 

*—     2     '  a     '  2 

Der  IUI  »  s  0  ist  in  f.  S.  bebandelt  Unter  den  4  llbrigen  sind 
die  Werte  mit  oben  Zeicben  zn  Terwerfen,  weil  »  >  1  wird.  Ei 
Ueften  aar  die  iwei: 

1)  Für  positives  ß  hat  man  aUein: 

mß  -  }  P-.0,1048707B 

«  -  ^2+       Äcos/J  -  2,5424606  >  h 
3)  für  negatives 

sfai/!»^-^;  0,484 1412B 

s  s  l^t^  6008/3  —  1,2720206  >  A 

Da  nach  $.  2.  für  /3  =  0  and  hinreichend  grosses  mithin  aach 
Ar  a  -» 00  zwei  Gleichgewichtspnnkte  existiren ,  so  müssen  sich  an 
der  eben  bestimmten  Grenze  das  reelle  und  imaginäre  Wurzelpar  so 
scheiden,  dass  das  reelle  im  ganzen  Intervall  zwischen  ü  and  jeder 
der  beiden  Grenzen  stattbat  Es  hat  sich  also  ergeben: 

Für  0  <  i3  <  0,104  8707  ...  R  existiren  für  hinreichend  grosses 
a  zwei  Gleichgewichtspunkte,  lUr  grösseres  ß  keiner,  so  gross  immor 
a  sei. 
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Bio  aogativen  ß  wflrdeii  in  Betroff  des  oTentaellen  Dnicbscbnitti 
Ton  BA  und  CD  besondere  Untersnchuug  erfordern,  anf  die  idi  hkr 
nicht  eingehe. 


§.  4.  Minimum  der  Kreisbogen,  deren  Anziehung 
Gloicbgewichtspnnkte  hat 

Wächst  der  Bogen  S  eines  oonstaaten  Kreises  Yon  0  bis  ram 
vollen  Kreise,  so  liat  (wie  ich  am  Sehlnsse  des  Auftatees  XYIL 
T.  YII.  8.  336  bewiesen  habe)  seine  Anziehung  im  Anfimg  bis  zn 
einer  gewlBsen  Grenze  keinen,  darttber  hinaus  zwei  Gleichgewichts- 
ponkte  anf  der  Symmetrieaxe. 

Im  Folgenden  will  ich  in  der  KUrze  das  Verfahren  angeben, 
nach  welchem  ich  diese  Grenze 

wo  der  Radius  —  1  gesetzt  ist,  und  B  den  Quadranten  bedeutet,  be- 
rechnet habe. 

Da  nur  Punkte  auf  der  Symmetrieaxe  in  Betracht  gezogen  sind, 
so  ist  vorher  die  Berechtigung  zu  begründen.  In  der  Tat  gibt  es 
ein-  und  mehrfach  symmetrisch  gestaltete  Linien  mit  Gleichgewichts- 
punkton, die  auf  keiner  Axe  liegen.  Dass  ein  Kreisbogen  nicht  in 
diesem  Falle  ist,  lAsst  sich  leicht  zeigen. 

Wir  nehmen  an ,  r  sei  ciu  Gleichgewichtspnnkt  fflr  den  Bogen 
ziehen  durch  r  den  Durchmesser  D  und  durch  beide  Enden  von 
B  Sehnen  KL  und  Mlf  nonnal  zu  i>.  Letzten  teilen  den  vollen 
Kreis  in  4  Stttcke :  Bog.  KL  nnd  MN^  einzeln  symmetrisch  so  D, 
and  zwischen  beiden  Bog.  KM  nnd  LN  (in  besondem  Fällen  kann 
ein  Stack  nnll  sein).  Die  zu  D  normale  Componeate  der  Anziehnng 
von  KL  nnd  MN,  mOgen  sie  zu  J9  gehören  oder  nicht,  ist  stets  nnll. 
Von  KM  nnd  LN  aber  ist  stets  eins  Teil  von  das  andre  nicht-, 
daher  ist  die  transversale  Componente  der  allein  flbrfg  bldbenden 
Aniiehnng  stets  poaitiv  nach  der  Seite  des  erstem  Bogens  hin ,  nnd 
F  befindet  sich  nicht  im  Gleichgewichte,  wenn  nicht  beide  Sehnen 
zusammenfallen,  mithin  D  Qymmetrieaze  von  .0  ist,  w.  s.  b.  w. 

Sei  also  der  vom  Bogen  B  angezogene  Punkt  P  auf  der  Sym- 
metrieaxe D  gelegen.  Wir  nehmen  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
zum  Anfang  der  xy  ^  D  zur  Axe  der  a:,  positiv  nach  der  Mitte  von 
B  bin,  und  zwar  seien  x,  0  Coordinaten  von  P  und  cosg),  sing) 
Coordinaten  des  Bogenclcmeuts  dqf.  Den  Eudon  des  Bogens  ent- 
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sprecheo  g>  =  ±  «R,  und  q  sei  di^  Eotferoiug  TOB  Pimd  dy.  Dann 
sind  die  Compooentea  der  Anziebnog 

1-f  ««  — 2*cogy 
nd  die  Bedingung  des  Oleiehgewichts: 

wodnch  m  als  Function  von  «  bestimmt  wird. 

Znm  Aosdrack  des  Integrals  in  elliptischen  Fonctionen  sei 
iP*2ameii;  «R^Samcig 

dann  wiid 

-»(1+«) 

Einfacher  und  zur  numerischen  Rcebuung  geeigneter  wird  der  Ans- 
druck  durch  Einfilhrung  der  Fonctionen: 


00 


Hier  wird  die 


For  1;  >  Vi  oder  t  <C  2R  kann  man  zum  ooi^ugirten  Modul  6 
Abergehen  bestinmit  durch 

n^eich  nehmen  wir  dann  das  Complement  von  v  und  setzen: 
dann  lautet  die  Bediugungsgleicbuug: 
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Bei  einer  siebenstelligea  Rgcbuuug  reicht  es  voUkommea  ans 
die  Keihen  bis  zur  4.  Potenz  voo 

za  benutzen.  Die  Gleichaugen  werden  dann: 


4gBin2t;(l-4g»coa8p)  „  . 
1  — 220oa2p-l-^oos4«  «n»-»; 


(1) 


4g'^^(l-f42'3co8  2.K«) 


-  Jw  (2) 


Um  nun  für  gegebenen  Bogen  die  Gleicbgcwichtspunkto  zu 
finden,  würde  man  x  als  Function  von  a  darzustellen  haben.  Mit  g, 
q\  «,  10  stehen  a  and  a  in  folgender  Beziehung.  Sei 

dann  wird 

..♦«^     .vr^<*^»*>      ..wSinr-g^sin  3ü 

ta(»tr,  tf),  1  —  2g'  eOB2wpH-  V*  4no 

Da  in  Gl.  (1)  und  (2)  r  und  w  implicite  von  x  und  «  abhangen, 
so  ist  eine  dirccte  Lösung  nach  x  nicht  wol  möglich,  ebQiliOwenig 
die  inverse.  Man  hat  nur  den  einen  Weg,  ortt  die  Gleichosgen 
nach  V  resp.  w  (approximativ)  aufzulöseu,  «  aus  q(q')%  «  ana  g,  t», 
(q\  IT)  zu  berechnen,  «cMiasaUeh  ä»  erhaltene  DartteUimg  von  o  in 
»  mnzolcehren. 

Biese  Rechnung  iSsat  aicfa  in  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  q 
resp.  Vg*  fortschreiten,  ausführen;  doch  convergircn  die  resultiren- 
den  Reihen  so  schwach,  daas  sie  zur  numerischen  Ausrechnung  völlig 
unbrauchbar  sind.  Dagegen  ,fahrt  die  gewöhnliche  Approxiraations- 
«ethodOf  welche  jeden  ^Ahemn^ert  dem  reeoltirenden  ehier  pro- 
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portiooal  corrigirt,  sehr  scbnell  leicht  «um  Ziele.  Die  folgende 
kleine  Tafel  geht  nicht  Ton  sondem  von  ß  ans.  Die  entsprechen- 
den Werte  von  q  habe  ich  der  von  E.  Meissel  berechneten  und 
herausgegebenen  achtstelligen  Tafel  entnonuneBi  aus  ihnen  gehen 
die  Werte  von  ^  leicht  hervor. 


«  1 

0,1 

1,993  8822 

—0,006  1940 

0^ 

1^76  1331 

-0,^25  8856 

0,8 

1,948  5543 

^/)57  6378 

0,4 

1,914  0766 

-0,105  5738 

0,5 

1,875  8810 

—0,171 5729 

0,6 

1,840  1380 

-0,259  6162 

0,7 

1,815  4961 

—0,375  5248 

0,8 

1,807  3806 

—0,527  8639 

0,» 

1  1,947  3060 

•-0,7294538 

Zar  Bestimmung  des  Minimums  von  a,  welches  der  Tabelle  zu- 
folge nicht  weit  von  ß^OJß  entfernt  sein  kann,  wOrde  sich  die  analy- 
tische Bedingung  wenig  eignen,  weil  die  derivirte  Gl.  (2)  schon  com- 
plicirt  ist  und  nach  Elimination  von  dq' ^  Bw  mittelst  Gl.  (3)  noch 
complicirter  wird.  Dagegen  ergibt  sich  das  Minimum  siebenstellig 
sehr  bald,  wenn  man  Uber  die  zweite  Bruchstelle  von  ß  eine  neue 
Tafel  berechnet,  die  sich  nur  auf  die  nächtliogenden  Werte,  etwa 
0,78;  0,79;  0,81  zu  erstrecken  braucht;  dann  in  der  Nähe  des  klein- 
sten a  mit  der  dritten  Stelle  ebenso  verfährt,  u.  s.  f.  Die  vierte 
Tabelle  lautet: 


»  1 

« 

0,7808 

1,806  9378 

0,7809 

1,806  9374 

0,7810 

1,806  9376 

Sind  die  Diflferenzen  der  ß  hinreichend  klein  geworden,  wie  wir 
hier  z.  B.  annehmen  wollen,  so  kann  man  in  dem  kleinen  Intervalle 
die  Curve  a  gct.  iß)  durch  eine  Parabel  ersetzen ,  die  durch  die 
3  Punkte  (aß)  geht,  und  deren  Scheitel  dann  dem  Minimum  sehr  nahe 
entsprechen  muss.  Sei  also ,  wenn  oq  «  ^tt.  (jS^)  den  Scheitel  be- 
zeichnet, 

-  1,806  9378  - 10"' JT}       -  Oi7808 + 10-*Y 
daui  kommt: 
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y«-2|»z;  (y— 4)i  (y--2)»-2|»(jr-2) 
woraus: 

also 

/Jo  =  0,7bO  0167  i   oo  =  1,806  9373  9167 

Bio  3  letaten  Ziffern  wfirden  Geltaog  haben,  wenn  die  Zahlen  (4) 
bis  auf  3  weitere  Stellen  genau  wären.  Ffir  die  aiebensteUige  Bech- 
nnng  ialleo  lie  weg,  and  man  bat  fOr  dai  Minimum: 

^»  0,7809;  1,8069374;  »«^0,4954 

Von  X  können  natOriicb  alsdann  nur  böcbstens  4  Stellen  gefunden 
werden.  £.  Hoppe. 


8. 

Zar  Theorie  der  KegelteknittdlnMa. 

1.  Zieht  man  au  einen  Kegelschnitt  in  einem  beliebigen  Paukte 
A  die  Tangente  und  verbindet  A  mit  den  beiden  unendlich  fernen 
Punkten  der  Curve,  so  ist  das  Product  der  Entfernungen  irgend 
eines  Punktes  der  Kegülschuittslinie  vun  den  beiden  letztgenannten 
Geraden  proportional  seiner  Entfernung  von  dor  Taugcnto. 

Sei 

«»  +  2a,-fuo-0  (1 

worin 

die  Gleidinng  des  Kegelschnicts,  bezogen  auf  rechtwinklige  Axen. 
Transfonnirt  man  so  parallelen  Azen  mit  dem  Ursprung  yo)« 
so  nimmt  die  Gleidrang  die  Form 

worin 

an;  Hjs',  ^,3'  siud  lineare  Functionen  von  xq^      mit  Coefficienten 

der  ursprünglichen  Gleichung. 

Die  Gleichnng  der  Tangente  in  A  ist 

i*,'-0  (8 

die  Gloichong  des  Geradenpaars,  welches  A  mit  den  unendlich  fernen 
Punkten  des  Kegelschnitts  verbindet,  ist 
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•i«=0  (4 

Zakgt  num  io  die  Knearon  Factoren  und  getzt  d^bei  zur  Ab- 
karang  die  positive  Quadratwurzel 

m  letreibea  aich  die  Oleichaogen  (3  nad  (4 

V  — OM'y-O  (6 


9  die  EDtfcrnang  des  PanklM  U{m,  y)  auf  (9  tob 
seine  Eatfernangea  Ton  des  nach  den  onendlich 
Pnkten  gerichteten  Geraden,  so  orgeben  sich  anf  Omnd  der 
QcichiBgeii  (6  «ad  (6*  fflr  diese  OrOssea  die  Ansdrflclio 

ffivaaa  folgt  mit  Zoziehong  ?on  (ö 

•i,-«'y(ajj-o«)«-|-ia„« 

Die  £infahrang  dieser  AosdrUcke  in  die  Gleich.  (2  gibt 


wo  nanmebr  *,  q  und  die  Quadratwurzel  mit  ihrem  absoluten  Be- 
trag zu  Terstehen  sind.  Damit  ist  der  oben  aufgestellte  Sats  be- 


2.  Die  geometrische  Bedentong  des  aus  den  Coefticienten  von 

(2  lebildeten  Factors  [/  ^a,,- a^^^n^^  *"  * ^ 
iKbtei,  wenn  man  von  der  Axengleichang  des  Kegelschnitts  ans- 

i)  Für  die  Ellipse,  bedehaiigtweiie  Hyperbel  geht  die  Oleichuug 


* 
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dufdi  Tnmtfonnatioa  naeh  dem  Unpnmg  A{x^  y^)  Aber  in 
ea  bt  also 

Oll  —  ±        «1«  =0,    fl»  —  a*,    a,a'  —  ±b*x^,         —  a'y^ 

nnd   

der  Abschnitt  n,  welchen  die  Hauptaxo  des  Kegelschnitte  anf  der 
Normale  des  Fuaktes  A  bestimmt,  ist  aber 

wenn  also  die  relative  Excentridtftt  mit  t  beseichoet  wird,  ao  geht 

der  Ausdruck  für  in  ^  über,  uud  Gleich.  (7  schreibt  sich  far  die 
Ellipse  nnd  Hyperbel 

—  2mq  (8 

Für  die   gleichsoitige  ilyperbel  wird  insbesondere  wegen 

—  «9  (»• 

b)  Die  Gleichung  der  Parabel  verwandelt  sich  bei  der  n&m- 
lichen  Transformation  in 

80  dasB 

«11  — «II  — <^  «Ii  — 1>  «is'  — — P»  «•'  —  !* 

nnd   

wird;  dies  aber  ist  zn^dcb  der  Ansdmck  flir  den  Abschnitt  «,  wel- 
chen die  Aze  der  Parabel  auf  der  Normale  in  A  bestimmt.  Da 
femer  im  gegenwftrtigen  FaUe  die  beiden  reellen  anendlich  ftmen 
Punkte  in  einen  znsammenfidlen,  so  wird  «'  —  i,  und  die  Gleich.  (7 
nimmt  für  die  Parabel  die  Gestalt  an 

Die  Schdtelgleichnng  ist  dn  spedeller  Ansdmck  für  diese  all- 
gemeine Besiehnng. 

c)  Bei  dem  Kreise,  deisen  Gleichnng  die  Form 
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annimmt,  werden  *,  «'  als  Abstände  eines  Punktes  von  den  Geraden 
absolater  Richtung  durch  A  unendlich  gross.  Betrachtet  mau  aber 
den  Kreis  als  Greuzfom  einer  Ellipse  fQr  ein  gegen  nuil  conver- 
KinndM  «,  so  seigt  licb,  dMS  das  Prodncl  s'««'  der  bestimmteD 
GfODse 

sich  nähert,  wobei  c  die  Streke  Aß  bezeichnet,  während  n  den  Wert 
r  des  Halbmessers  annimmt.  Mithin  wird  man  hier  zu  der  elemen- 
targeometrischen Beziehung 

c«  =  2r2  (10 

gefUirC. 

3.  Der  obige  Satz  gibt  ein  einfaches  Mittel  nr  LOrang  der 
beiden  folgenden  An^ben. 

a)  Tob  tiaer  Hyperbel  sind  eine  Tangente  a  mit  dem  Berllh- 
mngspiinkt  ein  Pnnkt  B  und  die  Biehtnngen  der  Aqrmptoten  (die 
beiden  «nendlich  fernen  Pmkte)  gegeben. 

Man  führe  durch  A  die  Parallelen  zu  den  Asymptoten  und  fälle 
auf  dieselben  von  B  die  Lote  ebenso  das  Lot  q  auf  a.  Ver- 

möge der  Gleich.  (8  ergibt  sich ,  wenn  mau  den  Asymptotenwinkel 
26  einführt  durch  die  Relation  c  «  secd: 

„  (#8ece)(#^aece) 

als  vierte  Proportionale  der  leicht  zu  construironden  Strecken  *secö, 
i'scc  S  und  der  Strecke  q.  Wird  nun  n  auf  der  Normale  in  A  in 
der  entsprechenden  Richtung  abgetragen,  so  erhält  mau  einen  Punkt 
der  Uauptaxe  und  diese  selbst  als  Parallele  zur  Ilalbiruugsliuie  des 
Asjmptotenwinkels.  Damit  ist  aber  auch  und  die  Sabtangente 
(  von  A  bestimmt;  da  nan 


so  ergibt  sich 

und  hiermit  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel.  Die  weitere  Yerfolgang 
der  Aofgabe  bietet  Iteine  Schwierigkeit. 

b)  Von  einer  Parabel  Ist  eise  Tangente  a  mit  dem  Berahmngs- 
pnnkt  ein  Pnnkt  ß  und  die  Richtung  der  Aze  (der  nnendlieh 
ferne  Pnnkt)  gegeben. 
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Man  führe  durch  Ä  die  Parallele  zor  Axe  and  fälle  auf  die 
selbe  aas  B  das  Lot  • ,  ebenao  das  Lot  q  aaf  a.  Auf  Gnind  dl 
GldchnDg  (9  findet  man 

Su- 


is 


r 


9 

1 


dnidi  Abtragen  yon  n  aaf  der  Normale  in  A  einen  Punkt  der  A^  ,  ^ 

nnd  Bomit  anch  dieae  aelbit.  £a  iat  nun  leicbt,  die  weitem  Blemenl^  ^  f 
an  bestimmen.  K  Canber.  ^ 

  1!/ 


InkrelMamtmm  als  Olelehfewlelita^mkt.  J  ,  \ 

Ist  P  ein  Punkt  innerhalb  oinos  Vielecks,  h  sein  Abstand  von  \ 
einer  Seite  AB,  (p  und  q>'  die  Uichtuiigswinkel  von  PA  und  PB^  sc 
ist  die  Cunipuiicnte  der  Anziehung  von  AB  auf  /'-"(sinqp' — 8iu<)c)):A.  - 
daher  die  Comp.  d.  Anz.  des  Urnfangs  die  Summe  aller  den  Seiten 
entsprechenden  Werlo,  d.  i.  «=•  0,  wenn  h  für  alle  Seiten  gleich  ist 
Folglich  ist  in  diesem  Falle  der  Mittelpunkt  des  einbescbriebenei . 
Kreiaea  ein  Oleichgewichtspunkt  der  Ana.  des  Umfangs ,  beim  Drei4  j 
eck  bedingungslos.  jlt^^ 

Das  Analogo  gilt  auch  vom  Polyeder  und  analogen  Gebilden  vo^  ij( 
n  Dimensionen,  nur  mnsa  die  Anz.  der  (— »Otcn  Potenz  der  Entfen^!'''''^ 
nnog  proport.  aein.  ^ 

Sei  nämlich  of  ein  Element  einer  Polyederseite,  g  seine  Ent*- 
fernung  von  J%  h  das  Lot  von  /'auf  die  Seite,  w  eine  um  P  mit^^ 
dem  Radius  1  beschriebene  Eugclfläche,  dt»  die  Badialprojection 
Yon  d/;  dann  Iat  die  Pyramide  tber  ^  mit  F  ala  Spitze  —  ihdf^ 
->  i^'d»,  iUkher  die  Ana.  von  Bf  anf  P 

Ist  jetzt  8(0,  Normalprojection  voii  3q>  auf  die  yz  Ebene,  so  ist  8a»,  :A 
die  Comp.  d.  Anz.  nach  x  Richtung.  Davon  bei  gleichen  h  die  Summo 
Aber  die  Oberfläche  genommen  gibt  die  Projection  der  KugelÜüche 
auf  eine  Ebene,  d.  i  null  —  w.  z.  b.  w.  I 

Anlass  zu  derlei  Untersuchuugen  war  mir  der  Vortrag  des  Hrn. 
Oekinghaus  auf  der  Naturforschervers.  (Tagebl.  LXI.  p.  7.)  welcher  ' 
zeigt,  dasä  die  Brennpunkte  der  Lemuiskate  deren  Gleichgewicbts-| 
punkte  sind.  B.  Hoppe.  ] 
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„Naturwissenschaftliche  Wochenschrift^ 

hiifcti»!;  Dr.  II.  Potoni^.  —  »rlai^:  Hermann  Kl^^niAnn,  Berlin  SW. 

Dk-  ,,y«tarwivsenschaftnche  Wochenschrift**  bringt  allgemein- 
ikr^^ssaute  AafsäUe  und  orieutirt  über  die  Fortschritte  aus  dem 
hftmtfebiel  Natvwiflwofobaft  and  ilmr  pnktMien  Aowen- 
li^.  iach  dem  sich  für  Naturwissenschaft  interessirenden  lAiaa 
%  die  vfNatnrwissenschaftllehe  Wochenschrift*'  darcll  Allgenein- 
erstindliche  Sprache  ein  wortvolles  Organ. 
iik  fiertelj&lirUeh  3  Mk.  -  Man  ahounirt  bei  ftllei  Postlmten 

mmi  ftllea  BveUMniluiffei. 
ilnMlcr  unter  vielen  anderen:  Prof.  Albrecht,  Universit&ts-Prof. 
heUrmn,  Real-G ymnasialdir.  Bach^  Kgl.  Landosjjcol.,  Prof.  Behrendt^ 
V  ii  Chemiker  d.  Kgl.  Gerichte  u.  d.  Polizei-Prasidiams  zu  Berlin 
X  Hitcheg^  Oberbergrath  Prof.  Dr.  Credner,  Dr.  Dreher ,  Geh.  Ko- 
mnpnA  Ffof.  Br.  GalU,  Prof.  JPWMib,  DDr.  Ärthmr  n,  Amü 
Imm^  Dr.  Xdtr,  Prof.  Nekring^  Kreispliys.  Dr.  aOmSu, 
^roL  ToieUitberg  u.  t.  w. 


Leber  die  gestaltlichen  Verhältnisse  der  Flächen 

irittcr  Ordnung  und  ihrer  parabolischer  Curven 

von  Dr.  Gottlieb  Uerting*. 
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Zur 

Herstellung  matheniatischer  etc.  Werke, 

auch  mit  Fig:ureiitareln,  halten  wir  dcu  Herren  Autoron  und  Verlegern 
unsoro  fUr  inathciuatiscbcn  und  Furincisatz  speziell  eiugoricbtele 
Oftiziu  bestens  empfoUoa  aaior  Zusicberuug  oorrecter,  fMcbor  und 
billiger  Bedienung. 
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Elemente  der  Psychophysik. 

Von  toltf  Tketdtr  IcchMr. 

<— ^  Zuteile  unveränderte  Außa^ 

Mit  Hinweisen  auf  dos  Verfassers  spiltero  Arbeiten  i-nd  einem 
chronologisch  geordneten  Verzeiclmiss  seiner  sämmtlichea 

Schriften. 

1.  Hell  XVI,  SM  &;  &  IM!  XU,       S.  gr.  8«. 

Frcis  geh.  16       geb.  (üalbfr.)  10  M 

Bas  seit  Jahren  vergriffcno  Haaptweric  Ct«  Th.  FechnerN  er- 
scheint hier  in  sorgfältig  durchgesehener,  von  Prof,  Dr.  W.  WUNDT 
iu   Leipzig   besorgter  Neuausgabe.    Dio  Benutzung  der  späteren 

Ssychophysischen  Arbeiten  des  Verfassers  ist  durch  au  gueiguctcn 
tollen  in  Noten  beigefttgte  Hinweise  erleicbert  worden.  Das  dem 
ersten  Bande  angehängte  chronologische  Verzoichniss  der  Schriften 
Fechncr's  (einzeln  für  25  Pf.  klUiflich)  wird  seinen  Verehrern  eine 
willkommene  Gabe  sein. 


Im  Verlage  von  QiuuMlt  &  Uftndel  in  Leipzig  ist  erschienen: 

Dimeusioueu  uud  absolute  Maasse 

der  physikalischen  Grossen.    Znglefeh  Uobungsbach  im  C.  6.  8.- 
System.  Von  A.  Cz6gler,  Professor  au  der  k.  k.  Staato*OboiTeal' 
schule  in  Szegedin.  Preis  S  Mk.  60  Pf. 


Himmel  und  Erde. 

Reich  illustrierte  internationale  Bevue  der  gesamten 
astronomiflchen  und  geophysiechen  Wissenac^iflen* 

Organ  der  Gesellschaft  „Urania'\   Kcdakteor  Dr.  M.  Wilh.  Meyer. 

Monatlich  1  Hell  von  50—60  Seiten.  Preis  pro  Quartal  3  Mk. 

60  Pf.  Reich  illustrierte  Prospekte  jederzeit  gratis  u.  franko  durch 
die  Verlagshandluog Hermann  Paetel,  Berlind.  35,  Steglitzerstrasso  9ü. 
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V. 

Die  harmonische  Beihe. 

Eid  Beitrag  zur  algebraischeo  Analysis. 

Von 

Dr.  Heinrich  Simon  in  Ueriiu'). 


EiDleitnng. 

Die  Reihentheorie  bedieut  sich  zur  Begründung  ihrer  Satze 
Tielfach  des  fremdartigen  Hilfsmittels  der  bestimmten  Into.rale.  Ks 
nag  io  manchcD  Fällen  schwer  scheinen,  dieses  Hilfsmittel  durch 
die  Methoden  der  algebraischen  Analysis  zu  ersetzen  —  die  Be- 
ttaptung,  dass  ein  solcher  P>satz  wünschenswert  sei,  wird  aber  kaum 
Tielem  Widerspruche  begegnen.  Bezeichnet  Herr  Thomae*)  es 
doch  geradezu  als  „eine  Forderung  der  Wissenschaft,  dass  sie  die 
Resultate,  die  sie  auf  elementarem  Wege  erhalteu  ia/m,  auch  auf 
diesem  zu  erhalten  suchen  wofern  damit  nur  nicht  übergrosso 

Weitläufigkeiten  verbunden  sind".  Mit  letzterer  Kiiischriinkung  ist 
Wöl  der  Haupteinwand  berührt,  den  man  jener  Forderung  entgegen- 
stellen kann:  Ist  Reinheit  der  Methode  ein  berechtigter  Anspruch 
der  Acsthetik  der  Wissenschaft,  so  ist  es  doch  Eleganz  und  Kürze 
nicht  minder,  und  wo  beide  in  Widerstreit  geraten,  wird  im  ein- 
xelnen  Falle  der  Geschmack  zu  entscheiden  haben,  welcher  von  ihucn 


1)  Nachstehende  AHieit  ist  pin  nn  violon  Stellen  umgearbeileter  und  er- 
weiterter Abdruck  der  unter  dcr.selbcn  Auf.schrift  crschioncnfin  Inaugurnl-Disser- 
tMion  (Ips  Verfassen  (Hülle,  1886).    Yergl.  auch  den  Anbau  d.  Verf.  T.  VI. 

S.  105  u.  220. 

2)  .Elementare  Beliandlung  der  liypcrgcomeiriaeben  Ucihe".  Ziscbr.  /. 
Halb.  D.  Fhj«.    Bd.  XXVI.  (1881)  S.  3ia. 

Anh.  4.  Math.  «.  Fhjt.  2.  Rath«,  T.  VtlL  6 
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dem  andern  uuterzaordncu  sei.  Lässt  sich  aber  beiden  zugleich  ge- 
nügen, so  wird  ein  Versuch  in  dieser  Richtung  keiner  weitem  Recbt- 
tertiguug  bedfirfen. 

Zo  solchem  Versache  forderte  nun  die  harmonische  Reihe  be- 
sonders ant 

Dienelbe  wird  in  ihrer  einfaiilisten  Gestalt,  als  Reihe  der  reci- 
proken  natOrlichen  Zahlen,  gerade  in  den  Elementen  der  Reihen- 
lehre  hanfig  herangezogen.  Sie  pflegt  als  der  erste  Beleg  dafür 
angefahrt  an  werden,  dass  die  nnbegrenste  Abnahme  der  Glieder 
allein  nicht  hinreicht,  nm  eine,  nnendliche  Reihe  conveigent  an 
machen;  de  liefert,  mit  wechselnden  Vorzeicheo  versehen,  das  ein- 
fachste Beispiel  einer  conveigenten  altemirenden  Reihe;  an  ihr  wird 
endlich  smt  Dirichlet  >)  die  bedingte  Convergenz  erlintert  nnd  mit 
den  MitteUi  der  algebraischen  Analysis  nachgewiesen,  dass  eine  ver- 
ftnderte  Anordnung  der  Glieder  von  Einflnss  aaf  die  Summe  sein 
kann. 

Allein  damit  rind  die  Eigenschaften  der  Reihe  nnr  an  der  Ober- 
flftche  gestreift. 

Denn  zunächst  lilsst  sich  das  Unendlichwcrdeu  der  harmonischen 
Reihe  in  Beziehung  setzen  zu  dem  des  Logarithmus;  im  engsten 
Zusammcuhaugo  hiermit  steht  dann  die  Gauss'sche  Function  ^(s)» 
die  als  Specialfall  die  Euler'sche  Constanto  enthält,  und  mit  deren 
UUfe  die  annähernde  Snmmiruug  der  endlieben  Reibe  mOglich  wird. 
Das  Umordnnngsproblem  endlich,  welches,  in  Ermangelnng  des  maas- 
gebenden Qrenswertes  eines  n-gliedrigen,  unendlich  fernen  Reihen- 
Ausschnitts,  nnr  f&r  einige  wenige  SpecialftUe  bdiandelt  zu  werden 
pflegt  —  und  das  in  einer  Weise,  die  den  wahren  Sachverhalt  mehr 
verhüllt  als  aufklart,  —  lasst  sich  mit  Hilfe  des  gedachten  Grenz- 
wertes allgemeiner  und  klarer  lösen. 

Die  hierher  gehörigen  Sätze  sind,  wie  eine  Uebersicht  der  ein. 
schlägigen  Litteratur  weiterhin  zeigen  wird,  an  den  verschiedensten 
Stellen  zerstreut  und  fast  ausschliesslich  mit  Hilfe  der  Infiuitesimal- 
rechuuug  hergeleitet.  Insbesondere  werden  zur  Ermittelung  der  Wert- 
änderung der  alternireudeu  harmonischen  Reihe  fttr  den  Fall,  dass 
man  auf  p  positive  Glieder  immer  q  negative  folgen  ttsst,  flberall 
bestimmte  Integrale  herangezogen,  so  dass  Herr  Pringsheim,  um 
solche  Wertanderangen  zu  veranschaulichen,  ein  anderes  Beispiel  vor- 
schlagt, bei  dem  die  Integrale  entbehrlich  sind  *).  Letateres  ist  nun 

1)  Abhandlg.  d.  B«rl.  Akad.  d.  Wiaa.   1837.  8.  48. 
1)  «Ueber  die  Wertverlndcrungcn  bedingt  convcrgenler  Raihea  aod  Fro- 
dtthle".  Malb.  Annalen,  Bd.  XXU.  (18S3).   S.  459. 
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aber,  wie  sich^ zeigen  wird,  auch  bei  der  harmonischen  Reihe  der 
Fall,  und  damit  ut  das  Uinordnnnu;s]irnbleiii  der  algebraischen  Ana- 
Ijsis  in  allgemeinerer  Gestalt  zugänglich  gemacht,  als  man  zunächst 
erwarten  sollte.  Denn  ein  noch  zu  erwähnender  Satz  von  Herrn 
Schlömilch  führt  die  Wertänderung,  die  eine  ganz  Miehige  con- 
vergentc  alternircnde  Reihe  bei  der  gedachten  Umstellung  der  Glie- 
der erfährt,  auf  die  Wertänderuug  der  liannonmhfn  Reihe  zurück,  . 
und  dieser  Salz  lässt  sich  ohne  Mühe  für  den  Fall  verallgemeiueru, 
dass  dio  Zahlen  p  und  q  variabel  gemacht  werden. 

Eb  sei  bei  dieser  Gelegenheit  bemerkt,  dass  von  den  allgemein 
flUicbenf  bequemen  Ansdracken  nUmstellong  der  Glieder*',  ,,ver- 
ftnderte  Anordnung''  u.  s.  w.  hier  nur  unter  dem  Vorbehalt  Gebraach 
gemaebt  wird,  dass  dieselbüu,  wie  schon  Herr  Nataiii  ■)  hervorhebt, 
^jaa  nneigenüicheu  Siune  zu  versteheu**  seien. 

Was  als  Verftuderung  der  Anordnung  bezeichnet  wird,  ist  eigent- 
lich die  Bildaog  einer  ganz  neaen  Reihe  ans  auMgewtOdun  Oliedem 
der  ursprünglichen  nnd  Iftnft  aof  das  Furtlastm  emer  u  A.  unmdUekm 
AntaU  tmatdUdk  fenur;^OUeder  hinans. 

Bei  dieser  Auffassung  ist  das  logische  Paradoxon  hinfällig,  dass 
die  Reihenfolge  der  Sumniaiideu  von  Einfluss  auf  dio  Summe  sein 
könne,  oder,  wenn  man  lieber  will,  es  lässt  sich  der  Begriff  der  Ad- 
dition auch  auf  den  Fall  uueudlicli  vieler  Summanden  übertragen, 
ohne  das  Vertauschungsgesetz  aufzugeben.  Um  den  Betrag  jenes 
fortgelassenen  Ausschnitts  muss  sich  nun  offenbar  die  Reiheusumme 
(algebraisch)  veniiiuderu.  Damit  ist  denn  unmittelbar  klar,  dass 
eiue  solche  Fortlassuug  bei  abMlut  convcrgenteu  Reihen  keine  Ver- 
änderung der  Summe  bewirken  kann,  weU  die  Convergenz  einer 
ans  lanter  positiTen  Gliedern  bestehenden  Reihe  eben  durch  das 
Veneheindm  jeder  unendlich  grossen  Anzahl  unendlich  femer  Glieder 
de/burt  ist  Eine  Yerftttderung  der  Summe  kann  also  nnr  bei  bedingt 
couTorgenten  Reihen  Torkommen  uod  wird  gleichzeitig  mit  jenem 
Ausschnitte  einen  endlichen  oder  unendlich  grossen  Wert  habeui 
m  weichem  letzteren  Falle  die  neue  {Reihe  divergirt  Auch  bei  be- 
dingt conveigenten  Reihen  ist  indessen  das  Terschwinden  des  frag- 
lichen Ausschnitts  nicht  ausgeschlossen,  wie  das  Beispiel  der  Reihe 

-1-    ^    -  ^^-U- 

/(l)     2  A'-^)  "^3/(3)  4/(4) 

zeigt,  wo  /(»)  eine  beliebige,  mit  n  beständig  wachsende,  aber  nicht 


1>  IfatbeiMt.  WOrterbadi  (begonnen  L.  Ho  ff  mann).  Art.  .Retlie*, 
Bd.  VI.   8.  S7S. 
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stärker  als  logn  anendlich  werdende  FunctioD  bedeutet.  Leitet  man 
ans  ihr  eine  neue  Reihe  dadurch  ab,  dass  man  aaf  je  ein  podtiTes 

Glied  zwei  negative  Glieder  folf^en  lässt,  so  entnimmt  man  ans  den 
4»  ersten  Gliedern  zwar  sämtliche  2«  negativen,  aber  nur  die  ersten 
n  positiven  Glieder.  Der  fortgelassene  n-gliedrige  Aasschnitt 

 1  I  1  .  4._1  

(8i»-hl)A2fi-|-l)  ^  (2n-|-3)/'(2«+3)^    ^  (4«-l)/(4»-l) 

liegt  zwischen 

 n   n 

l2«-|-iy(2n-fT)    ™  (4«— 

hat  also  fftr  n  •»  oo  die  Nnll  zor  Grenze,  so  dass  die  vorgenommene 
Umstelinng  die  Summe  der  Reihe,  trotz  ihrer  nnr  bedingten  GonTer- 
genz,  nnverfindert  I&sst 

Der  oben  gegen  die  übliche  Behandlungsweise  ähnlicher  speci- 
eller  Umordnungon  der  harmonischen  Reihe  gerichtete  Vorwurf  be- 
zieht sich  darauf,  dass  nirgends  von  diesem  Ausschnitt  die  Rede  ist, 
der  doch  für  jede  endliche  Gliederzahl  den  greifbaren  Unterschied 
der  beiden  Anordnungen  darstoUt,  und  deaseu  Grenzwert  itsicht  ele- 
mentar zu  tiudeu  ist 

Litteratnr. 

Eni  er  behandelt  die  endliche  harmonische  Reihe  als  Beispiel 
zu  seiner  Summenformel wobei  die  nach  ihm  benannte  Constante 
c  als  IntegrationsconstAiite  auftritt.  Die  hier,  (jlcichung  (22)  für  dio 
allgemeine,  Gleichung  (28)  für  die  speciillc  harmonische  Reihe,  ge- 
gebene Näherungsformel  stimmt  mit  dem  Aufaug  der  Enler'schen 
halbcouvergcuten  Entwickciuug  überein.   (Vgl.  Formel  28  a.) 

Eni  er  8  Snmmation  scheint  das  erste  wirkliche  Resultat  in  der 
Theorie  der  harmonischen  Reibe  zn  sein.  Er  z&hlt  dieselbe  auch 
bereits  neben  der  Facultät  1.2.S...n  zn  den  „inexplicablen^ 
Functionen,  wfthrend  Job.  Bernoulli  noch  auf  die  Sammimng 
dorch  einen  geschlosseneu  Ausdruck  hoffte  und  Loibnitz  um  einen 
solchen  angieng*).  Als  Bernoulli  später  in  einer  älteren  Ab- 
handlung Leibnitz'  die  Behauptung  fand,  man  könne  beliebig  viele 
Glieder  der  harmonischen  Reihe  summiren,  wiederholte  er  seine 


1)  Dfffet«ntla1-R«ebniiiig.  IL  |  14t  E 

2)  Leibnitz'  MathcmaL  Werk«,  heransgeg.  r.  Gorhardt,  III.  S.  160. 
Briei  vom  t.  Febr.  1695«  —  Die  beiflglicbe  Stelle  ist  eacb  in  GrvnerU 
ArebiT,  Bd.  XXVI  8.  109  abgedmckt 


uigiu^cü  Ly  Google 


117 


Bitf*< Loibuitz  musste  iodessen  zugeben,  er  babe  sieb  damaU 
geirrt  *). 

Die  Untemchnng  der  ▼eraUgemeinerten  Faenltftt  17(s)  führt 
Gauss*)  daso,  die  loguithmiscbe  Ableitimg  derselben  eis  besondere 
Fnnetiott  ^(s)  einzofthren ,  wobei  —  V(0)  die  Eni  er 'sehe  Con- 
sUnte  ist.  Gleiofas^tig  wkd  für        der  Ansdmck 

lim   r,  11  1  1 

gewonnen,  dessen  Znsammenhnng  mit  der  harmonisehen  Belhe  er- 
sichaich  ist 

Aus  beiden  Quellen  flicsscn  eine  Anzahl  Eigenscbaftcü  von  T(z). 
Statt  dieser  ist  bier  (§  5)  die  ganz  ähnliche  Function 

Cn{*)  -  ;+  i^ö;  +  •  •  •  +  ;^-^^«^'+''^ 

dcfinirt,  deren  Grenzwert  für  »»=00  mit  der  Ganss'sidienFanction 

durch  die  Bezieh uug 

C(z)  =,  ^»P(c-l),     W(z)  C(3-f  1) 

▼crknüpft  ist.  Die  Eigenschaften  von  Ciz)  lassen  sich  leicht  aus 
dieser  Defiaition  allein  und  ohne  Hilfe  höherer  Rechnung  ableiten 

(§  6). 

Herr  Thomae  berührt  in  seiner  sehen  erwähnten  Abhandlung 

aber  die  Ganss'sche  Reihe  die  Function  V{z)  nor  flüchtig  und 

bescbiinlct  sieh  auf  die  Herleitnng  des  Satzes,  dass 

1   ,  Sin) 
y(«)-logn  -  Hin)  -  ^4- 

WO  ein)  mit  waehsendem  n  verschwindet 

Eine  ziemlich  vollständige  Theorie  der  Reihe  giebt  Herr  Na- 
tani^).  Mit  HUfe  bestimmter  Integrale  wird  gezeigt,  dass  die  Dif- 
ferenz 


1)  Brief  TOB  19.  Sept.  ISSS.   A.  a.  O.  8.  927. 

S)  Brief«  Tom  6.  Oct.  und  6^  Kot.  1696.  —  Vgl«  auch  die  Eioldtaog 
Gerhardte  nm  Briefwecbael,  a.  a.  O.  S.  119. 

S)  aDieqnli.  genvalee  circa  seriem  infiDitam  etc."  §  30.  Comment.  foe* 
Gotting.  H.  ISIS.  —  Werlte,  lU.   Ucbcrsetz.  r,  Simon,  Berlin  1888. 

4)  Halb.  WSrterboeb.  Art.  «Reibe«.  S.  284  S, 
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tieh  mit  wacbseBdem  n  einem  Grenzwerte  ^(a,  b)  nfthert.  Nach 
Ganse'  Bezeichnung  wftre  also 

M«»*)  log6-*F(^^) 

*  Es  wird  eine  schwach  couvcrgircudo  Reihe  für  q>(a,  eutwickelt 

und  daraus  in  <p(l,l)  die  Euler 'sehe  Coustaute  gewonnen.  Die 
Summe  der  altcrnireDdcn  Keiho  wird  durch  die  Function  9  ausge- 
drackt.  Die  positiven  und  negativen  Glieder  dieaer  Beilie  werden 
in  6rupi)ea  von  p  bzhw.  q  Gliedern  zu  einer  neuen  Reibe  znsammen- 
gefasBt,  die  Snmme  derselben  wird  auf  die  der  ursprünglichen  Bdhe 
surackgefllbrt,  und  der  Betrag  der  Wertändemug,  die  bier,  wie  es 
scheint,  znm  ersten  Ifale  als  Ausscbnitt  einer  divergenten  Reibe 
dargestellt  ist,  dnrcb  ein  bestimmtes  Integral  ermittelt 

Bevor  auf  die  übrigen  Behandlungen  des  Umordnungsproblems 
eingegangen  wird,  sind  noch  einige  Arbeiten  zu  nennen,  die  darauf 
ausgehen,  die  eudliche  Kcihe  uähemngsweise  zu  summireu. 

Herr  Catalaa  leitet '}  durch  bestimmte  Integrale  die  Ein* 

Schliessung 

iy+log«4-  .j^^  ^  j.^J    <  1 4-i+  • . .  +  ;  <  «-f  log«+ 1; 

her,  wo  c  die  Euler  sehe  Constante  bedeutet.  Die  Uebereiustim- 
muDg  der  unteren  Grenze  mit  den  ersten  Gliedern  der  £uler'8chen 
Reihe  wird  merkwQrdigerweiso  nicht  hervorgehoben. 

An  einer  anderen  Stelle ')  werden  aus  der  geometriaeben  Be- 
deutung des  bestimmten  Integrals  Sätze  abgeleitet,  wonach  Summen 
zwischen  Integrale  eingeschlossen  werden.  Bei  der  Anwendung  auf 
die  harmonische  Reihe  ergeben  sich  Formeln  von  geringer  Ann&be- 

mng  bei  ziemlich  nmstAndlichcr  Rechnung.  80  wird  die  Summe  der 
ersten  tausend  Glieder  noch  in  der  ersten  Decimalstelle  falsch. 

Auf  elementarem  Wcgo  gehen  dagegen  dio  Herren  Mansion 
und  Gesaro  vor.  Der  ersten  gelangt')  mit  Hilfe  der  Quadratur 
der  glcicbseitigen  Hyperbel  zu  der  Einschllessung 

])  .Sur  U  t^rie  hanBoniqn«*.  ConptM  Rendas  d«  TAcad.  fr.  1856.  II. 
8.  «SS. 

S)  »IVait^  dl^nwDnure  des  s^rics*,   1860.  Cap.  IV. 

S)  ,Oii  Ihe  heraioni«  seriee  end  Stirling*«  formale*.  MeMenger  of  Meth. 
XL   (1861)  8.  88.  —  Auch  Matheiia.   I.  8.  169. 
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2n+l 


0i6  eingMcliloasane  Bdbe  conveiigirt  demnach,  ond  ihre  Summe  e 
liegt,  Ihr  •  —  1,  swisehen  i  and  f.  Darans  ergiebt  sieh  weiter,  dasa 

.+log«+ <  1+1+  .. .  +  ^  <  «+lo«»+i 

Herr  Cesaro  gewinnt  (dem  Jabrboeh  Ober  die  Fortschritte  der 
Math.  1881  S.  199  zafolge)  in  einer  mir  nicht  znglnglich  gewesenen 
Arbelt  *)  die  Formeln 

log (»-fi)+ 0,57  <  i  +      . 4-^  <  log(»4-i)-j-0,60 

nnd 

1+  i+  .  •  •  +  ^  -  c+logVnCT-f  1)  +6^-^-1)  (0  <  e  <  1) 

Eine  (andere?)  Herleitang  der  letzteren  Formel  giebt  er  noch 
in  einer  neaeren  Note  wobei 

ool         00  1 

c-l-iiog2~i2:^-i2:^-... 

gesetzt  ist,  also  wo!  durch  diese  Entwic1[elang  definirt  sein  und  ans 
ihr  berechnet  werden  soll.  Zar  Bechnnng  ist  jene  Formel  wegen 
der  Unbestimmtheit  von  6  nicht  sehr  braachbar;  den  besten  Nlhe- 
rongswert  wttcde  9  —  1  liefern,  da  dann  die  rechte  Seite,  nach  Po- 

tensen  von  |  entwickelt,  mit  c-^-logn-^-^  —       beginnt,  wie  in 

der  Eni  er 'sehen  Beihe. 

Was  dio  Wer  leer  äntlenmg  der  altemircnden  harmonischen  Boihe 
betrifft,  so  scheint  Di r ich  1  et,  der  an  der  schon  augcgebonon  Stelle 
zuerst  darauf  hinwies ,  auch  an  anderen  Orten  keinen  Beweis  oder 
eine  Ermittelung  des  Betrages  jener  Wertändemng  mitgeteilt  la 
haben  Vielmehr  scheint  die  erste  nähere  Behandlnng  der  Anf- 
gabe  von  Ohm^}  berzorllhren,  der  aas  der  Beihe 

1)  MftthMifc  L  8.  51  md  &  149. 

2)  ^Sur  la  s^rie  burm.«.   Moot.  AttOftlM  da  Utah,    ISSS.  &  S9S. 

3)  Vgl.  Pringshoim,  «.  a.  O.  S.  456.  Wenn  dahtr  Hr.  Sohl« m  11  oh 
in  einer  ,Noti»  tbm  dl«  bodingl  ooBTWg.  Beihm'  (Zttehr.  f.  math.  «te.  Un- 
Mrriebt.  XIL  (IS8I)  8.  SO)  idDan  Naehwdt  dorn  Ton  Diriehlet  «ngeb- 

an  d«r  dtirtMi  Stelle  gefebenen  ele  eiafeeber  gegcnfibentellt,  lo  liegt 
^lldefat  eine  Yerweehedong  dü*  einer  Yorletang  Dirichlete  vor. 

4)  J>e  nonnidlii  eeriebos  hifinitto  inmmendii.  Berlin.  I88S. 
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1-i-l-i-iH — ...  =  log2 

mehre  andere  ableitet,  indem  er  dem  Yerbtitoias  der  Anzahl  der 
positiven  m  der  der  negativen  Glieder  venebiedene  speeieUe  Werte 
und  endlich  den  Wert  m:n  beilegt;  die  Reihen  werden  durch  Inte« 
gration  anmmirt,  und  so  wird  schliesslich  der  Sats  gewonnen,  dass 

tu 

im  allgemciDStcu  der  bebandeltcn  Fülle  die  Reiheusummo  um  ilog  ~ 

n 

w&chst  Bei  einigen  der  speciellcn  Fälle  wird  nebenher  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dass  die  ursprüngliche  and  die  umgestellte  Reihe 
sich  um  eine  Reihe  von  Gliedern  unterscheiden,  deren  Sunune  den- 
selben Grenzwert  hat  wie  die  Wert&nderang 

Dieselbe  Aufgabe  wie  Ohm  behandelt  Herr  Sehl dmilch*)  für 
die  allgemeine  harmonische  Reihe,  indem  er  znnftchst  die  Summe 
der  altemirenden  Reihe  durch  ein  bestimmtes  Integral  ansdrflckt« 
und  auch  fftr  die  Wertänderung  ein  solches  aufstellt  und  auswertet 
Von  der  zweiten  Auflage  an  wird-die  Untersuchung  ausserdem  nodi 
auf  eine  belkbiffe,  convergente  altemironde  Reihe  erstreckt,  wobei 
sich  der  Satz  ergiebt  *),  dass  die  mehrfach  erwähnte  Umstellung  der 

Glieder  der  Koibensumme  den  Zuwachs  a      ^(nun)\og-  zuführt 

Die  elementare  und  noch  etwas  verallgemeinerte  Herleitnng 
dieses  Satzes  wird  möglich  mit  Hilfe  einer  von  Herrn  Pr  in  ge- 
heim gegebenen  Methode,  die  Wertbestimmung  eines  unendlich 
fernen  Ausschnitts  einer  divergenten  Reihe  positiver  Glieder  auf  die 
des  entsprechenden  Ausschnitts  einer  andern  solchen  Reihe  znrflck- 
suführen.  Denn  wie  Herr  Frings  heim  bemerkt,  beruht  der 
Schlömilch'sche  Satz  unmittelbar  auf  dem  Verhalten  der  harmo- 
nischen Reihe,  und  der  in  Frage  kommende  Ausschnitt  der  letsterea 
wird  elementar  bestimmt  werden. 

Schliesslich  ist  noch  der  in  vielen  Lehrbüchern  übereinstimmend 
gegebenen  Bchandlungon  dvr  Uniordnuugen  der  speciellen  Reihe 
1  —  J-f-  J  —  i  H  . . .  für  />     1,  2  =  2  und     ^  2,  9  -»  1  zu  ge- 


1)  Witt  die  Annerkang  „Scries  iDÜnitM  nanquAm  noB  eodefli  valofo  gan*. 
dtttti,  ti  ftdbae  maiient  eoiiTergeiitet,  «tiAiui  omnei  termlai  ngno  -|*  (•ddttio- 
nia)  •IBdintor''  (a.  «•  O.  S.  14)  icigt,  bat  Ohm  telir  wol  gewntst,  data  ab- 

fdlut  coovergenttt  Reihen  stets   die$db9  Soomim  bebaltea.    Vgl.  dagegaa 

Pringsheim,  a.  a.  0.  S.  456. 

3)  Uebangibacb  zum  Studiam  d.  bfib.  Analjait.  II.   Cap»  V.   |  fS« 
S)  8.  a.  Ztidir.  f.  Math.  a.  Pliya.  XVIII  (1873)  8.  SSO. 

4)  Jl,  a.  O.  8.  471. 
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denken,  wobei  die  Sununcnändcrang  um  Uog2  elementar  uachge- 
wiesen  wird Inwiefern  die  dabei  übliche  DarsteUnng  reformbe- 
dflrftig  encbeint,  ist  bereits  ao^fahrt  worden. 


1.  Anfatellnng  der  Reihe.  Die  Forderung,  jedes  Glied 
einer  Reibe  solle  das  arithmetische  Mittel  swisehen  dem  ihm  vor- 
heigeheadeB  nnd  dem  ihm  folgenden  Qliede  sein,  filhrt  in  der  arith- 
metischen Reibe;  soU  jedes  Glied  das  geometrische  Mittel  swisehen 
seinen  Nachbari^iedem  sein,  so  gelangt  man  snr  geometrischen 
Reihe;  dieselbe  Bediogang  ftlr  das  harmonische  Mittel  liefert  die 
harmonische  Reihe. 

Wir  stellen  ans  die  Aufgabe,  die  allgemeine  Form  dieser  Reibe 
zu  ermitteln. 

K  ist  das  harmonische  Mittel  zwischen  A».!  nnd  Aw^-i,  wenn 
die  drei  Grossen  der  stetigen  harmonischen  Proportion 

genClgen.  Dies  liefert 


d.  h.,  wenn  man  die  rociproken  Werte  der  Roihenglieder  betrachtet, 
Sü  ist  jedes  Glied  das  aril  Ii  metische  Mittel  zwischen  seineu  Kach- 
bam.  Die  recipriA-en  Werte  der  Glietler  bilden  also  eine  arithmetische  Reihe^ 
10  dass  das  allgemeine  Glied  der  harmonischen  Reihe  die  Form 

h  -  — 

besitzt      Lassen  wir  noch  den  Factor  t  fort  und  setzen  wir 


1)  So  bei  Schlömilch,  Algebraische  Analysi»  §  29.  ~  ScheibDOr, 
Uebcr  unendliihe  lieihcn  und  deren  Cunvcrg«nz,  Leipzig  1860.  §  6.  —  Vgl. 
nach  Lionnet,  Note  Sur  U  c^rie  1  — > i -^  a  ""i —  ••*  ^ouv.  Aanales  de 
Math.  1.^79. 

3)  Wie  CS  scheint,  ist  die  eigentliche  Begründung  des  Namens  der  har- 
■ooiscben  Reihe  xicmlich  in  Vergessenheit  geraten;  sonst  w&rdc  wul  kaum 
Schdbew  (Oeber  naeiidUcbe  Reihen  §  20)  die  R«ihe  der  iWeium  der  nd* 
ffokm  gutee  ZaUee  alt  baroHwieeba  Reih«  beicicliiieQ  und  weileriiia  gar 
(§  91)  ditMlbe  RMwonmig  für  die  Rdfaen 
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BO  lohreibt  sich  die  Reibe  in  einfacbster  Form 

O)       =  i  *.  -  i  .-^  -  i  +      +      + . . . + 


Dabei  kann  s  jeden  beliebigen,  positiveB  oder  negativen,  reellen 
oder  complexen  Wert  haben;  ansgetdilossen  seien  nur  Null  und  die 
negativen  ganzen  Zahlen,  die  dns  der  Glieder  «  machen  würden, 
sofern  die  Reihe  von  ife  —  0  an  in  Betradit  gezogen  wfard;  aaefa 
diese  Beschränkong  fiUlt  aber  fort ,  wenn  die  Reihe  erat  mit  einem 

■0  grossen  k  begonnen  wird,  dass         .  1  ist 

Jede  bariiioiiische  Reihe  läRst  sich  leicht  auf  die  angesetzte 
Form  zorttckftlhren.   So  ist 


nnd  die  Reihe  der  redproken  natarlichen  Zahlen 

3.  Grenzen  fflr  den  Ansschnitt  8n{*)'-'Sm{*)*  Die  Rei- 
hen-EntwiekeInngen 

2  — 3  H  


"«rh— +(?+»-++  ) 

liefern 

iog(i+a:)  <  «  <  '<*«r:z;i 

Setzen  wir  bierin 

1 

*  n — 


1)  Als  SraraMtionbnchstebe  gilt,  wofara  nlebti  anderes  sngeg«b«n  ist, 
ftbmil  Jb. 
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nto  wir  k  positiv  and  so  gross  voraussetzen,  dass  ^k-^-n 
Mtffctitn  wir 

sbd  wenn  wir  hier  nach  und  nach  k  die  ganzzaliligon  Werte  m-f  1, 
■-f  ^>  •  •  n  anDebmeD  lasseo  aod  die  so  eutsteheodea  Ungleich aogen 
iddirea 

bt  s  reeU,  so  iat  die  Oeltongsbedingung  erfollt 

bei  «—-OB..,— 2  fflr  »1  =  0,1,2... 
*     ""2  ...  —  1         M  SS        2,  3,  . « • 
«——1  ...     0         »Ä  1,2,... 
«  — 0|     ...+0&         m  — 0,  1,  2,  ... 

immer  voraoageietst,  dass  venehvindeDde  Nenner  femiieden 

terdeiL 

In  •  eomplex,  etwa  gleich  e+Wi  wo  also  y  nicht  0  ist,  so  kano 
die  Werte  «     —  oo  ...  —2  nnd  »  —  0  . . .  +  x,  bei  ganz  he- 

fid^pm  jr,  m  =  0, 1,  2, . . .  sein.  Hat  aber  m  einen  der  Werte  zwischen 
tid  0,  die  Grenzen  ansgeschloseen,  und  ist  h  die  kleinste  ganze 

2ikl,ihrdie 

(riKBt  ist,  so  kann  m  »  Ä,-,  k-^i^  ...  gesetzt  werden. 

Divergenz  der  Reihe.    Lassen  wir  iu  (2)  «  unendlich 
•wtoa,  w&brend  m  endlich  bleibt,  so  werden  beide  Grenzen  für 
nnendlicb,  also  aach  selbst. 

IKe  Formel  giebt  zogleich  eine  gute  Yorttellnng  davon,  wie 
ivmndentlieb  langsam  die  Belke  divergirt  Dean  ea  ist  für  «is2ii» 

^ie  gross  mau  auch  m  wühlen  möge  —  die  Summe  der  m  ersten 
Glieder  wächst  durch  die  Summe  der  nächsten  m  Glieder  stets  um 
»«liger  als  log  2  —  0,69  .  . .  Denkt  man  also  die  Reihe  in  Gruppen 
^öQjer/i  Gliedern  zerlegt,  so  ist  die  Summe  der  zweiten  Gruppe 
N^2,  die  Summe  der  folgenden  beiden  Gruppen  wieder  <;iog2, 
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ebenso  die  Samme  der  auf  sie  folgenden  4  Gruppen,  dann  der  näch- 
sten 8  Gruppen  n.  s.  w.  Trotsdem  w&cbst  die  Samme  ins  Gremenlose. 

Die  Divergenz  der  hannonischon  Reihe  liefert  ferner  einen  Beleg 
dafür,  (lass  es  zur  Ctniverj^'enz  ain  li  von  Reihen  mit  wechselnden  Vor- 
zeichen nicht  ausr<  iclit,  wenn  das  »<tc  Glied  die  Null  zur  Grenze 
bat   Denn  zerlegt  mau  jedes  Glied  der  Reihe  nach  dem  Muster 

-J-^ir  ^  .—i  \ 

80  erhält  man  die  divergente  üeihe 


2£  — -  mm  T  J  -T-  

4.  Endlicher  Wert  des  Ausschnitts.  Wird  mit  it  auch 

n 

m  unendlich,  aber  so,  dass  lim  -  endlich  bleibt,  so  fallen  in  (2) 

beide  Grenzen  znsammeo,  and  wir  erhalten  aomittelbar  den  sonst 
nur  durch  einen  Uebergang  zam  bestimmten  Integral  heigeleiteten 
Satz 

(3)  iim(^-Ä.)-Um^^^,_;:^-leg(llm^)  IZZ 

Sind  z.  B.  n  und  m  ganze  und  ganzzahlige  Functionen  gleich  hoben 

Grades  einer  unendlich  werdenden  Veränderlichen  tr,  so  ist  lim^ 

tn 

der  Quotient  der  CoeMcienten  der  höchsten  Potenz.  So  hat  man 
ohne  Weiteres 

lim  f«'+po    1  « 
£  n—  —  log - 

und  wenn  f^iw)  und  ft{te)  ganzzahlige  Werte  sonst  boliebigcr  Func- 
tionen sind 

£       ,  -  —  -   —  -  log  1  hm  >.  .  V 1 

*~  a 

Die  erster«  Formel  allein  reicht  aus ,  am  die  WertrerftndoroDg  sn 
ermitteln,  die  die  Reihe 


1)  nicHclbo  findet  sich,  für  «  =s  1,  bei  Catalan,  Tratte  <üeau  des  M« 
ri«t.    Cap.  II.    S  XV. 
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\  L.  .  _?  . 

ffukt,  wean  immer  p  poaitive  Qüeder  mit  q  negativen  abwecbseln 

(SU). 

Ak  eine  einfiiehe  AnwendaDg  diene  die  Snmmining  der  Beihe 
Dieselbe  ist  die  Grenze  des  Aosdracke 

NIM        f  ml.  MIN  1 

^   2^           «2,'  - 

ferassoD,  eomii  hat  man 


i  >  gftDz  beliebig  bleibt 


I)  F&r  N  =  2  erhält  man  nach  dem  Obigen  die  Form«! 

OD  /  1  1  1  \ 

f    + 2& — i  +  * -i- 2^•  ~  3 ^ 

<•  ««  Herrn  CataUn  gegeben  iat  (Nouv.  Correap.  matb.  I.  >R7d).  — 
Ilai  aaa  a  nnbeitimont,  ictat  aber  s  =  0  nnd  acbreibt  atatt  ^  —  ^  iMtcb 
•-1 

"^^r  10  kooimt,  saniebst  flkr  eodliehct  ai, 

j|  L_  .  .  _  ^  _ .    .  u.'^-n 

lieb  a.  B.  f Or  »  =  S  die  ebenfalb  Catalan'acbe  Fomiel 

trp«bt,  roa  der  gldcb  Gebnineb  gemaebt  werden  wird.  Wiebtt  aber  nnn 
*  i*  UDendHebe,  «o  erhlU  man  linkicine  schon  roa  BnUr  gegebene  Reihe 
(Integral rechnnag  II.  |  147.   Ancb  bei  Laeroiz,  Trait^  da  cakal 
^^  'nu  III.  g  loos). 
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Bei  der  Wichtigkeit  der  Formel  (3)  möge  sie  noch  auf  folgende 
Art  direa  abgeleitet  werden. 

Znnftcbit  iit  eniclitlich,  Uuss  der  gesuchte  Greuzwert  vod 
*     1  1  1 


3veiiu  er  existirt,  zwischen 

liegen  mnn,  also  fBr  m  -> «,  n  «  od  ,  mit 

übereinstimmt    Diese  Summe  liegt  uuu  zwischen 

— 7-7  und  

oder  zwischen 

"   _  und  5  

'  f»  m 

bleibt  also  endlich  mit  lim  —  <  nnd  wird  eine  Function  von  <  sein. 
Sützeu  wir  daher 


lim   /  1  1  \ 


m 

80  haben  wir 

,      Hm     /    1     ,         .     1  \ 

Naeh  einer  schon  erwähnten,  von  Herrn  Catalan  berrtthrendea 
Formel  >)  ist  aber 


1)  Sie  llMt  lieh  leicht  10  herleiten  r 

sir^  i+ ••  • +a- •+&)- (^+*+- -»-i) 
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/{2t)  -  log2+/(0 

Setzen  wir  /{t)  =•  \og<p(t)  und  gehen  wir  zu  den  Zahlen  über,  so 
kommt  <p{2t)  —  2rp(t)]  die  Functionswerte  von  q-(t)  sind  also  pro- 
portional den  Argumenten,  d.  h.  ^(0  ist  rein  lineär,  etwa  =  at.  Die 
Conataiite  a  ergiebt  sich  aas  f{,2)  =  log2a  =  log  2,  and  wir  erbaltea 


/(O  -  log<  =  log  (lim  ^) 


5.  Die  Faietion  Ck{»)  und  ihr  Grenzwert  C(«).  Fftr 
graeae  Werte  von  «  ond  m  wird  nach  (8)  aonfthemd  die  Oleichnng 

fl»  — logÄ  — logm 

gelten,  oder 

logn  —  iSU— logm 

»ein,  u.  z.  werden  diese  Differenzen  einander  um  so  näher  kommen, 
je  mehr  n  nnd  m  wachsen.  Wenn  nun  zwar  hieraus  noch  nicht  zu 
Bchlicssen  sein  dürfte^),  dass  die  DiÜerenz  S„ — logn  sich  bei  un- 
begrenzt wachsendem  n  einer  von  n  unabhängigen  Grenze  nähert,  so 
lasst  sich  doch  die  Ezistcuz  dieser  Grenze  folgendermassea  zeigen. 

Wflhlen  wir  m  so  grov,  doM  nach  (2) 
gut,  ond  inbtrahiren  wir  fiberaU 

log  (n  -f  «)  —  log  (w  4-  *) 

10  folgt 


-(i+»+...+~)-2(i+j+...+^)=i-m-* 
.     ,  _i  i. 

fir  m  ssm  hat  nmn  htenma  OTiailtellwr 

—  +  m+2  +  •  ■  •  +         "  '»«2 

«M  auf  anderem  Wege  Herr  Unferd Inger  bewieMO  haU  (Sitagtbr.  der 
WiaMT  Akad.  1867.   Bd.  »ft.   U.   S.  99.) 

1)  Wie  es  bei  Ms  Uni,  Math.  WOrterb.,  Art.  ,Beibe«,Bd«  VI.  &mf. 
gcMbiebt. 
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-log(f.+»)]-[5«W-.lög(i»+»)]  <0 

oder,  wenu  wir  die  Bezeicbnong 

«inmhreo, 

Bei  festem  m  nähert  sich  für  wachsendes  n  das  erste  Glied  linker 
Hand  der  Null,  Cni»)  bleibt  also  zwiscbeu  endlicheD  Grenzen,  die 
Rieb  om 

nntoneheiden.  Da  nno  dies  endliche  InterraU  doreb  Yergrtaerang 
yon  m  beliebig  verkleinert  werden  kann,  bo  nfthert  aich  Cmi»)  mit 
wachsendem  «,  beständig  abnehmend ,  einem  nnr  nech  ¥oa  «  ibhftn- 
gigen  Grenswert  Ciz), 

Derselben  Greoae  strebt  offenbar  anch 

Ai  — log«  —  Ä  — 10g(n+z)  +  log 

ZU. 

6.  Uaupteigenschaften  von  c{z).  Ans  der  Definition 

«'"W  -  i+ iii + •  •  •       -  '«8  <'+"> 

folgt  unmittelbar 

(4)  CW  -  C(,)  =  i  -  J-+      j  -  ^1  j  +  -  . . . 
•Im 

(5)  CW-C(,  +  l)  =  i 
Für  *  —  1  liefert  (6) 
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(8>      dm  -j-  lj  -  C'(l)  -  (l  +  i  -f-i  4-  .  . .  +  ^) 

SO  ilass  ('(z)  für  positive  ganzzaliligc  Wcrto  von  z  (lurcli  C  (I)  und 
die  speciellü  harniouische  Keihe  bestimmt  wcrdeu  kaou.    Dabei  ist 

«•w = ,  Ii"!»     •  •  • + i  - '»«  •] 

die  Enler'scbe  Constante,  auf  dereu  liciechuuug  weiterhiu  uocb 
eiBgegftQgen  wird. 

Fflr  s  «  0  oder  gleich  einer  oegatiYen  ganzen  Zahl  ist  nach 
(4)  C(«)  -  00 . 

FOr  y  -«  1— s  liefert  (4)  die  bekannte  Reibe 

i  ~  2^+ "  +  - 

so  dass 

(9)  C(«)  —  C(l  —  2)  =  jr  cotgff» 

Da  cotg  TU  fax  9 -m  — -^1—  verschwindet ,  so  hat  man  hiernach 
Ar  gaauahlige,  podtive  oder  negative  m 

(10)  c(»+i)-6'(-»/»-fi) 

und  da  für  «  ^ 

cotg  ffx  —  1  ist, 

(11)  C(w-f  i)-C(-m-f-2)-» 

Aas 

folgt,  wenn  wir  tibcr  X;  »  1,  2  ...  m  summiren 

"*       /       A:  \  r  1  1  1 

^cJz+  -)  ==:  m\£  £  2:  -^T 


»I »» f  1 


NMi  +  m       \  m 

f  Mz  -f —  -^log (» *»  +  »»^ + + '» log  "« 


Aidb  i.  Mftth.  «.  Phjs.  2.  BaUi«,  T.  TUT. 
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Nao  ist 


r  ^  .  i  =  5(««+l)-^?('»«  +  l)+l0g(nm+m.+«) 


wir  kdoneii  also  schreiben 


/        A:  \  **        W  Wl -4- »Mf -i- f» 

und  da  fUr  n=<x>  jedes  der  m  Glieder  der  letzteren  Samme  vor- 
schwindet,  ergiebt  sieb 

m       /       JJ.  \ 

(12)  £C\^»-{-A  —  m6'(mi-f-l)  +  »»logf» 
Hieraus  für  a  »=  0 

(13)  "f  ^'(w)  "         l)C(l)  +  mlogm 
Beispiele.    Für  w  =-  2  ist  nacb  (13) 

<?(4)  =  C(l)  +  21og2 

dann  nacb  (5) 

C(j)  =  C(i)-2  -  C'(l)  +  21og2~2 
Für  m  *  3  kommt 

<?(l)  +  i''(s)--2C'Cl)  +  31og3 

dazu  aus  (9) 

C'li)-C(l)-«cotg^  =  3  V3 

Bo  dasB 

CH)  -  Cd) +  i log 3  +~         C{1)  =  C(l)  +  ilog3-  ^  V3 
m  —  4  liefert 

ca)+Cii)+C(i)  -  3C(l)+4log4 
also,  da  C(i)  bekaunt  ist, 

C(i)  +  C(i)-2C(l)+61og2. 

Mit  Hilfe  von 

C(4)-C(i)-«cotg^— » 

ergiebt  sieb 

CU)  -  C(l)+31og2+  |,     C(J)  =  6'(l)+31og2-  | 
Fdr  m  —  6  tiodet  sieb 
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Cih)  =  C(l)  4-  2Iog2  +  ^  lüg 3  +  ^  y  3 

Cii)  -  C(l)+21og24-ilog3-|^  V3 

Wie  maa  sieht,  gelingt  es  schon  mit  Hilfe  der  entwickelteu  Formelo, 
die  Werte  (  (i^J,  ...  fOr  m     2,  3,  4,  6  durch 

C(l),  LogaritliriK'ii  uuil  Teile  der  Peripherie  darzusteüea.  Für 
m  =  5  aber  erhält  inau  uur 


nnd 


-  2C(l)+tlog5H-|  (cotg^+cotg 


ühue  dass  zuuüchst  eiue  weitere  Treuuung  möglich  ist  Kbeusü 
kommt 

-2C(l)+8log2H-  ^  (cotg^  -fcotg  ) 

=  2C(l)-i-81og2-  ^  (cotg^  +cotg~^ 

Um  nun  C{z)  für  ganz  bclichigo  rationale  -  im  Intervall  ()<2<1 
darz  US  tollen,  hat  Gauss')  iudepcndcnte  Foriiiciii ,  u.  z  ulitie  Ho- 
Dutzung  höherer  Rechnung,  abgeleitet,  die  sieh  nach  unserer  Be- 
zeichnung schreiben  lassen : 

m— 1 
2 

^G) +         l;+'^~-2Zcoe^';"log  (2sin^;) 

für  ungerade  m 

(14) 

M  -2 
2 

+(~l)«-l>Iog2  ftlr  gerade  m 

Da  nun  mit  Hilfe  von  (G)  und  (7)  die  Werte  von  C.'(c)  für  alle 
rationalen  i  >  1  auf  C'(;:)  mit  echt  gebrochenem  Argument  zurück- 
zuführen sind,  so  können  wir  mit  Gauss  den  Satz  aussprechen, 


t)  Disqnlt.  gener.  §  33.  Formel  (74)  nnd  (75). 

9* 


Digitized  by  Google 


132 


Simons  Du  AarMONweA«  Amt«. 


Ü4US  sich  €(:),  für  alle  rationalen,  positiven  oder  MffoHüm  Werte  von 
flwch  die  Euler'BChQ  und  Ludolf  gehe  CoMtmU,  Sowie  durdk  LogariOmen 
beistimmen  tässL 

Am  Schluss  der  Gaoss'schen  Disquis.  genor.  findet  sich  eine 
von  Nicolai  berechnete  Tafel  der  namerischen  Werte  von  — C(«4-l) 

1      2  99  1 

fttr  «  —  0,  j--y        .  . .       1.  Zieht  man  diego  Werte  von  7  ab, 

so  erhält  man  nach  (5)  die  Tatol  der  Werte  von  6'(z)  für  dasselbe 
Intervall. 

Die  zweite  der  Formeln  (14)  lAast  sich  noch  sosammensiehon. 
Sei  fl»  —  2|ik,  and  fassen  wir  in 


das  erste  und  letzte,  zweite  und  vorletzte  u.  s.  w.  Glied  zusammen, 
Bo  kommt  allgemein 

COS  —  log  28in  ^-  -f-  cos^«^^^^^log2sin  - 

=  <»»-7 l<«28in2^  +  COS [n^  -  ^  j log  28in      -  g^j 


n 


nnd  wenn  wir  voranssetxen,  dass  -  in  kleinsten  Zahlen  gegeben  sei. 


so  dass  n  angerade  and  cosn»  —  —1  ist,  wird  dies 

-CMylogtg^^ 

u— 1 

Ist  die  Gliederanzahl  (fi  — 1)  gerade,  so  haben  wir  —g— umzufor- 
mende Gliederiiaare,  ist  aber  fi  gerade,  so  ist  ein  Hittelglied  fflr 
A  —  ^  TOihanden,  dessen  Wort 

COS  -g-  log 2  Sin  ^  —  0 

ist  Demnach  wird 

(14a)     c(^)  =  C(l)  +  |  cotg^+log(2m)-22;co8^y^Iog(«^ 

angorade,  m  gerade;  ik  —  1,  2,  3  . ..  oder 
Nachstehende  Tafel  giebt  eine  Uebersicht  einiger  Fälle,  in  denen 


Digitized  by  Google 


Sim^mi  iM$  kmmmmche  Reiht. 


133 


Bck  C(s>  TerbiltaiflBnissig  einfiMsh  MsdiUckt;  dabei  gilt  das  obere 
Wvaelasiclieii  stets  Ar  den  in  der  erateo  Spalte  voranBteliendett 
Wert  Yon  «. 


1 

y 

1 
4' 

1 

5» 

2 
5* 

1 

6' 

1 

8» 

3 
8' 

1^ 
IOC 

3^ 
1^ 

5 

12' 


1 

2 
3 

3 
4 

4 
5 

3 
6 

5 
6 

7 
8 

5 
8 

9^ 
10 

7_ 
10 

11 

12 

7 

12 


TT 


  • 

c+21og2 
e4-ilog3±|  V8 

c-h31og2±| 

g+tiog5— -^log    'g  ±2C0tgy 
c+21og2+ilog3±|v3 
c+41og2  -  V21og(V2-l)±  |CV2  +1) 
c+41og24-  V21og(v'2- 1)  ±^  (V 2-  1) 
c+21og2  +  Jlogö+jV51ogy^±^cot«^ 
c+2  log  2 + J  log  5  -  i  1/Ö  log  ±  I  COtg  ^ 

«+31og2+}log3  -V31og(2-VS)±|(2+V3) 
c+31ag2+|Iog3+V31og(2-V8)±j(2— V8) 


7.   Beiben  für  6'(a).  Schreibon  wir  der  Karze  wegen 


alM> 


-  -S»«+log*» 

60  ist,  immer  «  als  Argamont  gedacht, 

CUi  —  =«  Ä-i+logJk»-i— 5»— log»»  =s  —  *»  +log  ^ 
Je  nachdem  wir  nnn 
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oder 


1-  * 


Bcbrdben,  erhalten  wir  einen  der  Ansdraeke 

Qk-i  -  Ci  =  -  A»4-logfl-|-Ä*-i] 
C5|_l— Q  *»-log[l-Ä»] 

Jeder  deraelben  fahrt  zu  einer  Beihon-Entwickelnng  fttr  C 
Die  erste  Form  liefert  entwiclcelt 

und  wenn  wir  ober  k  —  m+l)       2,  ...»  rammiren. 
Benutzen  wir,  dau  allgemein 

n  H— 1  » 

ist,  so  soudoru  sich  aus  jeder  der  rechts  8t<)heudcii  Sammen  Aus- 
drucke vou  der  Form 

^— jf--(*w-V) 

aus,  die  mit  der  Differenz  (hm^Ki  zu  log(l+M~iog(l-|-M 
T  erschmelzen.  Somit  wird 


(15)  cww- c;(») -logji^'"  - +  ... 

Der  zweite  Ausdruck 
eigiobt,  wenn  wieder  über  ib »  m-|-l  ...  n  sammirt  wird, 

(16)  C,n{z)- CM  «  i  1//*^+  i  1/»*»+  .  .  . 


Digitized  by  Google 


SimoHi  JjU  harmonücht  &tih4,  X35 

Beide  Reihen  *)  lassen  sich  zu  einer  dritten,  rascher  couvergireudeo, 
Yereijiigeni  wir  orhalteu  durch  Addition  sofort 

(17)  C^iz)-CM  -  ilog\^  +  i£hk^+iht'+  ... 

oad  hieraas  für  n  -=»  od,  da  Aqo  0 

(18)  C.,(«)-C(»)  =  Jlog(l+M+t?»»«+ji*»»+... 

wodurch,  unter  der  Bedingung     m-\-z-\-l  ■  _  1  die  Berechnung  von 

C(z)  auf  die  yon  CmC»)  = /S„i log larückgeftthrt  ist  Ist  der 
reelle  Teil  von  z  einer  der  Werte  —  od  ...  —  2,  0  ...  -|-  od,  so  darf 
(nach  §  2)  m  0,  1  . . .  «  gesetzt  werden.  So  ei^giebt  sich  z.  B, 
ffir  fl»  —  0,  wo 

q,(.)-i+logi  isl, 

(19)  C(,)  =  i  - 1  log,(.  + 1)  -  i ^  -  i|  . . . 

Man  kann  unmittelbar  zu  der  Entwickelang  (17)  gelangen,  wenn 
man  von  dem  Ansdrnck 

a-i— a-ft  —  — Ä»— »»+i+iog  j— ^ 

aasgebt,  denselben  aaf  die  Form  bringt 

über    -»  m-|-l  ...  H  summirt  und  beachtet,  dass 
ist 

Die  Convergenz  der  Reiben,  die  in  den  Formeln  (15)  bis  (19), 
znoi  Teil  siftckweise,  aoftreten,  kann  zwar  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden,  mag  hier  aber  noch  in  einer  Weise  gezeigt  werden,  die  zu- 
gleich brauchbare  Grenzeinschliessangen  ftir  die  Borodmaog  der* 
selben  liefert. 

Bekanntlidi  *)  gilt  Uftr  positive  a  vnd  p  die  Einschliesinng 

pia  +  l)P-^  ^  (a+l)!»— oP  ^  ijof» 


n  Eine  mit  (15)  im  wesentlichen  ftbereiostimmende  Beiho  findet  sieb 
bei  Jiatani  „Reihe",  a.  a.  O. 

S)  Vgl.  z.  B.  Schlöfflilcb,  Uebungsbacb,  L  S.  3.  f. 
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WO  die  oberen  oder  antereu  Zeichen  xn  nehmen  sind,  je  niichdem 
p  ^  1  ist.  Durch  DiTision  mit  paPia  -f  1  )p  kommt 

afia+l)  <p[aP      (ö+W  <  «(aH-l)»' 

Zur  Vorstaikung  der  oborcu  U iiglcicbiiog  ist  links  «  für  «-hl, 
rechts  a  |- 1  tur  a  zu  set/cu ;  die  untere  Ungleicbuug  wird  aber 
durch  die  umgekehrte  Substitution  stärker,  so  dass  beide  die  ge- 
ineiusame  Form  aunchmen 


«1»+ 

Schreiben  wir  noch  in  dem  zweiten  Teil  dieser  Einschliessung  a — 1 
fttr  Oy  so  erhalten  wir  fttr  J^^i  Begrenzung 

Jetzt  werde  a  =  ^4-^"  g(*s<*tzt  und  über  die  Werte  k m-\-\  ...  n 
sumniirt;  dann  crgiebt  sich 


und  fflr  n  OD 

(21)  ^  A«+iP  <  S  <  -  A«P 

P  m+l  P 

Damit  ist  der  bekannte  Satz  bewiesen,  dass  für  jeden  Wert 
jo  ]>  0  die  Reihe 

coDvergirt;  die  in  den  Formeln  (15)  bis  (19)  auftretenden  Beihen 
—  auch  in  (15)  und  (16)  kann  ja  »—»oo  werden  —  sind  besondere 
Fälle  derselben.  Der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  statt  der 
Summe  eine  der  beiden  einschliessendcn  Grenzen  setzt,  ist  kleiner 
als  die  Differenz  der  letzteren  und  mithin,  nach  dem  eben  benutzten 
Hilfssatz,  sicher  kleiner  als  AmP-I-^. 

Was  die  Convergenz  dfir  Doppel-Reihen  fOr  On  -  -  C»,  bzhw.  fftr 
Cm^C  betrifft,  so  bedarf  es  des  Beweises  nur  fOr  die  zweite  der- 
selben (IG),  da  mit  ihr  sicher  auch  (15)  und  (17)  convergiren.  Dass 
aber  die  Reihe 
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00     1  OP 

As2  *  M-f  1 

eonrergirt,  ist  leicht  ersichtlich    Ueuu  es  ist 

£  /^Hi  -  2  /a .  h,^  <  /,« .  1 .  £ 

Der  massgebende  Quotimt    dor  Reihe  ist  also  kleiner  als 
Aaif  I,  bleibt  mithiu  aacb  fOr  1 «-  o»  ein  echter  Brncb. 

Die  Formeln  (20)  und  (2)  lassen  sich  nach  erhalten  als  beson- 
dere Fälle  des  Satzes 

/  f{x)dx  <  A»»4-l)H-/'(m-f2)  +  .  .  .  -!-/(„)  <  r f{a:)dm 

der  nnter  der  Voranssetznng  gilt,  dass  /(x)  positiT  ist  und  im  In- 
terrall  x  =  m . ,  .n-{-l  nie  znoimmt,  nnd  der  sich  leicht  ans  der 
geometrischen  Bedeutung  dos  bestimmten  Integrals  orgiebt  In  der 
Tat  braucht  man  nnr  f(z)  die  Werte  hjfH  und  ha  zn  erteilen,  um 
m  jenen  Formeln  zu  gelangen. 

8.  Grenzeinschliessnng  von  C(z),  Wenden  wir  die  For- 
mel (21)  auf  (16)  an,  also  anf  die  Gleichung 

C-  ilog(l+Ä«,)-f-  £  J  S  /a2p+i 

so  erhalten  wir 

Beide  Grenzen  lassen  sich  leicht  nach  Potenzen  von  Am  e|t- 
wickeln;  mit  Rttcksicht  auf 

^  iip^"'     — Aw^-h*«*  h  •  •  • 

fiadet  man 
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Die  Differenz  beider  Grenzen  beginnt  mit 

wcnu  mau  also 

.  (22)   Cm{*)  -  C{z)  =  Ä.(«)-log(«+«)-Cl*) 

—  \hm —  12*"»' 

setzt,  hegclit  man  einen  Fehler,  der  sicher  kleiner  als  ,1/*,«^  ist ,  der 
al80  durch  Y ergrösser uui;  vou  m  beliebig  verkleinert  werden  kann. 

Tatsächlich  ist  übrigens  die  Annfthemng  der  FormeL  (22)  er- 
heblich grösser,  als  es  ans  den  obigen  Bechnungen  zu  erkennen  ist. 
Denn  die  Reihe  <) 

wo  die  B  die  Bcrnooilli'schon  Zahlen  bedenteu,  liefert,  vrenn  Dar 
die  drei  ersten  Glieder  t>orack8icbtigt  werdeo, 

also  nach  (5) 

(23)  c(,)--log.-+^+j|^, 

und  diesen  Wert  eigiebt  Gleichang  (22)  schon  fbr  m  0.  Nnn  ist 
bei  jenff  Beihe,  so  lange  die  Glieder  abnehmen,  der  bcgaDgone 
Fehler  stets  kleiner  als  das  erste  nicht  mehr  berOeksichtigte  Glied, 
also  bei  (23)  kleiner  als 

4«*"*  120«* 

Schon  für  s  =  10  genügt  dalicr  Foiniel  (23)  /.ur  Berechnung  von 
V{z)  auf  ß  Decinialstellen  ^eiuui,  und  \m\\\  würde,  von  solchem  Werte 
ausgehend,  C{z)  auch  tur  kleiucro  z  mit  iiiUo  vou  (6)  binreichcud 
geuau  berechnen  können. 

Ist  sonach  C{n)  für  jedes  «  als  bekannt  anznsehea,  so  bietet 
Gleichang  (22)  nnigekohrt  ein  Mittel,  um  £U(«)»  die  Summe  der  end- 
lichen harmonischen  Reihe,  leicht  sn  berechnen. 


1)  Eulcr,  DitT.-Hcchn.  II.  §  14(^.  —  Natani,  ^cihc",  S.  320,  Eben- 
da, S*  3l4  Ü'.,  tinUct  man  die  Jbchlci bcstiuimung  nach  ScrrcU 
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Zor  Ableitang  dieser  NAhenrngsformoIii  war  eine  Summining 
der  Beiheil  von  der  Gestalt 


2- 

in  geschlossener  Form  entbofarlicb.  Dieselbe  bat  indessen  keine 
Schirierigi[eit.  Denn  wegen 

1  1  1_ 

serlUlt  jede  Snmmo  in  die  Differenz 


- 1-1108(1 -A')-^'»«i^i 


Oemch  findet  um 


9.  Die  spcciellc  iiarnioniselie  Reihe.  Als  solche  werde 
die  Hoihe  der  reciprokeu  natürlielicu  Zahlen  LiLZcichuct,  die  aus  der 
allgcmeiucQ  Reihe  für  «  »  1  hervorgeht.  Foruiol  (2)  Ifisst  sich  dann 
schreiben 

lOßä?  <^  i  <'«S^,   (m-O,  1,2  ...) 

Hiernach  liegt  z.  B.  die  Snmino  des  zweiton  Tansends  der  Glieder 
dor  Beihe  zwischen 

log  ~  =  0,6926  ...  nod  log2     0,6931  . . . 

Fuhren  wir  die  Bezeichnnugen 

1+i+iH-. . . +^  —  «H  nnd  **— log*-=c* 


eio,  &u  ist  nach  (3) 

**    1  f      n  1    n  es  QO 

llm(«ii— #M)»lim2:  r  — log  Um-  _ 


00 


Die  Function     ist  hier,  da  m  den  feston  Wert  1  erhalten  hat,  nnr 
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noch  von  ihrem  Index  abhäugig;  sie  fällt  von  —  1  mit  wachsen- 
dem k  beständig,  bleibt  aber  positiv,  da  «n  >  log(n-|-l)  >  logn  ist, 
Oftbert  sich  also  einem  comtanten  echten  Brach  o,  fOr  den  die  £iii- 
BchlieasaDg  gilt  (§  5); 


Cm— log  (^+^) 

Zur  Derechnuiiß  von  c  aus  einem  bekannten  Cm  dienen  dann, 
entsprechend  (15)  und  (16),  die  Keihen 

OC    1  GO  1 

»•1-1*'  «fl* 

oder  besser  die  ans  beiden  hervorgehende  Beihe 
(S4)      -c  =  Jlog         +  ij^  +  ij;  l  + 
Fflr  m  —  1  erbftlt  man  bierans  die  Formel 

(25)      c  -  1  -iiog2-  i|^.3 "  ^  f    -  •  • 

die  sich  in  der  Theorie  der  analytischen  Facnltftten  als  Spedal&U 
der  Formel 

iogra+a)-llogg5^-llogf^+(i-c)«-j  i  p-... 

(-SO 

für  a     1  ergiebt.  ») 

Zu  Formel  (24)  gelangt  man,  ohne  den  Umweg  aber  die  weniger 
convergenten  Entwickelnngen  zu  nehmen,  wenn  man  in 

Aber  k  »  m-|- 1  . . .  i»  summirt.  Man  erhalt  so 

sti  -  + il,  ?  +  •  •  • 

nnd  mit  Mcksicht  auf 


t)  Hatani,  Dia  bOh«n  Analjiii,  S.  181. 
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«.  -  il<«»(«+ 1)  -    -  log«  -  ilog 

kommt 

«b.-l»og(l+i)- '.+ilog(i+;) 

was  fiUr  II  —      ia  Formel  (24)  übergebt. 

Eioe  noch  rascher  con?ergireade  Reihe  entsteht,  wenn  man  in 

oder 

S»-l  *  *     3.4*»"*"  5.4»>"^  •  • 

aber  i;  —  m-^-l  . . .  n  sammirt. 

Man  erhält  so: 

.    2«  +  l  ,1     -  L  .    1     ^  1  . 

^  2^:1  3.4      k^^  öT«  ^i-t^     •  •  • 

lad  wenn  man  hiervon  die  Identität 

log^  — log«  -  log» 

ibneht,  kommt 

c-^-log-^-log—  +  3^^^^  ifc»+öT««Hib^+ 
alio  for  »  ^  00 

^+2«; + 3:1  „-^n  *^  •  •  • 

oder  aach 

(26)  c  -  *,»-log  -  2         3  I       ^3  -  5.4i  4i  Jfc*  -  •  •  • 

Soists.  EftriRsO 

1    00  1        1     s>  1 

(27)  e-log2-3--^  f  P  -  574*  f         ' " ' 

ud  ^  ftr  m  —  1  entstehende  Formel 

(27a)  1-logi  -        f        5.4«  f  P  "  • ' ' 
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würtlc  sich  an<>  dem  oben  au^cführlcQ  Ausdruck  für  \ogr(i'\-a) 
durch  die  Aunahmo  a  ^  ^  ergebea. 

Schreiben  wir  (26)  in  der  Form 

-log—«  -«og  (i+  ,1,) 4  J,  _S  Ip 

Qod  wenden  wir  die  EinscäiUessung  (21)  für  die  SommeD  der  reci- 
prok'n  Poteuzen  an,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  uacb  Potenzeu  von 
1/m  entwickeln, 

2m -12^«- 24  m« -1"  240  m*  '    •  S*.n-logm-c 

i.__l,4.-i  1_ 

^  2m      I2m«  "T-  24 m»     8Um*  *  *  * 

Das  arithmetische  Mittel  zwischen  beiden  Grenzen  bis  zum  dritten 
Gliede 

(28)  "--^^^^'-'-L'-vL^ 

ist  dann  ciu  Mähcruiigswert,  der  sicli  vou  dem  wahreu  büchsteus  um 
2^-^  entfernt,  während  die  blosse  Spocialisimng  der  Formel  (22) 

zwar  (l«'nst'll)eii  Isülierungswi'rt  ergicht ,  al>e  r  für  dvn  begangeneu 
Fehler  den  vierfaeh(<n  Spielraum  lässt.  Iii  Wii kli«  likeit  ist  auch 
dieser  nuch  viel  zu  weit  gegriUeu,  denn  aus  der  Uoiho  *) 

(2ba)   --='--log«~ä-+  2-  -i-  4 

geht  Formel  (28)  f dr  n  «  1  h6r?or,  und  der  Fehler  hetrftgt  wieder 
weniger  als 

4m*  "~  120m* 

Nimmt  man  m  =  100  an,  so  liefert  (28)  also  0  Ms  aif  10  De- 
cimaten  richtig.  Die  AddiUon  der  ersten  10>  Beciprokea  der  natür- 
lichen Zahlen,  die  zu  diesem  Zweck  anf  12  Decimalen  berechnet 
worden,  crgiobt 

«100  —  6«  1878  775  176 

während 


I)  Euler,  Dtff.  R.  II.  %  MS. 
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itL  Somit  ist 


log  103  — 4,  6051  701  860 


«  —  0,  5822  073  31G  —  ^  .  0,01  +     .  0,0001 


<T  —  0,  5772  126  649. 


Für  m  —  bO  erhält  man  c  auf  8  Deciinalen  richtig,  für  m  =  25 
auf  7.  Bei  m  20  beträft  die  Abweii'linng  eine  Kiiilicit  tlor  7. 
Stelle,  bei  m  =  10  t-iiie  Kiiihoit  der  G.  Stolle.  —  Kulcr  hat  raus 
der  soeben  angeführten  Ueiho,  für  m  ~  U»,  auf  H)  Stt  llen  berech- 
net Wie  aus  einer  Note  bei  Gauss')  hervorgeht,  hat  Masche- 
ron i  (in  den  mir  nicht  zugänglich  gewesenen  Ailn.>taii<>itcs  ad  Euleri 
Cnlc.  Int.)  die  Reclinung  \veif<  r  ausgedehnt  und  eiuen  Wert  gcluudeu, 
der  von  der  20.  Stelle  an  von  dem  durch  Gauss  auf  2:i  Stellen  be- 
stimmten  Werte  abwich,  sodass  auf  Gauss'  Veranlassung  Nicolai 
die  Berechnung  bis  auf  40  Stelleu  erstreckte.   Er  fand  *) 

c^O,  5772  156  649  016  328  606  065  120  900  824  024  310  421  . . . 

Jede  der  Grössen  «m,  logm,  c,  die  die  lioke  Seite  in  (28)  bil- 
den, kaon  Abrigeoi  aas  dieser  Formel  berecboet  werden,  wenn  die 
bflideii  anderen  als  bekannt  Toranszasetzen  sind. 

So  bat  man  zur  Ermittelung  der  Summe  det  <nf«n  müttum  Glieder 
der  apeciellea  barmonischen  Boihe 


Den  Beitrag,  den  die  zweite  Million  Glieder  snr  Summe  liefert, 
findet  man  ans 


2m 


«to- 14,  8927  267  228  657  286  313  811 


bezeichnet  m  eine  Million,  so  hat  man 


nd  mit  Benntsnng  Ton 


1)  Disquis.  gener.«  Art  31.  —  2)  Vgl.  Oetiingcr,  lieber  die  Canstante 
in  Inlegrttllogaritlimiu.    Crelle  Joiim*  LX.  378~6. 
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log2  -  0,  693  147  IdO  559  945  309  417  2^2 

ergiebt  sich 

nm-'m  »  0,  693  146  930  560  007  809  417  232 

Dies  Resultat  zeigt  recht  deutlich  dio  soliwache  Couvergenz  der 
iXcihe  \  —  \  h  ~  l-\ —  •  •  ^  log  2  Deuü  da,  nach  der  schon  ia 
§y  beautztoa  Catalan' scheu  Formel 

*    2^3     4^    •"^2»-l     2m     m+l  ^     ^  2» 


Reihe  ist,  so  würde  die  Addition  der  ersten  zw<d  Millionen  Glieder  der 
den  soeben  berechneten  Wert  ü,  091469  crgebou,  während  die  Summe 

dorch  das  nächstfolgende  Glied  o„^!|.  f  ^^^^  springt,  so 

dass  beide  Grenzen  noch  nicht  in  den  sechs  ersten  Stellen  überein- 
stimmen. 

Formel  (28)  kann  anch  daza  dienen,  die  Berechnnng  der  Loga- 
rithmen grosser  Zahlen  aaf  die  kleinerer  zurackznführen ,  wie  dies 
schon  Euler*)  getan  hat.  Wir  wollen  hier  noch  eine  Anwendang 
anf  die  Logarithmen  der  Farultilten  machen  und  eine  Formel  ablei- 
ten, die  mit  der  Stirling'sclion  sehr  nahe  ttbereinstimmt.  Herr 
Mansion  hat  so,  aus  der  in  der  Einleitung  angeführten  Einschlies* 
sang  für  «m  den  Ausdruck 

log(«!)  -  (n+i)lüg»-«-f -^+-2    (0  <  Ö  <  1) 

gewonnen.  Nach  der  Stirli ng'schen  Formel  ist  nun  bekanntlich 
für  wachsende  n 

log(nO  -  («-i-i)logi»— n-f  41og(2«) 

und  da 

1+« 

-  0,788  6078 

ilog(2ff)  -  0,918  9385 

ist,  Bo  bleibt  jene  Annfthernng  hinter  dem  wahren  Wert  erheblich, 
zurück,  nm  so  mehr,  als  auch  die  Stirling'sche  Formet  noch  darch 

üinzufügung  von       sehr  viel  genauer  wird^). 


1)  Diff.  R.  II.  §  145. 

S)  Vgl.  Eii1«r,  Di£  Beefaa.  Oftp.  III.  199  od«r  Oaats,  Dliqnit.  graer. 
§  89. 


Digitized  by  Google 


Simom  Oie  karmonUcke  IMhe»  \4l 

Wenn  wir  non  in 

Aber  I»  s=  m-j- 1 . . . «  sammireo,  erhalten  wir 

•  •  •         -     +        ...««•)  =  !og(M!)  -log(m!) 

1*1 

+(ii-m)c+|(#»-.t,)-      JS^  j^. 
Wie  iMD  sicli  leicht  oberzcogt  *),  ist  aber 

also 


log(iil)  -  Iog(ml)+(ii+JK-(m+|)#m-(»-'~)(l  +  «) 

I    "  1 

Fftr  du  letze  Glied  liefert  (20)  die  Grenzen 

1  1  ,11 

1  ,  —    .-z  und 

deren  arithmetiaches  Mittol,  wenn  wir  jj^^  uach  roteuzcu  voa  ^ 
entwickeln  und  bei  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  stehen  bleiben, 

wird.  Setzen  wir  diesen  Wort,  sowfo  für  den  Nftberangswert  aus 
(28)  in  die  letzte  Gleichung  ein,  so  kommt,  nach  gehöriger  Zusam- 
menziehnng 

(28b)      Jog(»I)  -  («+  i)  log»  -  »  +  4- 
wo 

-  log(m!)  -  (m  +  i)      _  1  _  c)  4-  ^       -1-  ^) 

ist  Die  P'ormcl  wird  mit  der  vcrbcsserteu  Stirling'scheu  um  so 
genaoer  flbcrcinsiimmen,  jo  grösser  das  feste  m  zur  Berechnung  der 
(ToBstante  angenommen  wird.  Sehen  fir  m  =s  i  nntersdieldet 
rieh  aber  8|  ~ 0,92833  von  ^  lug  2«  am  kanm  0,01.  Legt  man  m  «- 10 
ra  Gnmde,  so  nimmt  die  Formel  die  Gestalt  an 


1)  Vgl.  Mnnsion,  a.a.O.,  sowie  He«  Verfassers  Notiz  „Zur  Snmmatiun 
endlicher  Reihen  von  der  Form  ^^kuk"-    Arch.  «1,  Math.  T.  IV.     S.  107. 

Aich.  i.  Matlu  m.  Pkys.  2.  Ealh«,  T.  Tin.  10 


Digitized  by  Google 


146  Simon:  Dit  karmoiuseh«  i2cjlc. 

(28c)      log(«!) -(n+i)log»~n-|-£~-|-0,918  9658    (n  >  10) 
Für  n  =  lüU  ist 

(»4-i)logn  — n  =.  362,  819  0037 

also  nach  onserer  Fonnel 

log(100!)  =  863,  739  4028 

während  die  Addition  der  Logarithmen  der  ersten  100  ganzen  Zahlen 
in  einer  siebenstelligen  Tafel  den  Wert 

iGgdOO!)  — 368,  739  37^ 

ergiebt    Genan  denselben  liefert  die  verbesserte  Stlrling'sehe 

Formel,  dio  gewöhulicke  dagegen  eineu  um  0,000  8333  zu 

Ideinen.  Nach  der  Formel  von  Mansie n  wird 

log  (100!)  =-  3G3,  ÜJ8  2115 

Kimmt  man  m  lOO  an,  so  findet  man  mit  Hilfe  des  genauen  Werts 
Ton  log(100!)  uud  von  ^oo  (der  letztere  wnrde  oben  anf  10  Deci- 
malen  angegeben) 

»0,918  9385 

also  in  den  sieben  ersen  Decimalen  mit  ilog2ir  Tollstftndig  ttber^ 
einstimmen. 

10.  Die  alternirende  Reihe.  Versiobt  man  die  geradstel- 
ligen  Glieder  der  Reihe  ^^^^^^  mit  negativem  Zeichen,  so  erhält 
man  die  Reihe 

die  fbr  n  =00  io  eine  convergente  unendliche  Reihe  flbergeht,  da 
die  Glieder  sich  unbegrenzt  der  Null  nähern ,  beständig  fallen  und 
abwechselnde  Zeichen  haben.  Die  Snmme  der  Reihe  lässt  sich  leicht 
durch  die  Function  C(m)  ansdrQdfen.  Fassen  wir  zu  dem  Ende  in 
^ht{»)  die  positiven  und  die  negativen  Glieder  fär  sich  zusammen, 
so  ist 


+  ■••  + 


»  +  1 
2 


+.-1) 


also 


L.iyu,^uu  uy  Google 
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S6s.W-«.(i)-&.-.f-+-5) 

Hier  würde  <ür  n  =00  die  rechte  Seite  in  Qubefltimmter  Form  er- 
sehe iiun,  was  durch  Einfahroog  von  Ch{»)  Termieden  wird.  Wir 
erhalten  so: 

aSfcW  -  log («+ 1)  +  G.Q  -iog(»- 1 + 

-«.-<^;-.<*,-5-ti,+c.(i)-c^.(::) 

aod  fdr  n  —  00 

(«)  e<«)-iKO-^'CV)j 

wie  anch  durch  (4)  leicht  m  bestätigen. 

Za  eioem  anderen  Ausdruclt  gelaugt  man,  wenn  man  schreibt  *) : 

(30)  ©W  =  C(.)--.C^^)-f.|og2 

Die  Yergleichnng  beider  Formeln  ergiebt  die  Bezlehang 

(31)  cQ)  4-  C  {^tj^^  =  2[C(.)+log 21 

oder 

W  +  ^-'(2  -f  i)  =  2C  (2r)  -I-  2  log  2 
Bti»piaU,   FOr  <  —  1  ist 

Formel  (30)  giebt  dann  das  bekannte  Resultat 

]og2 

w&hrend  ans  (29)  oder  (Hl)  der  schon  in  §  6  gefundene  Ausdruck 

I)  Vgl.  MaUni,  »Reibe«',  S.  SS6. 

10» 
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C(i)==21og2+c 
folgt  Nach  (29)  nnd  (11)  ist 

1  -  i + i  -  i +-...  =  *©(*)- K<?a)  -      ]- i» 
Nach  (80): 

1  -  A+-  . . .  =  ifl@(i)     KOii) -C(i)  +  log 2] 

-*(^V3+log2) 

*~ i+i  -  A4~ . . .  -  i@(f)  -  hm) - c(|)] 

=  A  r  ^-~21og2-|.y61ogy2^1 
Setzen  wir  .  gleich  der  ratiooaloa  Zahl  ^,  so  ist  Bach  (29) 

Unter  der  Bediogang  0  <  «  <  «»  liofert  dann  die  sweite  der 
Formeln  (14) 

^        -  2  -'='"8  ^^-)  -^^G»»^ 

-  CO»  — »og2 Sin  ™  +  (- 1)»  I  ^ [l -  (- 1)«]  log  2 

Da 

ist,  80  fallen  in  der  Summe  die  Glieder  fUr  gerades  k  fort,  und  es 
ergiebt  sich, 

wenn  m  gerade  ist, 

in 

ond  wenn  m  angerade  ist, 
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m— 1 

H-(-l)»-Uag2 

(0  <  «  <  m) 

Ist  m  gerade,  so  dass  n  and  n-f-m  aIb  nogerade  angMehen 
werden  könoeo,  so  Iftast  aidi  in 


ftr  die  beiden  C-FiiiictioBe&  Fonnel  (14a)  In  Anwendang  bringen. 
Mm  erhilt  so 

«-2 
2 

2«U)  -  -IS-  2f' 08t«äiC0S  -  [l-(-l)'] 
'      sin  —  * 


oder 


'  2bui— - 


('%  äugende  ,  .  „  w— 2  .  "»  ^  ^  ^  \ 
«gende    '  *  -  ^  2. . . oder  ^,  0<»<«^ 

«ine  Fonnel,  die  sieli  intfiriieb  auch  ans  (32)  in  derselben  Weise 
iMrieiten  liest,  wie  (14a)  ans  (14)  gewonnen  wurde. 

Die  Umformnng,  die  hier  die  GUedenahl  der  zn  snmmirenden 
esdHehen  Beihe  auf  die  Httlfte  herabminderte,  hat  diesen  Erfolg  im 
FsUe  eines  ungeraden  m  nicht  Denn  dann  wird,  je  nachdem  «  ge- 
rade oder  ungerade  ist,  einer  der  Zfthler  %  nnd  ^  den  anf- 
trelenden  C-Fnnctionen  gerade,  so  dass  Formel  (14a)  nur  anf  eine 
der  letzteren  anwendbar  ist.  Immerhin  hat  die  Bedinnng  den  Er- 
folg, die  unter  dem  Snmmenzeichen  stehenden  Bögen  zu  verkleinern, 
80  das  wenigstens  daa  Besnltat  angegeben  werden  mOge.  Man  er- 
halt 
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m— 1 


(33a)  ©  (l)  =  -^H-(-l>»-Uog2-2i:(-l)"(*+i)co«^ 


2»in-- 


(m  nogerade,  n  beliebig,  0     «  <  m) 

wo  das  Funttioiiszeichen  f  dcMi  Sinus  oder  Cosinus  Ix^dcutet,  je  nach- 
(Iciü  k  uugcradc  oder  gerade  ist,  so  dass  also  auch 

l.«2,0».o,2|co.g+^3")| 

geschriebeu  werden  köuDte 
BeüpieU, 

©a)--^-2co8^logtg|. 

also 

wie  sich  anch  aas  (29)  mit  Hilfe  der  kleinen  Tafel  in  Abschnitt  6. 
ergiebt 

"  2iS224ö--2<«>«22|«JogtgllJ«+cos674qogtg33i«) 


1)  Dia  Formeln  (32),  (33^  und  (SSa)  finden  «ich  bereits  in  einer  Alteren 
Abbandlnng,  nuf  die  ich  erat  «ttfiBerktani  wurde,  nacbden  der  «nie  Draek 
der  Torliegenden  Arbeit  fett  vollendet  wnr ,  wobei  ftbrigcne,  wie  manche«  an- 
dere, anch  die  Umfomnng  (SSa)  der  BaumereiMmie  wfgen  fortblieb.  Jena 

Abhnndlung  ist  die  von  Prof.  Schräder  in  Tübingen  herröhrcndr,  flberarbei- 
tete  Lösung  etn<^r  im  Jnhre  18)3  Ton  der  Kopenbagener  Kgl.  Gceellschaft 
gestellten  Freisaufgabe,  die  unter  dem  Titel  „Commentatio  de  snmmatione  soriei 

.  ^-       _L  -4.      **  an  Weimar  ISIS  «ndiien.  DioSnm- 

mirung  wird  durch  Integration  bewirkt  und  liefert  die  genannten  Furmeln  auf 
S.  17.  Sp&ier  (§  15  ff.)  wird  die  Reibe  als  Differena  aweler  harmonischen 
Beiben  mit  Hilfe  der  Enler*echcn  iomieoDTergenten  Snmmenforael  behanddt 
nnd  di«  Beatimmnng  nach  Erchinger  anigeihhrt  (»qni  antn  pnneos  amm 
msticni,  nnnc  mathcain  apprime  aeiens,  eam  in  Lyeeo  Tnbingenai  doeet"  a.  a.  O. 
B.  57). 
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2ilny 


•  •  •  I  r 

—  kga—S  ^G08y  10g2sil|*^  -■Ülj|l0g2C0B^— cos^X 

Xlog2co8^")j 

Mit  Hüfo  der  Formeln  (32)  und  (33)  oder  (32a)  und  (33a)  lässt 
■ch  jede  unendliche  altcrnireude  Reihe  rationaler  Zahlen,  dcreu 
Koner  eine  arithmotische  Beiho  bilden,  summirea.  Dona  es  ist 

Die  Formeln  geben  ^       allerdings  nur,  wenn  a<*.  Ist  nun 

«  >  6,  etwa  n  pb-\-qt  wo  p  und  q  ganzzahlig  und  q  <^h  ist,  so 
kann  man  die  Reihe  nach  rttckwärts  bis  zum  Nenner  q  fortsetzen 
lad  bat  dann,  indem  man  das  Hinzugefügte  wieder  abzieht 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  aaebdem  p  gerade  oder 
lagerade  ist,  so  dass  wir  anch  schreiben  kflimeii 

(34)  b(p  +  1)  =  (ä-^P-id)]  (3 

Zur  angenäherten  numerischen  Berechnung  von  ©(«),  besonders 
flir  grosse  Werte  von  z,  hat  man  ans  (30),  wenn  man  ffir  C{z)  dea 
Kabernngswert  ans  (23)  setzt, 

(35)  ^i')-2M--^i+i2^--3i;^y+^'^~ 

Fflr  «  —  1  heben  sich  die  UngenaoigkeiCen  dieser  Formel  toU- 
stiadig  ani^  sie  liefert  richtig 
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®(1)  =  log2 

2 

Im  allgemeioen  ist  der  Fehler  für  «     1  kleiner  als  35^,^  |^ 
Wird  in  (35)  noch  nach  Potenzen  von  |  entwidcelt,  so  ergiebt 

sieb 

(3öa)  ®^')  =  L  +  ^~4^--- 

Diese  Formel  ist  anch  sehr  braachbar,  um  die  Sommirong  einer 
endlichen  Qlioderzahl  der  alternirendon  Reihe  sa  bewerkstelligen, 
oder  was  auf  dasselbe  hinanskommt,  den  Rest  der  nnendiicheii 
Reihe,  beim  Abbrechen  nach  einem  bestimmten  Gliede  za  achfttaen. 

Offenbar  ist  nämlich 

(ssb)  um +-...+  ' 


+(-»)-•  (4+-») 

and  auf  das  letzte  Glied  lässt  sich,  wenn  m  nicht  all  zu  klein 
ist,  Gleichang  (35a)  mit  hinreicbonder  Genaaigkeit  anwenden.  Da- 
mit ist  aber  der  fragliche  Rest  bestimmt,  and  sonach  aach  die  Samme 
der  m  ersten  Glieder. 

Setzen  wir  nnn  in  (35a)  z-{-tH  statt  s  und  entwickeln  wir  nach 

Potenzen  von     so  kommt 

also  ist  der  Rost 

(35c)    -^^\^-+„,J=~^^,  +  -^,. 

(2a— &)(2a»— 2fl5— 6«) 

l>i©  Summe  der  m  ersten  Glieder  der  Reihe  1— i-^-i  — «H  ... 

ist  also  um  (—!)"•  (} —     - -f  /  i     ■)  algebraisch  kleiner  als 

\Jtn      4iti-       4m*  / 

log 2,  wie  schon  in  Absdinitt  9.  gefunden  wnrde.  Sollte,  um  ein 
anderes  Beispiel  zu  wahieo,  n  aus  der  Leibuitz'schcu  Reihe 

berechnet  werden,  so  hätte  man  a  »  1,  6     2,  mithin  für  n  selbst 
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Nimmt  man  alio  m  »  lO*  Gliedor,  so  betrttgt  der  Fehler  ÜMt  genau 
eine  Einheit  der  nten  Stelle  hinter  dem  Decimalkomma,  und  zwar 
erbllt  man  diei  nte  Ziifcr  nm  1  zn  klein,  die  darauf  folgenden 
Stellen  aber  richtig,  und  eine  Ahwoichnng  tritt  erst  ivieder  nach  2» 
weiteren  Stellen  ein. 

Es  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  Formel  (35b)  nicht  nur 
dazu  dienen  kann,  die  Sunimirung  der  endlichen  Reihe  auf  die  der 
unendlichen  zurückzuführen,  sondern  dass  danach  eben  so  wol  die 
linke  Seite  berechnet  werden  kann,  indem  man  die  Summation  der 
endlichen  Reibe  soweit  wirklich  ausführt,  dass  zur  Abschätzung  des 
Restes  Oleicbang  (35)  oder  gar  dio  uugcuaucro  aber  einfachere 
Formel  (35c)  genügt. 

So  ist  z.  B. 

i-i-i-i-i+isg) 

Dod  nach  (35) 

@  Q  =0,12  308 

wfthrend  nach  (35c) 

(g  Q  -  0, 12  285 

kommt.    Für  ^  erhält  mau  so  die  Werte  0,  76  535  bzhw.  0,7b524, 

deren  erster  dem  wahren  Werte  0,  7^53  98  natflrlich  näher  kommt 
Mtn  sieht  leicht,  dass  man  den  Fehler  erheblich  verkleinern  kann, 
wenn  man  aar  einige  AnüsngsgUeder  mehr  nnmittelbar  addirt 

11.  Abgeleitete  Beihen.  Werden  alle  Glieder  der  Reihe 
€  positiT  genommen,  so  geht  sie  in  die  divergente  Reihe  8  Uber 
sie  convergirt  also  nnr  bedingt  Convergenz  und  Summe  der  Reihe 
sind  daher  abhftngig  von  dem  Yerhältniss,  in  welchem  die  positiven 

und  negativen  Glieder  in  den  ersten  n  Gliedern,  als  deren  Grenz- 
wert  die  Summe  der  Reibo  anzusehen  ist,  auftreten.  Wie  schon  in 
der  Einleitung  und  im  §  4  angedeutet,  ist  die  Untersuchung  dieser 
Abhängigkeit  mit  den  hier  gegebenen  Mitteln  sehr  einfach  ausführ- 
bar. Der  einzuschlagende  Weg  ist  derselbe,  dem  Herr  Natani^ 
uofolgt  ist,  nur  dass  wir  keinen  Gebrauch  von  bestimmton  Integralen 
machen. 


1)  A.  a.  O.  a  SS7. 
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Wir  leiten  aus  der  gegebenen  Reihe  S  eine  neue  ab,  in  der 
positive  nnd  n^gfttive  Glieder  nicht  mehr  in  gleicher  Anzahl,  sondern 
im  Verhältnis  p:q  vorhanden  sein  sollen,  und  zwar  so,  dass  wir 
die  ;)  ersten  Glieder  der  gegebenen  Reihe  unmittelbar  auf  einander 
folgen  lassen,  dann  die  q  ersten  negativen  Glieder  einschalton,  dann 
wieder  p  positive  und  q  negative  Glieder  nehmen  u.  s.  f.  Da  p  und 
q  als  endlich  vorausgesetzt  werden,  besteht  die  uouo  Reihe  aus  alter- 
nirendcn  Gruppen  von  endlich  vielen  Gliedern.  Diese  Gliedergruppen 
werden  schliesslicli  unendlich  klein;  ob  sie  beständig  abnehmen,  ist 
nicht  ohne  weiteres  ersichtlich.  Hier  gciiü^'t  aber  auch  die  erstero 
Eigenschaft  zur  Convergenz,  da  sich  leicht  ergiebt,  dass  die  Summe 
einer  endlichen  Anzahl  der  Gruppen  Bich  mit  wachsender  Anzahl 
einer  festen  Grenze  nähert  Fassen  wir  nämlich  die  beiden  ersten 
Gruppen 

und 

1         1  1 


M+1     «+3  «4-3g--l 

zu  einem  Gliede  n,  der  neuen  Reihe  zusammen,  so  können  wir 
/)  >  <2  vorausgesetzt,  schreiben: 

und  erhalten,  wenn  wir  np  und  nq  statt  j»  und  q  setsen,  die  Summe 
der  2»  ersten  Gruppen 

Vn{M)  «   1  +  -  1  +  .  . . 

+  -2+«ff+2 


+ 


2 

also,  wenn  wir  inr  Orenze  übergeben,  und  beaebten,  das«  uacb  (3) 


lim  "P-i  1  p 

»=»     —  -  log 
•f+i  _ 

2 

ist, 

(36)  ilog^ 
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Fir  q'^p  hAtte  aum  gMis  ebeiuo 


•  •  • 


1 


miUiia  dauelbe  KesaltaL 

Die  Summe  der  2«  ersten  Gruppen,  odrr  Her  "(/»-l-'i)  ersten 
EinzolgliediT,  der  neuen  Reihe  bleibt  also  mit  wachsendem  n  end- 
lich; da  nun  ein  Oseilliren  der  Reihe  dureh  das  sthlicssliclio  Ver- 
schwinden der  Gru])pen  ausgeschlossen  ist,  muss  die  Reihe,  auch 
weDD  man  an  anderer  Stelle  abbricht,  demselben  Grenzwert  zo- 

Es  ist  dcntlich,  wie  die  ursprüngliche  und  die  neue  Reihe  sich 
ftr  jedes  eodlicbe  »  am  eine  Anzahl  Glieder  unterscheiden,  die  mit 

wtehsendem  n  selbst  eine  vnendlicbe  Reibe  mit  der  Summe  ilog^ 

bilden.    Ist  so  versehwindet  dieser  Betrag,  und  die  ah^^e- 

leitete  Reihe  bat,  wie  zu  erwarten  war,  dieselbe  Summe  wie  die  ur- 
sprüngliche. 

Die  Wertändern  ng  ist  übrigens  einerseits  von  s,  andorerseis 
such  davon  unabhängig,  wie  die  einzelnen  Glieder  innerhalb  der  2n 
ersten  Gruppen  angeordnet  sind,  da  es  bei  der  Ermittelung  der 
Sanne  aar  daraof  anlcMii,  wieviel  Glieder  jeder  Art  vorbandeii 
wsreo.  — 

Die  Trennung  der  Fälle  p  >  q  nad  p  <  g  Ittsst  sich  aaf  fol- 
gende Art  vermeiden.  Schreiben  wir 


1  1  1 


«-i-2p— 2     «4-1     2  4- 3 


so  ist 


=  c>^.G)-cv-.  ('4') +'•'«.: 


2 


slso  Ahr  MSEOD 
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2i/w^cß)-c('4i)+iog; 

woraus  sich  nach  (29)  Formel  (36)  ergicbt. 
BtupkU.  £a  war 

Für  s  —  1  hat  man 


Demnach  ist 

6(1)  "  log2j/| 


80  dass  man  die  Logarithmen  hellehiger  rationaler  oder  qaadratiach 
irrationaler  Zahlen  dorcfa  die  reciproken  natürlichen  Zahlen  dar- 
stellen kann.  —  Für  j»  «  l,  9  »  4,  erhftlt  man  so: 

0  =  i-i-i-i-ik+i-A-A   

Eine  Eutschcidung  darüber,  ob  die  Glicdorgmppen  beständig 
abnclimcn,  oder  aber  bald  steigen,  bald  fallen,  lässt  sich  mit  Hilfe 
der  Formel  (22)  gewinnen ,  da  jede  Gruppe  als  ein  Ausschnitt  einer 
harmonischeu  Reihe  anzusehen  ist.  Bezeichnen  wir  die  ikte  Gruppe 
mit  VI,  so  ist  die  »te  positive  Gruppe 

 L   j  ?L-_    .        .  1 

also 

Ebenso  gilt  für  die  nto  negative  Gruppe 

 ?__   ,      .   L_ 

Kach  (22)  ist  nuu,  für  hinreichend  grosso  m  und  ni^ 
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.     m  ,  1/   1  1  \ 

-  S^,{x)  =  log  ^  +  2  -  j 

•Im,  wenn  «ir  ^  «  «  setzen 

np-l-\-x  \(  1  t  \ 

l(        '  -     l  ) 

12  \(n2>-  ("i^  -p  -  1  +*)V 


1     .  j 

Entwickeln  wir  nach  Totenzen  von  so  wird,  weuu  wir  nur 
die  beiden  ersten  Potenzen  berflcksicbtigen 

SetiM  wir  bieriii  «+1  lUU  •  and  t  statt  f,  lo  erhalten  wir 

ind  ebenfalls  ans  2vt$t^\,  fOr  n+ 1  statt  n 

2«*,fi-^+2^,(-l-^) 

Demnach  ist 

and  zwar  bis  auf  Grössen  von  der  Ordnung      genau.    FUr  einen 

UnieicheDd  grossen  Wert  ton  «  haben  also  die  Differenzen  «im- 
und  «kl— «snfi  hzhw.  dieselben  Yoneichen  wie 

tp,  »  -  4-  - — '   und  10.  —  2— «r^ 


L.iyu,^uu  uy  Google 


158  Simom  DU  karmoitüeU  JUän, 

Sinti  M',  utul  f<%  heide  jxtsitir,  so  nehmen,  vnn  jenem  n  an^  die  Glieder- 
fft^up/H-u  Jn^Mändig  ab.  Dies  ist,  wie  leicht  ersichtlich,  für  ganz  belie- 
bige Werte  p  uud  ti  der  Fall,  sobald  {z  als  reell  voraasgeeetzt) 

0<.<  1 


ist,  da  dann  aoeh  in  demselben  Inlemll  liegt,  mitbin  sich 
zwischen  1  und  2  bewegt  hubetondere  gilt  diet  abo  von  aUen  auf  die 
in  Rede  stehende  AH  au»  der  ^^pecieUeii^  harmomadkn  Reihe  abgeleileten 
Reihen. 

Ist  aber  z  >  1  oder  jiogativ,  so  hängt  das  Vorzeichen  der 
Grösscu  w  vou  der  Wahl  von  p  und  g  ab.   Ist  z.  B.  x  —  2,  so  ist 

also  negativ,  wenn    —  1,  q  ^  3  ist.   lu  der  Tat  ist  daun 

1     ,   1  10eit>  -86n-l 

*  Gn— 3"^  Ött  -  1     6»H-1     2l6ii«— los»«— 6it4-a 

1  1 

3 

nud  schon  von  n  —  1  an  «sn-i  <  «te,  aber     >         >  «1,^.1, 
so  dass  in  der  Reihe 

-  @(2)H-ilog|  =  1  -log2V3 

die  Gruppen  von  Anfang  an  abwechselnd  steigen  und  fallen.  Man 
Icann  also  durch  passende  Wahl  von  p  und  q  leicht  Reihen  von 
dieser  BeschaiTenheit  herstellen,  die  trotsdem  convergiren. 

Uebrigens  ist  auch  ohne  die  Beziehung  »r, -|-»^»  =  2  klar,  dass, 
wenn  eine  der  beiden  Grössen  */•  negativ  ist,  die  andere  nicht  auch 
negativ  sein  kann,  denn  sonst  wiiiden  die  Gruppen  best&ndig  zu- 
nehmen, könnten  also  nicht  unendlich  klein  werden. 

Ist  9  —  !>,  so  fällt  e  ganz  heraus,  es  wird 

1  2p  -1 

»1  =  "1  =   

l>  P 

d.  b.  beide  sind  stets  positiv,  Gruppen  au»  gMeih  vielen  GUedem  fallen 
»ddieteikk  beetäiuUfft  au»  wddier  hamumiei^  Reihe  man  audk  die  GUeder 
entnehme. 
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13.  Yerallgemeinerniig.  Es  liegt  nahe,  die  OUedemhl 
kt  atteroirenden  Gruppen  in  der  abgeleiteten  Reihe  variabel  n 
■chen.  Bezeichnen  wir  sie  nit  ji«  ÜBr  die  positiven,  fflr  die 
MgatiTen  Glieder,  so  beginnt  die  nene  Beihe  also  mit  den  ersten 
fotäHna  Gliedern  der  nrsprangliehen,  dann  folgen  die  ersten  ne- 
ptifen ,  dann  die  nächsten  positiven  nnd  ^  negativen  Glieder 
1. 1. 1  Sduneiben  wir  noch 

M  ist  also  die  »te  positive  Groppe 

^  _JL_-L__1__J.       j_  1 

ud  die  darauf  folgende  nte  negative  Gruppe 

_  l  I    1  .        .   L_ 

M  dssB  also  die  Summe  der  ersten  2«  Gruppen 

"  i     irf2+  •  •  •  +  «+2  ^2 

iit,  woraus 

Ks  «eien  nun  f»H  und  so  gewählt,  dass  Fm  und  mit  n  un- 
ttdlich  werden. 

W&re  nämlich  etwa  limP»  eudlich,  so  mOsste  lirnjo»  —0  s^n, 
abo  bei  einem  gewissen  «  unter  1  rinken ;  dies  bedeutet  aber 
eis  Anfbören  der  positiven  Glieder.  Wäre  dann  auch  Mm  Qn  end- 

lick,  so  brtche  die  Reihe  ab,  während  bei  limgn  ^  1  die  negativen 

Glieder  weiter  laufen  nnd  die  Reihe  divergent  machen  wttrden. 

Werden  aber  Pn  nnd  Qn  beide  unendiich,  so  ist 


n  iToD       -  ® <*) + *     [lim  f 
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Lim  r_'„  bleibt  also  ciKilich  mit,  lim  /*„  :  (^.  Kommt  noch  hinzu, 
dass  die  Ciruppcn  v  dio  Null  zur  (irtuzo  habcu,  so  eonvergirt  dio 
neue  Keihe,  und  ihre  Summe  wird  durch  Formol  ('i7)  anü:of,'ol)eii . 
Ist  daf^o^en  lim  ?-2,,-i  =  linw^»  endlich,  so  wird  dio  nono  Reihe,  als 
Summe  der  einzelnen  v  aulgofasst,  in  den  Grenzen  lim  11»,,  und 
Iim(r2i»4~<^i  0  osciliireD;  iuUesseu  würde  dauD  jede  der  Reihen 

2  (t>a-i — m)  —  lim       und  v,  —  S  (i^  —  «2»  f  i)  =s  lim  Vtm^\ 

als  converi^MMit  zu  bezeichnen  sein,  und  je  nach  der  Definition  der 
ucucin  Ueihe  durc  h  die  eine  oder  diu  audcre  Funu,  bat  sie  dauu  die 
eiue  oder  die  andere  Summe. 

Zar  UDtersnchttDg  von  « oo  bat  man 

also  nach  (3) 

21imya,-i  -=  log^lira^f^)  —  log  j^lim 
(38)  nnd  ebenso 

81!»«.  =  log(lim^)  =  log  [um  (1+  J 

vqo  wird  also  immer  und  nur  dann  verschwiaden ,  wenn  Pn  aud  Qm 
stftrker  nnendlich  werden,  als  pn-i-i  aud  qn^i, 

Jicisp/rlr.  Die  Voraussetzung  lim/H=«',  lim  Q  od  ist  erfüllt, 
sobald  die  Keilien  Pi-{-p^-\-  ..  .  ,  <Zi~l~(/s~i~  •  •  •  diver>iiren,  zunilcbst 
also  siclicr,  \Tcnn  auch  ;),,  nnd  tj,,  mit  «  unendlich  werden,  so  dass 
dio  Gruppen  schliesslich  selbst  unendliche  lleihon  bilden.  Dass  dio 
Convcrgenz  der  dann  entstehenden  Doi)pelrcihe  nicht  ausgeschlossen 
ist,  zeigt  sich  in  dem  Falle,  wo  jhi  uml  fj„  ganze  rationale  Functio- 
nen von  n  sind.  Sei  ;)„  vom  Grade  r,  <^„  vom  Grade  *,  so  ist  In 
vom  Grade  r4-l}  Qh  vom  Grade  uud  da 

so  folgt,  aoch  ohne  dio  Bcuutzuug  von  (3ÖJ  uunüttelbar,  dass 

lim«8»«>i  ~  lifflc^N  =  0 

Pn 

ist  Lim  ^  wird  nan  nor  dann  endlich  nnd  von  null  verschieden, 
wenn  beide  Functionen  von  gleichem  Grade  sind,  also  r     •  ist;  Ist 


r^«,  80  wird  der  Qaotieut  oo  oder  0,  der  Logarithmus  dessolbeu 

ilio  :L®9       die  «-Reibe  divergirt 

So  erb&lt  man,  um  einen  ganz  einfiMhen  Fall  zu  wählen,  fflr 
f  •  1,  p  =s  ],  9  —  n,  die  Reihe 

i-(i)+i-a+t)+i-(i+T^+tS)H-i 

"~  {^"h  +  •  •  •  +       -\  •  •  • 

Die  allgemeinen  Glieder  derselben  sind 

1 

aod  da 

1         ,         .  1 
—  «/-  _  1 1 _l_ OT"  •  •  •  "T , 


Trotzdem  nun  <C  j^^_^^^y  also  limvi»  ^  0  ist,  wird  die 
Beibe  mit 

logö--  log 


negativ  unendlich  und  giebt  so  eiu  einfaches  Beispiel  für  eine,  trotz 
der  unbegrenzten  Abnahme  der  Glieder,  divergente,  alteruireude  Reihe 
(Vgl.  §  3.) 

Iii  aber  «  =  r  und  pn  —  orn*'-h  •  •  •  t  fl»     hrn'-h  •  •  • «  so  ist 

*  m.    Pn       Or  9n 

hm  ^     i-   —  lim 

l 

Die  Soramenänderung  hängt  also  nur  von  den  Coefficienten  der 
höchsten  Potenz  in  pn  nnd  qn  ab,  so  dass  wir  den  Satz  aussprecheu 
köQuen : 


l)  DasB  die  ganz  ähnliche  Reihe,  weiche  man  erhält,  wenn  man  umgekehrt 
psa,  9=s  1  wiblt,  eine  gleichfUU  diTMyeote  «Umitelhiiig*  toBdlM  1  —  4 
• . .  ist,  bat  H«rr  Lioonei  in  dir  sehott  angeitkbrten  Note  naeb* 
lewfeMiu  (Monn  Amialsi  de  Math.  1879.) 

AiA.  4«r  Matli.  «.  PkjB.  2.  R«ili«.  T.  ?UI.  1 1 
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Sind  pn  M«<i  9m  gonzzahlige^  ganze  rationale  Functionen  gleichen  Grade» 
vm  n,  %aul  biUlet  man  aus  den  GUedtm  der  allernirendai  harmmUfcken  Reihe 
eitle  neue  Reihe,  in  der  auf  Je  pn  pomtive  Glieder  der  ersteren,  je  nega- 
tice  Glieder  der  seihen  folgen  ^  90  coneergiri  die  neue  Heäu,  und  Hu-e  Summ^ 
Ubertri/fi  die  der  ersten  um 

lusbesonderc  wird  keine  Suramenäudcruug  stattfinden,  wenn  die 
Coefficientcn  der  höchsten  Potenz  in  und  gleich  sind.  Dem- 
uach  ist  also,  für  ;)«  =  2n — 1,  qn  =  2«, 

i-(*+i)+(i+H-«-(i+i+A+A)+  - . . .  -  logä 

und  &bnlicb 

(1 + 1) -(*+ » + A) + (*+V»+ A + A)  -  (A + A+A+VrWr) 

•  •  4 

Sind  die  Functionen  p»  und  qn  vom  Grade  0,  also  constant,  so  ent- 
steht Formel  (36). 

Ein  Beispiel  für  den  Fall,  dass  die  Gruppen  für  w  =qo  nicht 
der  0,  sondern  festen  endlichen  Grenzen  zustreben,  bietet  sich,  wenn 
Ph  und  qn  Expouentialtuuctiouen  sind.    Sei  etwa  pm  »  a**'^  und 

1,  also 

SO  ist  nach  (38) 

]im2pfti-i  -»  log  ^lim         —  log« 

Die  i'-iieihe  kann  also  nur  couvergiren,  wenn  auch 

Um2o2N  —  log«, 
was  etwa  durch  die  Wahl  von 

qn  —  «^»+*«-«(Ä  <  a) 
zu  erreichen  ist.   Man  bat  dann 

llrnFsH  -  @(«)+ilogl  -  @(«) 

nnd 

lim  rsb»+i  —  @(»)  +  i  log  a 

00 

£vk  wird  zwischen  diesen  beiden  Werten  oscilliren,  wofern  nicht 
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darch  Zasammenfassung  je  zweier  anfeinaudcr  folgender  Glieder  in 
B  der  oben  angedeuteten  Weise  fOr  die  Convergenz  gesorgt  wird. 

Wir  woOen  noch  Aber  dts  GrOneDTerhittiiis  Mfeuuate  löl- 
gnderGrappeii  dieielVe  Untenachnng  antteUen,  wie  sie  in  Abschnitt 
11.  M  eoastaater  Güedenstbl  p  und  q  gefifthrl  wnrde.  Wir  hraochen 
ii  doi  dortigen  Ansdrackon  ftr  «sm-i  und  vs»  nnr  P»  statt  Mp  nnd 

tfitt  «9  SO  schreiben  y  nm  die  jetst  in  fVage  kommenden  Werte 

z 

a  eriialleDi  demnach  ist,  wenn  wir  noch  2  =  ^  setzen, 
nd  ftr  hhird^end  grosses  «,  wieder  nach  (22) 

Hier  können  wir  abbrechen,  wenn  wir  bei  der  Entwickelnng  nach 
PMsnzen  Ton  uns  mit  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  begnügen 
loUeo.  £s  wird  so 


2v2h  — 


1  — 


^  die  Formeln  ftr  tfa»  nnd  V2n^i  wie  früher  ans  dem  Werte  von 

abgeleitet  sind.  Um  die  Vorzeichen  der  Grossen 
^  na^v^^i  nntersncfaen  sn  können,  wollen  wir  voranssetsen,  pn 
^  fi  seien  ganze  rationale  Fnnctionen  gleichen  Grades  von  n  nnd 
talbea  wie  vorher  bezeichnen.  Dann  ist 

Pn  —  flr  W  +  ar-lii?A'^-l+  .  . . 
1  1 

nd  ffir  naseren  Zweck  genflgt  es,  sn  wissen,  dass  diese  Summen 
^Form 

II* 
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besitzen       Wir  liabeu  bieroacb  uüralich 
also 


vnd,  wenn  wir  wieder  bei  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  stellen 
bleiben, 

"    «  n«    Vr  Or         2  y 

Da  wir  [die  Fnnetionen  p  und  9  mindestens  als  linear,  also 
r^l  voraussetzen  können  —  der  Fall  r  —  0  ist  in  Absclinitt  11. 

erledigt  —  so  wird  das  in  v2m-i  auftretende  Glied  schon 

Ar  r  «  1  mit  Gliedern  dritter  Ordnung  beginnen,  also  fttr  nns  nicht 
mehr  in  Betracht  kommen.  Wir  haben  daher 


r+1 
n 

n 

n 

mithin 


r-|-l  ör-A  1 

Für  hinreichend  grosse  Werte  von  n  sind  folglich  die  Voneichen 
dieser  Differensen  dieselben  wie  die  der  OrOssen 

«.--»;——.  «i-r-«, 


1)  Eine  elementare  Herldtang  dieier  Eigensdiaft  findet  laan  in  den  selKNi 
oben  nngeltthrten  Anfntie  ,Znr  Srnnmalion  nndlleher  Beihan  n.  n.  w.*  (Arehiv 
d.  Math.  T.  IV.  8.  107.) 
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MBieh  inabbftngig  von  »,  so  lange  aielit  w,  oder  noU  wird,  in 
welchem  Falle  die  ludieren  Potensen  Ton  n  in  Frage  kommen,  deren 
OoeflidenteB  ■  entlialten. 

DaB  beständige  Fallen  der  Gliedergrnppen  von  einem 
fowifiea  n  an  ist  also  bier  an  die  Bedingung 

gakatpft 

In  den  beiden  oben  gegebeneu  Reihen  fUr  log  2  und  ^  ist  tc^ 

— also  die  Bedbigong  erfittlt,  während  für  i»«»«,  g»—»— 1 
lidi  w,  s  —1, 1%  —  8  ergiebt,  so  dass  in  der  Beibe 

Ton  einem  gewissen  Gliede  an  jede  positive  Gmppe  sowol  kleiner 
iit  ah*die  voibergehende  wie  aveb  ab  die  folgende  negative  Gmppe. 

18.  Der  ScblOmilcb'sche  Sats  verallgemeinert  Wie 
hl  der  Einleitnng  erwibnt,  bat  Herr  Pringsbeim  eine  lletbode 
gflgebea,  nm  die  Wertrerftndemng  einer  bedingt  convergenten  Beibe 
unter  Umstftnden  anf  die  einer  andern  znrttckxnfiDbren.  So  f&brt 
der  ebenda  genannte  Satz  von  Sc hlö milch  die  Wertändernng  einer 
beliebigen  convergenten  altemirenden  Reihe  für  den  Fall,  dass  die 
positiven  nnd  negativen  Glieder  nicht  mehr  in  dem  Verhältnis  1:1, 
sondern  in  dem  Verhältnis  p  :  q  auftreten,  auf  die  entsprechende 
Wertänderung  der  harmonischen  Reihe  zurück,  die  hier  in  §  11  er- 
mittelt ist.  Wir  wollen  diesen,  in  so  enger  Beziehung  zur  harmo- 
nischen Reihe  stehenden  Satz  elementar  herleiten,  dabei  aber,  wie 
in  §  12,  statt  des  constanten  Verhältnisses  p  :  q  das  variable  j'n'Sn» 
sowie  die  Bedingang  Pqo  — oo,  Qao^<»  einfahren. 

Zwei  divergente  Reihen  positiver  Glieder 

Wien  nsn  n  der  bedingt  convergenten  Reibe 

«d— «t+i%— niH — ...«—  ü 

vereinigt,  wobei  nldit  erforderiieb  ist,  dass  die  u»  ndt  ungeradem 
Index  demselben  Büdnngsgesetz  folgen,  wie  die  Glieder  mit  geradem 
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Index.  IT*  Mi  die  Samme  der  ersten  h  Glieder.  BUdea  wir  jetifc 
die  neae  Beihe 

(ttj  +  Uj-J-  .  .  .  H-«2p.-l)  — (m,  +  "4+  •  •  •  +«27,)  +  —  .  .  . 

80  ist  (boi  derselben  Bezeichnung  wie  in  §  12)  die  mit  einer  wgßr 
tivcn  Gruppe  abbrechende  Somme  der  ersten  2«  Gruppen  oder 
EinxelgUeder: 

Je  nachdem  nnn  P»  >  Q»  oder  Q»  >  P»  ist',  wird  im  Yer- 
gleich  mit 

p^^Q^  Degative  Glieder  weniger^  oder  Qh-*P«  solche  Glieder  mOr 
enthalten,  so  daaa  wir  achieiben  l^dnnen 


SB     Zu»,  wenn  P»  >  Q» 

»^2;ttj»,  wenn  Pii<Q» 

Ziehen  wir  nnn  nach  der  Pringsheim 'schon  Methode  die  har- 
mouiscbe  Reibe  zur  Yergieicbuug  heran,  indem  wir  schreiben 

* 

80  niuäs  es  zwischen  dem  kleinsten  und  dem  grössten  der  Werte 
einen  Mittelwert      geben,  dergestalt  dass 

bt  nun 

lim 

wo  m  endlich  (nach  0)  oder  unendlich  sein  kann,  so  nimmt  auch 
jedes  der  Producte,  deren  Mittelwert  If«  ist,  flr  »  »od  den  Wert 
m  an,  so  dass  anch  limJUSi  mit  diesem  flberäinetimmeB  miss,  ud 
wir  erhalten 
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m  limFft.  =  ü+  ^  Ji;^*^ [».1*,  log 

üQd  zwar  auch  für  den  Fall  P„  <  Q»,  da  dann  zwar  Pn  und  Q„  zu 
vertauschen  sind ,  dafür  aber  der  Logarithmus  das  negative  Zeichen 
bekommen  muss,  und  beide  Operationen  einander  anflieben. 

Im  ttlnrigen  gelteii  auch  ftrFomel  (80)  die  bei  (S7)  gemachten 
Beouilningen. 

So  ist  £vk  nur  dann  convergent  und  gleich  Um  Van^  wenn 
limviwf  1  =-  0.  Nun  ist 

Pilfl 

also,  auf  demaelben  Wege  wie  vorher, 
(40) 

Ist  s.  B. 

1 


lowol  für  gerade  wie  für  ungerade  A-,  so  ist 

limnu2M  =  limnitfto— 1  »  0 

Der  Wert  Ton«fHxi,  sowie  in  (89)  der  von  nusMlog^'*    wird  aber 

ansserdcin  noch  davon  abhängen,  wie  r»  und  Q„  unendlich  werden. 
Sind  ph  und  (/h,  also  auch  Pn  und  Q„,  ganze  Functionen  gleich 
hoben  Grades  von  n,  so  wird,  nach  dem  in  12.  Gesagten,  limv2n+i 
"-0  und  limr2H  —  Umr2»^i  —  ü  sein,  also  keine  Wertänderong 
eintreten.  WAbxend  dort  dagegen  die  neue  Beihe  divergirte,  sobald 
der  Orad  der  Ftinctionen  ein  Terscbiedener  war,  wird  hier  die  Con» 
Velgens  noeh  statthaben,  wenn  der  Grad  von  pn  und  der  von  ^ 
sidi  am  eine  Einheit  unterscheiden*  Denn  ist  demgeoEss  etwa 

P»  a»  0^.1«''+*+  . . . 

so  ist 

■+£  +  •••) 


«ua^.iogQ^  -  t  log(2«-i-l) 
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nftliert  sich  also  der  Grense  |.  Da  ausserdem  limvan^i  —  0;  so 
converigiEt  die  neue  Beibe,  and  ihre  Somme  flbertrift  die  der  nr* 
sprflogiichen  um  |,  während  eine  Yermindening  nm  }  eintreten  wird* 
wenn  P»  Yom  Grade  r,  Qm  vom  Grade  r+1  ist  Von  dieser  Be- 
dingung abgesehen,  sind  also  sowol  die  Grade  als  die  Coeffidebteo 
der  für  pn  und  qh  zu  wählenden  Functionen  ganz  gleicbgOltig.  C(e. 
legonilich  sei  noch  bemerkt,  dass  zwei  solcher  v-Roihen,  wenn  in 
der  einen  in  der  andern  qn  den  höheren  Grad  besitzt,  hiernach 
stets  die  Differenz  ±,1  ergeben,  so  dass  danach  die  Einheit  auf  nn- 

zfthlig  viele  Arten  dorch  Brftdie  Ton  der  Form  j^i^g  f)  '^^^ 
stellt  werden  kann. 

Sind|)  und  7  constaut,  so  geht  (39)  in  den  Seh lömi loh 'sehen 
8ats  über,  wonach  die  Wertäuderung  der  u-Keibe 

ilog|.Um(ntt») 

beträgt  — 

Yersagen  wfard  Formel  (99)  nnr  in  den  Fftllenj^  wo  die  Wert- 
äademng  in  nnbestimmter  Form  erschdnt  Dies  tritt  ein,  wenn 

Pn 

lim        0  oder  co  mid  gleichseitig  UmmiiH  «  0 


sowie,  wenn 


lim^  =  1  und  dabei  hmnu^n  =» 


ist.  Da  in  diesen  Fällen  der  wahre  Wert  von  0 .  od  davon  abhängt, 
in  welcher  Weise  P,,  und  Qn  unendlich  und  u-in  uuU  wird,  lassen 
sie  sich  nicht  erledigen,  ohne  über  diesen  Paukt  besondere  Voraus- 
setzungen zu  machen. 

Dabei  ist  ferner  an  beachten,  dass  zwar  mit  limmvu—oo  aach 
jedes  der  Prodncte 

und  also  auch  ihr  Mittelwert  Mn  imendUdk  wird,  dass  aher  der  Ona 
des  Unendlichwerdens  —  und  auf  diesen  kommt  es  wesentUefa  an  — 
für  den  Hittelwert  i  allg.  nicht  derselbe  sein  wird,  wie  fittr  »na».  Ist 
2.  B. 

-  JL 
~  VA 

Pn  —  2an+b 
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iIm 

Pn  -  «(««+11)+*» 
Q»»-a  (»*+!•) 

ao  siod  jene  Producte  die  Glieder  der  Reihe 


Pn  _k_       ail«4-an-f  iw  |  /k 


ind  jedes  derselben  wird  co  wie  »j/g  wfthrendfmiM«  j/^  weniger 
iltfk  «  wird. 

Bitweilen  —  ond  so  ancb  hier  —  führt  aber  schon  die  Be- 

Pn 

merkoDg  zum  Ziel,  dass  der  Ausschnitt  ^uu ,  der  f(ir  P»  >>  Qu  die 
Werttederang  darstellt,  swischen  den  Grenzen 

und  — 


Bcgen  moss.   Fttr  unser  B^pid  fidlen  nimlich  beide  Grenien  in 
h 

dem  Werte  —p=^  zusammen,  der  mithin  die  Wertänderang  angiebt 


die  udi  (39)  in  der  Form  oo.O  endieinen  wlirde. 

Ob  limf^N-f-i  verschwindet,  darf  in  solchem  Falle  ebensowenig 
nach  (40)  beurteilt  werden,  da  anch  diese  Formel  über  die  Art  des 
Üneudlicbwcrdens  von  Mn  i.  allg.  nicht  den  richtigen  Aufschluss  er- 
teilt. ]Sach  (40)  wäre  der  Mittelwert  für  unser  Beispiel  mit 

limiMtt»-!  —  lim 

ia  Anschlag  in  bringen,  wfthrend 

log  ;  -  log  ^^1+ 

1  2 
Mdi  Potemen  von  -  entwickelt,  mit  -  beginnt   Hiemadi  wflrde 

Hmiiifi  mit       .  ^  venebwinden,  wSlurend  In  Wahrheit,  wie  wir 

lim«fc+i  -  lim  j/j.  »log(l+^')  -  Vää 
za  setzen  ist.  Da  auch 
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on(n+l)  1 

ist,  wird  die  ucue  Keiiie  zwischen  den  Werten 

limFjb,  -  ü+  -|=   and  UrnKj^+i  -  V2a 
oscilliren,  aber  coiiYergiroD,  wenn  wir  sie  in  eine  der  Formen  setzen; 

y2a 

Berlin,  Janour  1887. 
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VL 

Verallgemeinerung  des  £ntsteliungsgeset2^es  der 

Fusspunktcnryen. 

Yoo 

Eduard  Jani8Ch. 


1.  Wir  verallgemcineru  das  Entstehungsgesetz  der  Fusspunkt- 
carren  dahin,  dass  wir  den  Pol  Fauf  einer  Bahncurve  B  gleichzeitig 
mit  dem  Punkte  P  der  Directrix  D  sich  bewegen  lassen.  Wir  er- 
halten dann,  wenn  wir  durch  die  F  auf  die  Tangenten  /  in  dem  ihrer 
(der  F)  Lage  entsprechenden  Punkte  P  der  D  Senkrechte  fallen,  in 
den  Fusspunkten  i"*  derselben  eine  Reihe  von  Punkten,  die  einer 
Cüire  C  angehören,  welche  eine  verallgemeinerte  positive  Fusspunkt- 
corve  der  D  genannt  werden  mag.  Dem  analog  werden  wir  eine 
Tcrallgemeinertc  negative  Fusspunktcurve  der  D  die  Einhttllcndo 
aller  jener  Geraden  t*  nennen  können,  deren  jede  durch  einen  Punkt 
P  der  D  geht  und  normal  ist  zur  entsprechenden  PF.  —  Es  liegt 
nun  die  Frage  nahe:  „Was  ist  erforderlich,  damit  eine  Construction 
der  Tangente  in  jedem  beliebigen  Punkte  P*  einer  verallg.  pos. 
Fusspunktcurve,  beziehungsweise  eine  Construction  des  Berührungs- 
punktes einer  beliebigen  t*  einer  verallg.  ueg.  Fusspunktcurve  leicht 
mdglich  wird?** 

&  Wir  bemerken  ranftchit,  dass  diese  Ck>nBtnictio]ien  snrOok- 
fsiUrt  werden  können  anf  die  iBr  die  gewObnliehen  Fnsspnnkt- 
cnrea.  Es  lisst  sich  ntadich,  wenn  wir  eine  verallg.  pos.  Fass- 
paktenrve  vorliegen  haben,  aaf  jeder  FF*{=p)  ein  Punkt  so 
a^dMn,  dass  die  erste  pos.  Fnsq^nnktsGorve  der  Directrix  D  be- 
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sflglieh  dieses  Panktes  B*  \n  P*  eine  Berfllirong  mit  der  bewaBsten 
venUg.  Fnespanktciinre  eingeht  Ebenso  Icann  im  andern  Falle, 
wenn  wir  eine  verallg.  neg.  Fnsspnnktennre  gegeben  haben,  aaf  jeder 
FPein  ?nnkt  ermittelt  werden,  dem  die  Eigenschaft  snkommt, 
dass  die  neg.  FnsspnnlrtcnrTe  der  D  becOglicb  desselben  anf  der  I* 
snr  Berfibrnng  kommt  mit  der  in  Rede  stehenden  verallg.  Fnaa- 
pnnktearre.  —  Betreib  dieser  Punkte  ^  ist  in  sagen,  dass  die- 
selben nichts  andres  sind,  als  Punkte  der  Enveloppe  aUer  FF^  im 
ersten,  aller  FP  im  zweiten  Falle  und  zwar  ist  der  anf  einer  ge- 
wissen FF*(FP)  liegende  Punkt  F*  identisch  mit  dem  Bertthmngs- 
punkte  derselben,  —  eine  Tatsache,  die  die  Anschannng  ohne  weiteres 
bestätigt.  Wir  brauchen  demnach  jetzt  nur  zu  untersuchen,  unter 
welchen  Umst&nden  die  Ermittlung  der  F*  ein£Mh  von  Statten  geht 

3.  Es  sind  in  Fig.  1.  zwei  benachbarte,  wUlkflrlich  gewählte 
Lagen  der  Punkte  jPnnd  PwlttF^  Fq  und  F^,  Pi  bezeichnet,  femer 
sait  Po*  -^1*  die  entsprechenden  Punkte  der  verallg.  pos.  Fusspunlit- 
cnrve.  Der  Schnitt  der  FqPq*,  i\*  wird  der  su  ermittelnde  Pnnkt 
Fq*,  for  dessen  Entfernung  m  von  Fq  sich  aus  dem  Dreiecke  i^o'^i^o* 
ergibt: 

sin  V 

da,  wie  aus  der  Figur  ersichtlich,  dm  das  Bogcnclement  F^F,,  v  der 
Winkel  bei  J\y  und  i  der  Winkel  bei  Fq*  genanut  wurde.  Nun  ist 
aber  i  offenbar  auch  gleich  dem  Winkel,  den  die  beiden  Tangenten 
in  Pq  und  i\  einachliesscn ,  er  ist  also  ein  Ck>ntingenzwinkel,  und 
wir  haben  daher 

wcuu  (In  das  BogoDclcmcnt  PqPi  und  q  den  Krümmungsradius  für 
Pq  bedeutet.  Schreiben  wir  im  Ausdruck  für  x  anstatt  sin» 

sint  . 

80  erhalten  wir,  weun  für  i  der  eben  gefundene  Wert  subslitoirt  wird, 
da  unter  den  obwaltenden  Ycrhältaissou 

sin» 
t 

zu  erachten  ist: 

.  dm 
»-^sinir^ 

dandt  dieser  Ausdruck  und  daher  auch  ^  beliebige  Lage 
von  i^,  Po  construirt  werden  kann,  müssen  also  die  entsprechen* 
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den  f. 


and  V  coastractibel  aeio.  üieza  ist  notwendig,  dass  m 


1)  eine  aUgemdne  Gonstniction  fttr  den  KrAmmongskrois  eines 
Pnnktes  der  D  gibt,  ferner  daas  es  2)  mAgliob  ist,  stets  das  Yei^ 
bUtaiss  der  gleichseitigen  Geschwindigkeiten  der  einander  entspre- 
ebeaden  Punkte  F  nad  F  anmgeben 


und  endlich  3)  dass  man  in  jedem  Paukte  F  der  Babacurve  B  die 
Tangeute  berzustellen  vermag. 

4.  Wir  nntersnchen  nnn,  welche  Bedingungen  eriUlt  sein 
mflnen,  damit  F*  als  Berahmngspnnkt  einer  FF  constmcti?  er- 
mittdt  werden  kann.  —  Wir  haben  an  dem  Behnfo  in  Fig.  2.  wieder 
eise  Bahncnrve  B  und  eine  Directrix  D  ersichtlich  gemacht,  nnd 
saf  ersterer  dnen  Punkt  jPq,  auf  letzterer  den  ihm  entsprecfamiden 
Po-  Der  Bertthmngspnnkt  Jq*  -^^o*  einer  Tangente  der 
Enveloppe  aller  FP,  ergibt  sich  im  Schnittpunkt  der  F^P^^  wenn 
F|,  Fg  die  zu  Fq,  Pq  bcMiachbarton ,  vou  ihnen  um  dm^  ds  abstehen- 
den, entsprechenden  Punkte  sind.  Nun  bestimmen  aber  die  Ponkte- 
pare  F^  und  Pq,  Pi  auf  den  Verl&Qgerangen  von  rfm,  tU  zwei 
ähnliche  Puuktreiücn  und  das  Erzeugniss  derselben  berührt  oifcubar 
FqPq  in  Fq*.  Mit  Benutzung  dieses  Resultates  können  wir  also  die 
Aufgabe  ,,den  Berührungspunkt  einer  Tangente  der  Enveloppe  aller 
FP  zu  construiren",  zurückführen  auf  die  „den  Berührungspunkt 
einer  Taugente  einer  als  Erzeugniss  zweier  ähnlichen  Punktreihen 
gegebenen  Parabel  zu  ermitteln".  Es  hängt  somit  die  Durchführ- 
barkeit einer  graphischen  Lösung  unserer  Aufgabe  davon  ab,  dass 
die  beiden  Reihen  für  jede  Lage  von  F  und  P  construirt  werden 
können.  Dies  erfordert  die  Erfüllung  folgender  Bedingungen:  Ij  Es 
müssen  ihre  Träger,  d.  s.  die  Tangenteu  in  F  und  P,  constructiv 

Min,  nnd  2)  es  musa  wieder  das  Yerhftltniss  ^  der  gteichseitigea 

Geschwindigkeiten  der  Punkte  F  und  P^  als  das  Verhältiiiss  ent- 
sprechender Strecken  der  F-  und  der  P-Reihe,  allgemein  angegeben 
werden  können.  —  Auf  eine  Darlegung  der  Einzelheiten  der  nötigen 
Constmctionen  brauchen  wir  nicht  einzugeben.  Wir  erwfthnen  Uos, 
dass  man  am  zweckmftssigsten  die  dem  Schnittpaukte  X  der  beiden 
Triger  entsprecbenden  Punkte  ^  und  i7  der  F-  und  JP>Beihe  be- 
nutsen  wird,  wenn  sie  samt  X  auf  der  ZelehenflSche  la  liegen  kem- 
mea.  Im  andern  Falle  wird  man  sich  noch  swei  Tangenten  der 
Parabel  yenchaffen  und  den  Satz  Ton  Brianchon  in  Anwendung  bringen. 


5.  in  dem  Art  sei  es  uns  gestattet  einige  eiufaclie  F&Ue  her- 
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Tonaliebeii,  in  wdehen  sofort  sa  eikeiuieii  ist,  daM  die  Bedingung 

botreffend  3-  erfüllt  wird. 
dt 

a)  BahDcarve  B  uud  Directrix  D  sind  ähnliche  Curfen.  Za- 
geordnete  Pnnkte  F  nnd  P  sind  homologe  Punkte»  ^  iat  dann  oon- 

stant  uud  zwar  gleich  dem  Verhältniss  homologer  Sehaeu  der  B 
und  D.   Sind  heidc  Curvcn  congracut,  so  haheu  wir 


Wir  können  in  diesem  Specialfalle  anter  der  weiteren  beschrftoken- 
den  YorausaetzaDg,  daas  B  nnd  J>  ^n-  oder  mehrÜMshe  Symmetrie 
anfweiaen,  sogar  Bahncorre  nod  Directriz  coincidiren  lassen  und 
erhalten  bei  einfacher  Symmetrie  bloa  eine  ?erallg.  pos.  Fnsspnnkt- 
cnrre,  die  als  Ort  der  Projectionen  aller  Pnnkte  der  gegebenen 
Curve  anf  die  Tangenten  der  qrmmetriscb  gelegenen  definirt  werden 
kann.  Die  verallg.  neg.  Fnsspunktenrve  degenerirt  nämlich  in  dem 
Falle  in  ein  Parallelstrahlenbflschel.  —  Bei  mehrfiicher  (n-facher) 
l^ymmetrie  ergeben  sich  hingegen  zwei  Gruppen  verallg.  pos.  Fuss- 
pnnktcurren  und  eine  Gruppe  Terallg.  neg.  Fusspunkteurren  ond 
swar  enth&lt  die  erste  Gruppe  der  verallg.  pos.  Fusspunkteurven  • 


kommen  wie  bei  einfacher  Symmetrie,  während  die  zweite  Gruppe, 
die  dadurch  charakterisirt  wird ,  dass  F  und  F  sich  hinter  einander 
bewegen  und  zwar  so,  dass  ihre  Entfernung  auf  der  Bahncurve  ge- 
messen stets  coustant  <»  -  Teile  deren  Peripherie  beträgt  (m  und  n 


gaaz),imFal]e»da8s  n  ungerade  ist  ans  (ii~l)Carven  besteht,  von  denen 
je  zwei  congruent  sind,  ist  aber  n  gerade,  so  haben  wir  |  von  ein- 
ander verschiedene  Curven,  wornnter  sich  als  bemerkenswerteste 
diejenige  befindet,  welche  als  Ort  der  Projectionen  aller  Punkte  der 
gegebenen  Curve  auf  die  Tangenten  in  den  diametral  gegenüber 
liegenden  erscheint*). —  Weit  einfachere  Beziehungen  walten  hier  ob 


1)  FOr  die  Ellipse  ist  dies  die  KeelhoflTache  Curve.  S.  Matbesis,  VI,  16: 
„Le  licu  des  projections  d'un  ellipsc  sur  la  taogente  men^  au  poiiU  diam^- 
tralemcDt  oppos^."    In  diesem  falle  wird 


congraente  Curven,  die  so  zu  Stande 


n 


«  —  p  ^  nnv  —  ^,  da  ^  —  1    ™  — 
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tefOglidi  der  vertUg.  Bflgtl  FnaapanktcinnreD.  Die  dnifge  Grappe 
denelbea,  die  Yorhaaden  Ist,  setzt  eine  Bewegang  der  Pookte  F 
ud  P  ToiMs,  die  identisch  ist  mit  der  bei  der  sweiten  Omppe  der 
völlig,  pes.  Fosspankteorven  angenommenett. 

Nun  ist  aber  die  Euvcloppc  aller  FP  unter  dieser  Voraus- 
setzung stets  mit  der  ersten  neg.  Fusspunktcurvc  der  gegebenen 
Cur^•e  ähnlich,  da  deren  (der  Enveloi)pe)  erste  pos.  Fusspuuktcurve 
bezQgl.  des  Centruras  O  mit  der  gegebenen  Curve  ähnlich  ist,  welch* 
letzteres  Moment  sehr  leicht  nachzuweisen  ist,  wenn  man  bemerkt, 
dass  die  Winkel  FOP  alle  unter  einander  gleicii  sind.  Ebenso 
leicht  ist  auch  der  Nachweis  herzostelleD ,  dass  diese  EnTcIoppen 
des  weiteren  mit  den  Tersllg.  neg.  Fnsspnnktcnrren  ihnlich  sind. 
IBthln  können  wir  sagen:  ,^e  Terallg.  neg.  Fasspanktcnrren  sind 
im  Torliegendem  Falle  mit  der  ersten  negat  Foaspnnktcanre  der 
IQgebenen  Carre  bezOglicli  O  ähnlicli^S 

Wir  gehen  nnn  sn  einem  andern  Falle  Aber: 

b)  Bahncurve  B  und  Directrix  D  sind  Kreise.  Die  Punkte 
F  und  P  bewegen  sich  auf  deren  Peripherien  mit  gegebenen  Ge- 
schwindigkeiten gleichförmig  fort,  lu  dem  Falle  siud  offenbar  alle 
Bediuguugen  erftUlt,  insbesondere  ist 


wenn  r  den  Radius  von  R  den  Radius  von  £>,  y  die  unveränder- 
liche Winkelgeschwindigkeit  von  und  endlich  F  die  unveränder- 
liche Winkelgeschwindigkeit  von  P  bedeutet    Man  sieht,  dass  der 

Qaotient  j,  entscheidet,  eb  die  auftretenden  verallg.  FnsBpnnktcarren 

irie  anch  die  Enveloppen  der  FF(FF*)  algebraisch  oder  transoendeat 
werden,  anch  wird  man  leicht  bemerken,  dass  der  speddle  Fall 


ta  rabsnmiren  ist  nnter  a).  —  Es  bietet  aber  gerade  dieser  letztere 
Fin  bezaglich  der  EinhOllenden  der  FP  ein  bemerkenswertes  Be- 
ndtat, weaa  wir  noch  die  Beschrftnknng  einftkhren,  dass  B  nad  D 


ku  Mit  Badviebt  hieranf  ergibt  eich  der  Sats:  «Besebieibt  man  Ober  der 
▼crIiiadiiDgvttreeke  einee  Panktee  A  einer  BIlipM  mit  dem  Xrftmmirogsmittel- 
^kt  des  diametral  gegenSber  liegeDden  elf  Darehmetier  einen  Krdi,  so  be- 
ftlirt  dieier  die  Kcellioff*iche  Cnrre  in  dem  A  entsprechenden  Pnnkte". 


RF 
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coaeenlriieh  liogen.  (Selbstvenandlich  mOisea  die  Bewegwigeii  von 
F  and  P  hier  im  entgegeogeeetieii  Sinne  erfolgen).  Wir  erlaoben 
nnt  die  nfltigen  analytischen  Entwidralongen,  welche  die  Katiir 
dieser  Enveloppe  erkennen  lassen  werden,  hier  ansnfilhren: 

Wir  verlegen  den  Anfangspunkt  unseres  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystemes  iu  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  der  Kreise  B  und 
D  und  leiten  von  den  Lagen 

die  angedeutete  Bewegung  dergestalt  ein,  dass  gleichzeitige  Lagen 
von  F  und  F  die  Coordinateu  haben : 

»  —  rcosv  l  «  i2cos9>) 

ysrsin^l  '  y  — —  Asing») 

Als  Gleichung  der  Verbindnngsgeraden  von  F  und  F  erkalten  wir 
dann: 

y  —  rsinqp^  {R-j-r)  sin  <p 
«  —  r  C089>  (Ä  —  r)  COS  9 

oder  naeh  gehöriger  BedncUon: 

I)  (Ä + r)  xein  y + r)y  cos  y  —  Är  sin  2fp 
Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  9  ergibt  sich: 

II)  (i24-«')«C089  -  (i^— r)ysin9  —  2Jircoi29 

Ans  diesen  beiden  GleicbuDgcn  bestimmen  sich  leidit  die  Werte 
von  m  und  y,  der  Coordinaten  des  Bertthrungspnnktes  der  FF: 


III)         m  «-        COS  9»,        y  -        Sin  g>> 


Durch  Elimination  von  9  aas  den  beiden  Gl^ehnngen  III)  erhalten 
wir  dann  die  Gleichung  unserer  Envetoppe: 

IV)  /-öPr\^  +  r.l7V  -1 


welche  dieselbe  als  die  Evolnte  der  Ellipse 


zu  erkennen  gibt.  —  Mit  Rücksicht  auf  dieses  Ergebniss  könnte 
man  zu  einer  Construction  der  KrUmmung&kreise  für  Punkte  einer 
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Ellipse  gelangen  ').  —  Wir  gehen  hierauf  nicht  ein,  sondern  wenden 
ans  sogleich  der  Untersuchung  eines  weiteren  Specialfalles  za ,  der 
dadarch  gekennzeichnet  ist,  dass  U  und  D  coiacidiron.  In  dem  Falle 
werden  die  Einbauenden  der  FP  congrnent  mit  den  verallg.  neg. 
Fuspnnktcwryeii.  0er  Beweis  hiefDr  kann  auf  folgende  Art  gegeben 
werden:  In  den  Fig.  3  sind  dorcbgebends  zwei  entsprechende  Lagen 
der  P  schlechtweg  mit  F,  P  bezeichnet  nnd  mit  F*  der  zn  F 
diametral  gegonttberliegende  Punlit,  so  dass  F'P  die  der  Tangente 
FP  der  Enveloppe  zugeordnete  der  Torallg.  neg.  Fnssdnnktcnnre 
wird.  Ferner  hat  man  X  als  als  jenen  Punkt  anzusehen,  in  welchen 
die  Anfangslagen  F^  P^  vereinigt  sind.  Demnach  kann  man  fflr  das 
Yerhftltaiss  der  Winkel  FOX  —     POX  —  t  setzen: 

^  °  ^  -  *(C0D8t) 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe  einen  Punkt  X'  auf  dem  Kreise 
derart  zu  bestimmen,  dass  das  Verbftltniss  der  Winkel  F'OX^  «>', 

POX'  =  auch  gleich  L-  wird.    Ks  ist  leichi  abznscbcu ,  zu 

welchem  Zwecke  dies  geschieht.  Stellt  sich  niimlicb  heraus,  dass 
der  für  Winkel  A  'OX-«  5  sich  ergebende  Wert  blos  von  k  abliängig 
ist,  dann  kann  die  Enveloppe  der  F'P  analog  zu  Stande  gebracht 
werden ,  wie  die  der  FI*  und  ist  folglich  mit  derselhen  congruent, 
w.  z.  b.  w.  Dies  ist  aber  tatsächlich  der  Fall,  denn  man  findet  fUr 

gleichgerichtete  Bewegung  der  Punkte  F,  P: 
wenn  ^  «  i  <  1,  (Fig.  3a): 

1-2^ 

I  -  i  >  1,  (Fig.  3b): 


1)  lo  Herrn  Dr.  K.  Schwering's  Schrift:  „Theorie  und  Anwendungen  der 
Liniencoordinatcn  etc.  Lpipii}^  1884".  befindet  sich  anf  S.  77,  Art.  94 
eioe  an«l;tiicbe  Untersuchung  der  „Envoloppcn  aller  FF**,  wenn  ß  und  D 

concMitriBebe  Kreise  rind,  Ar  des  allgendnen  Fell       beliebig^,  welche  des 

bMKrkeoswerte  Resnltet  liefert,  du&s  deren  Brcnnpnnkte  aequidistant  auf  einem 
mit  B  end  D  eoncentrisebeD  Knrfie  gelagert  sind.  Ei  wird  dann  auch  der 
Fan  ift  Betnebt  gesogen,  deei  die  beiden  Kreiie  soseniDen  fallen,  nnd  mit 
ZebOfisiiabiiie  dee  Imaginiren  seger  eine  ellgeneine  Gleiehang  diceer  Btevelo^ 
iMfcMdlt,  ohne  deae  geeegt  wird,  deM  diceelben  mit  den  Qjrklolden  identieeh 
•ieil.  Wir  werden  dice  weiter  nnlen  nechwnien. 

Aldi.  i.  Math. «.  Vhj».  9.  Ualto.  T.  VIQ.  IS 
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und  fUr  eut^egeogcsoUt  gerichtete  Bewegung  derselben: 


wenn  ?  -A;<1,  (Fig.  3c): 
r 


5=  ^ 


1+* 


|-*>  1,  (Fig.  W): 


ib-f  1 


Die  Ableituug  des  eioen  oder  des  anderen  dieser  Aosdracke  geht 
■ehr  eiofiuh  von  Statten.  Es  sei  uns  gestattet  die  vollständige 
Bechnnng  blos  für  Fig.  Sa  hier  anzufahren.  Wir  entnehmen  dieser 
Fig.: 

9'  =:  »—9-1,        V  -  2»— 

daher  erhält  man  fOr     *  ?  — 

^       n — y  —  I 

^  ^  2»  -  ^  -  ^* 

und  hierans  %i 

2v— ^         2*— 1 
9—^  « — 1 

Ebenso  ergehen  sich  die  Werte  von  5  für  die  anderen  Falio.  — 
Wir  /it'hen  aus  diesen  ResuUaltii  vurhiiitig  keine  Consequenzeu, 
sondern  untersuchen  jetzt,  mit  wva  für  Curveu  wir  es  eigentlich  zu 
tun  haben. 

Nehmen  wir  an,  in  den  Fig.  3  bedeute  OX  die  pos.  Richtung 
der  Abscisseuaxe  und  es  sei  ^  ^  pf^^  «(^  —  9^*  wobei  p  stets  pos., 
9  aber  pos.  oder  neg.  sein  mag,  so  haben  wir: 

y  —  ^sinp^ )  y  »  ^  sin  ) 

Die  Yerbindnugslinie  FP  erhält  also  die  Gleichung: 

y  —  psinpfr     sin /)^— sin 
«  — ^  cos  pd^ conp9  —  cos  qd^ 

oder 

a:(8in|)^  —  sing^)  —  y(co»i>v^  —  cesd»)  —  «  sin  {p  —  a)d 
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Kete  Gkkhang  nMh  »  differentiirt  gibt: 

II)  «me±3*-,co.£±s»=,e^^„£__«i^ 

also  bekommen  wir  fur  dio  Coordinaten  des  Berühningspanktes  FF 

die  Werte: 

El  Wien  bud|»  ond  q  pos.,  />  >  3.   Sotzou  wir  iu  deu  Gl.  III): 

p  _  .  g  i?*4-r 

—  Ä+r,  ^=  ,.,   gf>     0),    also   p&  —  « 

oann  eroalteii  wir 

Ä  -I-  r 

«  —  (Ä+r)co«a+rc08  — ^  »  \ 
Hli)  ( 

d.  s.  die  Gleicliimgeii  einer  Epicykluiile,  welche  durch  Wälzung  des 
Kreises  mit  dem  Radius  r  auf  dein  mit  dem  Radius  /*  zu  Staude 
kommt.  —  Dieselben  Gleichungen  hätten  wir  gefunden,  wenn  2]>p 
aDgeDommea  worden  wäre,  und  wir 

0  -  «+r,  -  «.    9»  -  ^» 

sabstituirt  hätten.  —  Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  q 
negativ  vorausgesetzt  wirdj  die  Gl.  III)  küoueu  dann  geschriebeu 
werden : 

p  cos  q9-^q  COSp& 

W  "  ö-   '  "  ■ — 

ttd,  wenn  nnn  gesetzt  wird  (j»  >  «): 
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p—q  f, 

(p-i2-2r) 
dann  ergeben  sich  die  Ausdrücke: 

•  —     (Ä— r)COf«— rcos-     ^0)  ] 
Ill'a)  > 

welche  erkennen  lassen,  dass  wir  eine  llypocykloido  vorliegen  haben, 
die  durch  Wälzung  eines  Kreises  vom  Radius  r  auf  einem  Kreise 
vom  Radius  It  entstehen  kann  —  Dass  das  Resultat  einer  ana- 
logen Substitution  für  den  Fall  p  <s  q  wieder  Gleichungen  einer 
Hypocykloidc  gibt,  ist  vorauszusehen;  wir  braueben  wol  auf  das 
Nähere  nicht  mehr  eingehen. 

Interessant  wiro  es  2a  erfahren,  ob  nicht  nnter  Umständen  die 
Enveloppe  der  FP  mit  der  verallg.  ueg.  Fusspanl^tcnnre  zur  Coin- 

cidenz  kommt.  Um  hierüber  Aufschluss  zu  bekommen,  mflssen  wir 
die  Werte  für  ^'  heransiehen.  Es  wird  dies  offenbiftr  dann  eintreten, 
wenn  die  Gleichung  _ 

erfüllt  ist,  unter  <p  den  Winkel  FOX  verstanden ,  unter  F  einen 

Punkt  der  mit  dem  ihm  entsprechenden  P  in  A''  zusammenfällt,  und 
endlich  unter  m  eine  ganze  Zahl.  —  Die  dies  l)ezüglichcu  Untersuch- 
ungen müssen  für  die  durch  die  vier  Fig.  3  veranschaulichten  Fälle 
für  die  ersten  zwei  für  jeden  separat  und  kOnnen  für  die  übrigen 
zwei  für  beide  zugleich  durchgeführt  werden. 

(Fig.  3a).  In  dem  Falle  ^findet  zwischen  9  nnd"^  (W.  "POX) 
die  Betiehnng  statt:         _  _ 

(n  ganz),  worans  folgt,  da 

^  — ist: 


I)  Wir  bittm  ioeb  nImb  ktantn: 

and  wtttden  dum  mücidiiigs  dn  «nderw  QldehaiigMjtlen  III'«)  bekonma 
habtn,  DsiMlbe  hitte  «hör  nichtadcttoweiiiger  dinelb«  Hypoejrkloid«  dtflnirt, 
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DiMer  Wert,  sowie  der  Atr  ^ 


2k 

n 


eingefBhrt  in 
gibt: 

liienns: 


«-TT* 


9+1  i-i  %m% 

2nk        ,  \—2k 


2m— 1 


9      2(1»+»—])  J2+r 
eine  Gr«Me,  die  Uts&cblich  iür  gaoszahlige  t»  aad  n  stets  kleiner 
als  1  bleibt  Man  eiebt,  dais  das  YerbAttoiss  ^  gleieh  dem  einer 

kJeioeren  ungeraden  zu  einer  grösseren  geraden  Zahl  sein  moss, 
und  da  SS  fernerj,  da  mau  ündet 

r  _2a»+l 
Ä  — 2»  — 1 

das  Verhältniss  dos  Radius  des  rollenden  Kreises  zum  Badios  des 
Gnindkreises  der  entsprechenden  Epicykloide  gleich  dem  zweier  un- 
gerader Zahlen  ist  (Beispiel:  p  —  1,  9  «  2;  m  —  1,  »s  1,  |  —  0; 
Kardioide). 

(Fig.  Sb).  Hier  ist 

abo 

-  2nh 

BOd 

woraus  folgt 

jfe  «.  5  ^  — 3     ^  Ä+ r 

2(m  —  n — 1) r 

welcher  Ausdruck  auch  keinen  Widersprach  birgt,  daher  kann  in 
dem  Falle  die  fragliche  Coincidenz  gleichfalls  stattfinden,  und  zwar 

gsschiebt  dies  dann,  wenn  das  Vorhftltoiss  -  gleieh  ist  dem  einer 

grttasereD  ungeraden  m  einer  Ueineren  geraden  Zahl,  und  die  Ejd- 
cjUoiden  die  hier  auftreten  sind  dtdnreb  cbankterisirt,  dass  dM 
Tertiftitaiss  des  Badios  des  rollenden  zu  dem  des  festen  Kreises 
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gleich  seiu  muss  dem  einer  geraden  zu  einer  ungeraden  Zahl,  denn 
man  bekommt 

r  _  2(w--»— 1) 
(Fig.  3c,  3d).  Mau  bat  in  diesen  beiden  Fällen: 

demnach  resoltirt  für  (p 

und  somit  wird: 
und 

p      2w— 1      g  —  r  r* 

ein  Ausdruck,  welcher  sowol  grössere,  wie  auch  kleinere  Werte  als 
1  annehmen  kann.    Es  ist  also  die  Coincidenz  in  beiden  F&Ueo 

möglich  and  ewar  dann ,  wenn  das  YerfaftltDiss  ^  gleich  kommt  dem 

Verhaltuiss  einer  ungeraden  zu  einer  geraden  Zahl.  Bezüglich  der 
Art  der  Ilypocykloidcn  ist  hier  auch  eine  Bescliräukung  zu  verzeich- 
nen, denn  man  findet: 

r  2(n  —  m)  /  2m— 1 
ä"   2«— 1'    Ä""2n— 1 

mithin  sind  diejenigen  ausgeschlossen,  bei  welchen  das  Vcrhältniss 
des  Radius  des  rollenden  zum  Radius  des  stabilen  Kreises  gleich 
kommt  dem  einer  uugeraden  zu  eiuer  geraden  Zahl,  was  übrigens 

schon  aas  dem  Ansdrack  Ittr  -  ersichtlich  ist 

Uie  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  berücksichtigend,  können 
wir  ungezwungen  zu  folgenden  beiden,  die  hier  aafgetretenen ,  spe* 
cieUea  Cykloiden  betreffenden  Sätzen  gelangen: 

„Ein  Teil  des  gcometr.  Ortes  aller  Schnittpunkte  von  zu  ein- 
ander senkrechten  Tangenten  an  eine  dieser  Cykioiden  ist  deren  In- 
bez.  Umkreises 

nJede  dieser  Epi-  oder  HypoqrUoiden  ist  die  Enveloppe  von  mit 
ihr  ooBcentr.  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  deren  Hanplaze  constant  = 
dem  Durchmesser  des  Um-  oder  Inkreisos  derselben  nnd  deren  ein 
Brennpunkt  die  Cykloide  dorchläaft^*. 
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Hiermit  wollen  wir  mit  dem  sehr  dankbaren  Fall  b)  abschliessen 
aod  nur  noch  korz  eines  weiteren  gedenken: 

c)  Bahncnrve  B  und  Dircctrix  D  sind  ähnliche  ein-  oder  mehr- 
fach schief-symractrischc  Curvon  (klinogr.  oder  axonomctr.  Projectio- 
nen  orthogonal  syrametr.  Curven).  F  und  P  sind  /ugeordncto  Punkte, 
wenn  der  bezöglicb  einer  bestimmten  Symmetralc  symmetrisch  zu  F 
gelegene  Punkt  F'  dem  Punkt  P  homolog  ist  Für  das  YorhältniM 


wenn  wir  mit  7'  den  auf  der  entsprechenden  Symmetralc  gelegenen 

Schnittpunkt  der  Tangenten  in  F  und  F'  an  die  Ji  bezeichnen  und 

unter  k  das  Vcrhältniss  homologer  Sehnen  der  Ii  und  J)  verstehen 

wollen.   Um  alle  Fälle  zu  erschöpfen ,  müssen  wir  die  Zuordnung 

aber  noch  allgemeiner  gestalten     NVir  müssen  nämlich  zwei  Sym- 

motralen  herausgreifen  und  zu  einem  angenommenen  Punkt  F 

ilen  bezüglich      symmetrischen  F,  und  zu  diesem  den  bezüglich 

symmetrischeu  F^  ermitteln.    Zuletzt  zu  F^  den  homologen  Punkt  P 

der  D.  Wenn  wir  danu  bezeichnen  mit  2\      die  beziebungsweite 

iof «, ,     gelegenen  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  F  und  Fi ,  F^ 

.  -       .  . 
und  Ff,  so  haben  wir  fOr  ^ : 

dm      dm    dm^   dm^  FJT 

5"  ^  dü^ '  ^  *  "rfT  Fir'F^t 

uter  dttii,  «Inif,  die  Bogenelemente  In  F^,  verstanden  nnd  vnter 
k  dasselbe  wie  oben. 

Auch  hier  wird  der  Fall  besonders  hervorzuheben  sein,  dass 
k  =  \  ist,  die  Curven  B  und  l>  mithin  congruent  sind,  in  welchem 
Falle  man  noch  weiter  specialisiren  kann,  indem  man  dieselben  zu- 
sammenfallen lässt.  In's  Detail  gehen  wir,  des  geringen  Interesses 
dieser  Curven  wegen,  aber  nicht  mehr  ein. 

Wien,  im  Januar  1889. 


dm  dm  dm* 
dg  "  dm' '  d» 


10  dm'  das  Bogenelement  bei  F'  bedeutet,  erhalten  wir 


dm 
dä 


FT 

Wt 
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Vll. 

Zur  sphärischen  Scbleifenlinie. 

Von 

Eduard  Jaolsch. 


Herr  Professor  Schiffoer  bat  im  5.  Teil  der  sweiten  B^e  dieses 
Archivs  intereesante  Uotersachangea  mitgeteilt  Aber  eine  Corvo  — 
die  sphärische  Schleifeolinie  ,  welche  mich  auch  bereits  vor  lAa- 
gerer  Zeit  beschäftigte.  Ich  fead  diese  Corvo  orsprangUch  als  Ott 
aller  jener  Ponkte  der  (kogelfönnigen)  Erdoberfläche,  deren  geogra- 
phische Länge  gleich  ist  der  geographischen  Breite,  oder  allgemeiner^ 
deren  geographische  Länge  nm  eine  constante  Grosse  von  der  geo- 
graphischen Breite  differirt 

Bezüglich  der  Ciirve  selbst  können  wir  nicht  viel  mehr  bemerken, 
wol  aber  werden  wir  im  Folgeiub^n  uns  eingehender  mit  gcometr. 
Gebilden  bcschäftigcu,  welche  mit  dieser  Scbleifeuliuio  iu  gewisser 
Beziehong  stehen. 

Wählen  wir  die  Erdachse  zur  «-Achse,  die  Ebene  des  Aeqoators 
znr  jty-Ebene  nnd  die  Ebene  des  Anfangsmeridians  zur  «f-Ebene, 
dann  mflssen  wir  einem  Ponkte  P,  dessen  geogr.  Länge  A  =  der 
geogr.  Breite  q>  (k  ^  tp  =  u)  ist,  die  Coordinaten  zuweisen: 

X  «—  rcos^,      y  =  r  sin  «cos        s  =  rsin« 

wo  r  den  Erdradins  bedeutet  —  In  der  citirten  AbbaadluDg  des 
Herrn  Prof.  Schüber  ist  nun  oster  anderem  gezeigt,  dass  die  ste- 
reogr.  Projection  der  Schleifenlinie  ans  deren  reellem  Doppelponkte 
(«  *  r,  ^  »  6,  a     6)  ciue  gleichseitige  Hyperbel  mit  der  Achse  2^ 
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wird.  Hieran  aDknüpfeud  erwähnen  wir,  dass  auch  noch  für  die 
Projectionscontra  (x  =-  0,  y  =  0,  2  —  i  r),  («—  — r,  y  — 0,  «  —  0) 
beitanote  Carven  als  Projectionen  auftreteu. 

Leiten  wir  zunächst  die  Gleichung  der  Projection  aus  dem  Cen- 
trum (/-=•— r,  y  •=  0,  «  •==  0)  ab.  Wir  finden  als  Gleichungen  der 
Verbindungslinie  eines  Curveupuiiktes  P  mit  diesem  Centrum: 

Alto  tiid  fBr  die  Coordioaten  des  Schnittpiinktes  w  denelben  mit 
der  |f»>Ebene  za  setzeo: 

y,  sin  u  cos«     -  sinn 

5-».  •'"''l-fcosV  ^■"''r+coPtt 

nnd  mitbin  werden  wir  die  Gleichuog  des  Ortes  der  /7,  das  ist  dio 
der  gesuchten  Projection  der  Schleifcnliuie,  ci halten  durch  Elimi- 
mlioii  von  u  aas: 

?  =  COSU,  -=     '  " 


1  +  G0S>^ 

rir  fiodeo  leieht: 

die  Gleicbong  einer  Lemniskate  des  BeroonUi 

Für  (x  ^  dy  y  ^  s  —  -f  r)  als  Projcctionsccntrum  bekommen 
wir  dagegen  eine»  Strophoide.  Wir  haben  in  dem  Falle  als  Glei- 
choogen  der  Verbindungslinie  des  Projectionsoentmms  mit  einem 
Carvenpankte  aniosetzen: 

.       coÄ  sioneosu,^^  ,  ^ 

^"sint.rFl^^^''^»  '  -  Ü5T¥T<^^''>»  5  =  i|cotii 

oDd  als  Coordinaten  des  Schmttpnnktes  II  desselben  mit  der  a^Ebene: 

PQr  ^  kann  aach  geschrieben  werden: 

$  —  ±r(8ini»i:l)  —  raisinu) 
Hieraus  folgt  fOr  sint»: 

sinn-i^"*" 
r 
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Mit  Berttcksichtigung  dteiei  Wertet  and  dor  Beziebang  |  i^cott» 
resnltirt  dann  Uftr  coe«: 

$   § — r 
COS«  — ±-  — 

und  wir  erhalten  endlich  darch  SubBlitation  in  Bin^u^-coB^  *  1 
oder  entwickelt: 

(5«-2rig)(|i+,«)+r«|«  =  0 

Uieriu  deu  Factor  |  unterdrückt  oud  ri^  isolirt  gibt: 

die  Gleichung  einer  Strophoidc,  deren  Doppelpunkt  die  Coordinaten 
(4  ~  r,  1}     0)  und  deren  Asymptote  die  Gleichung  §     2r  hat  >)• 

Soviel  wollten  wir  noch  bezüglich  der  Schleifeulinic  selbst  be- 
merken. —  Was  nun  des  weiteren  folgen  wird,  betrifTt  einfach« 
Schnitt-  und  Durdidringungscurvcn  1)  jenes  Kegels  A',  der  die  Schlei- 
feulinic enthält  und  seine  Spitze  im  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
hat,  und  Ii)  jener  geraden  Konoide,  die  eine  der  Cuordinatenacbscn 
zu  Achsen  haben,  uud  auf  deren  Oberfläche  diese  Curvc  cbcufalls  zu 
liegen  kommt. 

Gemftss  der  Definition  des  Kegels  K  können  wir  eine  beliebige 
Erzeagende  deaselben  dant^en  dnrch  die  Gleichnngen: 

if  — l.tgn«      ij  — ^costi 
Hierani  folgt  «ogltich: 


nnd  wir  haben  daher: 


1)  Mit  Hilfe  einer  Knitc  der  Ploniglobien,  die  sich  in  jedem  All«*  ror- 
findet,  knnn  man  eich  difspc,  wie  dns  vorhergehende  Resultat  leicht  veran- 
Rchaulichen.  Verbinden  wir  nfimlich  beispielsweise  Cauf  der  Hauptkartc)  die 
JPunkte,  deren  gcogr.  Coordinnten  sind."  (90"  w.  L.,  0"  Br.) ,  100"  w.  L., 
10  n.  Br.),  .  .  .  (170«  w.  L.,  80»  n.  Br.),  (180«  w.  L.,  90"  n,  Br.),  (10* 
w.  L.,  80«  n.  Br.),  . . .  (80«  w.  L-,  10*  Br.),  (90«  w.  L.,  0«  Br.),  (100* 
w.  L.,  10«  ■•  Br.),  . .  •  cte.,  m  erhalten  wir  eiiie  Lemniskale.  —  Verbind« 
wir  aber  tob  dieien  Punkten ,  etwa  die  auf  der  nOidl.  Halbkugel  gelegenen, 
in  dem  einen  Hebenkirtcben,  welches  eben  diese  Krdhslfte  in  stereogr.  Polar» 
projeetion  dargeitellt,  lo  ergibt  eich  die  Schleife  einer  Strophoide. 
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ib  Gieicliwig  dieses  Kegels.  Selbe  gibt  geordaet: 

ri\l^^il^)  =  in^  oder  1?*  -       -  1?") 
Setan  wir  hierin  (  =  d,  so  erhalten  wir: 

fie  Glei(üiiiiig  eines  in  der  Höbe  (  —  d  zur  x^-£bene  parallel  ge- 
ttrten  Schnittes.  Durch  EinfObruDg  der  Polarcoordinaten  v 
■üteis  der  Relationen  |  »  ^cos9>,  7  ^sin^  nimmt  jene  Gleicbung 
£s  eiafiMshe  Gestalt  an: 

vdcbe  eine  leichte  Coustruction  einzelner  Punkte  der  Curve  an  die 
Hand  gibt  —  Fttr  9  -»  0  wird  p  =>  00  und  =  p  sin  9  =  d ,  so 
dau  die  Geraden     =  ii  ^  Asymptoten  der  Curve  sind. 

Für  *f>  =  ^  wird  q  gerade  —        ttii^l  endlich  für  9  ^ 
gibt  sieb; 

ns  heaagt»  daas  die  Cnrve  im  Ursprang  (der  ein  Doppelpunkt  ist) 
üe  Ordioalenaie  berahrt.  Wir  finden ,  dass  diese  Cure  identisch 
M  Bit  der  Snbtangenten-Ordinaten-Cnrre  des  Kreises  a'+y'  ^ 

Ist  nämlich  ^  —  <'(Subtaug.)  —  ~  und  9  —  y       y  ein  Punkt  des 

IreisesX  so  ergibt  sich  snnichst: 


sad  naeh  Substitation  dieses  Wertes  Ihr  a  and  des  Ar  y(—  ly)  in 

p  -I-     -      oder  »i*;  =  öä«^« 

als  Gleichung  der  Subtangenten-Ordinatencurve  des  obigon  Kreises, 
«eiche  Gleichung  übereinstimmt  mit  der  für  den  Schnitt  unseres 
Kegels. 

Fibren  wir  in  der  Gleichnng: 
an  q  «  d,  so  erhalten  wir: 
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als  analyt.  AeqnivaleDt  des  Schnittes  einer  in  der  Entfentong 
zw  M-Ebene  parallel  gelegten  Ebene.  Diese  Scbnittcorre  bat  in 
Asymptoten:  Die  Achse  der  t  nnd  die  beiden  Geraden  C  ^  ±l9, 
Sie  passirt  die  Achse  der  |  nicht,  folglich  besteht  sie  ans  vier  zn 
den  Coordinatonachsen  symmetrisch  gelegenen,  getrennten  Aeaten, 
deren  jeder  diesen  Achsen  die  convcxo  Seite  zukehrt.  —  Sachen  wir 
dic(ienigen  Punkte,  in  welchen  die  Tangenten  an  die  Cunre  unter 

n 

|-  gegen  die  Ox  geneigt  sind.    Verbinden  wir  zu  dem  Zwecke  ihre 

Gleichung  mit  der  eines  Kreises  um  O  mit  dem  Radius  q,  so  haben 
wir  nach  Elimination  von  C  aus  den  beiden  so  sich  bietenden  Glei- 
chungen: 

6*  =  |t(^e_  ^ a>)  oder  |*— -  d*)'^  =  —  d* 

woraus  wir  für  die  Abscissen  der  diesen  zwei  Gnrven  gemeinsamen 
Punkte  gewinnen: 

Ist 

also 

dann  bertthrt  der  Kreis  unsere  Curve  in  den  vier  symmetrisch  ge- 
legenen Punkten,  in  welchen  die  Tangenten  die  verlaugto  Eigenschaft 
haben,  nnd  wir  bekommen  fkir  deren  Abscissen: 

und  flOr  die  Applkaten: 

Untersuchen  wir  endlich  noch  die  Schnittciirvo  einer  zur  t/z- 
£bene  in  der  Entfernung  ^  —  d  parallel  gelegten  Ebene.  Diese 
Curve  bekommt  die  Gleichung: 

Derselben  kann  vor  allem  entnommen  werden,  dass  die  Curve  durch 
den  Ursprung  zweimal  hindurchgclit.  Um  die  Richtungen  der  beiden 
Tangenten  in  diesem  Doppelpunkte  zu  erfahren,  substituiren  wir 
^  —  Ai]  und  erhalten  so: 

d«-l-9*  -  d^A^ 

d.  i.  für  n  =  0 

A  =  ±l 
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Sonit  siod  die  beiden  Tangenten  im  Ursprung  anter  je  45*  gegen 
fie  Acfaseii  der  17  and  t  geneigt.  Im  abrigen  bemerkt  man  noch 
lacht,  dm  die  Carve  überall  der  Achse  der  i|  die  convexe  Seite 
and  dass  sie  ticb  ins  Unendliche  erstreckt  ohne  Asjrmp- 
sa  besitsen. 


Nachdem  wir  jetzt  die  einfachsten,  ebenen  Schnitte  erledigt 
'tüinru,  muchtcn  wir  uns  erlauben  complicirtore  heranzuziehen:  nilm- 
Uch  S<:buitte  projicirender  Ebenen,  da  auch  diese  Fälle  einiges  Bo- 
■erkcnswertc  lie  fern.  Und  zwar  wollen  wir  da  zuerst  eine  gruud- 
nssprojic.  EIkmil'  K  wählen,  die  durch  den  Punkt  (s^-tJj-^-Ü,  C— »ü) 
geht.   Dieselbe  habe  die  Gleichung 

Die  Projection  von  deren  Sciniitteurve  mit  dem  Kegel  auf  die  Ebeue 
1^  Wird  daoa  gegeben  seiu  durch 

DiMer  01eichnng  kun  sofort  entnommen  werden,  dass  selbe  Pro- 
jection in  Pnnkto  |  —  ^,  ^  =  0  einen  Doppelpunkt  hat,  femer  dass 
£e  C-Achse  Asymptote  ist.  DifferenlUren  wir  die  Gleichung,  so  er- 
hslten  wir: 

also  fftr  ^ 

Oisser  Ansdmck  Torschwindet,  wenn 

EBsdniren  wir  aus  der  soeben  erhaltenen  Bedingnngsgleichnng  nnd 
isr  Curengleichnng  tf^  dann  finden  wir 

oder  nach  einiger  Rednction 

a\i  -  ö)^  -  $»+2a«$  (;;  —  d)» 

 (l-WI+Ä) 

woraus  sich  endlich  ergibt 


ni,-, 
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eine  Gleiebuiig  in  dflren  einiigQ  reeUe  Wand  die  gemefosaine 
Absdsae  des  hOohttea  und  tieften  Pnoktei  vnierer  Prcjectioiiecimre 
liefert 

BUimioiren  wir  aus  (1)  aod  (4)  ...  a*  ...  so  erhalten  wir 

Nach  gehöriger  ZusammenziehaDg  and  Kürzung 

das  ist  die  Gieichang  jener  Curve,  auf  der  die  höchsten  und  tiefsten 
Punkte  aller  jener  Curven  (1)  zu  liegen  kommen,  welche  durch 
Variation  von  a,  durch  Drehung  von  ij  — a(|--d)  um  (|  =  ^,  i;  =  0) 
zu  Stande  gebracht  werden.  Wollen  wir  erfahren,  welche  Punkte 
des  Kegels  auf  die  Ebene  der  |t  projicirt  werden  müssen,  um  die  Curve 
(6)  zu  erhalten,  so  köuuen  wir  hierauf  die  Antwort  auf  mehrfache 
Weise  erhalten,  am  einfachsten  dadurch,  dass  wir  in  (4)  an  die 

Strtto  w.  -  «te.  E.  «übt  .ieh  «rf  die  Art 

eine  Bedingung,  an  welche  die  Ordinalen  and  Ahscisscn  jener  Kegel- 
punkte  geknüpft  sind,  —  nichts  andres  als  die  Gieichang  ihres 
Grundrisses,  einer  gewöhnlichen  Cissoide,  deren  Spitze  im  Ursprung 
liegt,  und  deren  Asymptote  die  Gerado  |  «  —  d  ist.  Dieses  Ergeb- 
niss  wird  man  zweckmässig  bei  einer  graphischen  Lösung  der  Aaf> 
gäbe:  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  unserer  Curve  zu  suchen  — 
entsprechend  verwerten.  Wir  halten  uns  dabei  nicht  auf,  sondern 
gehen  gleich  daran  die  KicUtung  der  Taugenten  im  Doppelpunkte 
Q  «=-  f  =  0)  zu  orrnittelu.  Wir  küuuen  zu  dem  Knilo  nach  der 
bekannten  Kegel  für  die  Auswortung  «ier  uubestininiton  Form  g 
Zähler  uud  Xtnmer  des  Ausdrucks  (2)  fUr  ^'  diflferentiiren  und  ündeu 
SO,  wenn  wir  gleich  $  ~  d,  ^  —  Ü  einführen: 

also 

f-±«  (8) 

Nun  bleibt  ans  noch  die  Frage  nach  den  Asymptoten  za  eriediges. 
Wir  haben  bereits  die  Achse  der  t  sls  Asymptote  erkannt.  Um  die 
Obrigen  zwei  zn  bestimmen,  die  zweifellos  vorbanden  sind,  setisa 
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»ir  ia  der  Curveugleichnng  (1)  —  und  bekommen,  wenn  wir 
ikich  aaf  der  linken  aud  recbteu  Seite  durch  dividiren 

— K'-l)'['+-('-D"] 

iho  Ar  {  — OD   

il  -  a  Vl+a«  (9) 

Uititniren  wir  non 
»lenltirt  « 

-  a«R*  +      -  25)]       +  «»)  +  a«a  (a  -  25)] 
Dies  anmnltiplicirt  gibt: 

-  a*aU*(l  +     (<J  -  25)  +  «*5»(ö  -  25)  4-  am,ö  -25)] 

Md  weuu  wir  uns  durcLi  V  hierin  durcligehends  dividirt  denken  und 
ud  beniach  $  «—  oo  eiugefuiirt  voraussetzen,  dauu  liat  uiau 

^  2Ba  Vf+V  —  —  2Ä*d(l  -f  2a») 

^ — ViT^«  ^  ^^^^ 

K)  dass  die  beiden  Asymptoten  die  Gleiciiuog  haben 

-  ±a  yr+a*  [5-  a  ]  (U) 

i>M  GoliBtnietioii  derselben  kann  auf  folgende  Weise  vorgenommen 
*enleD:  Man  lege  dnrch  die  Spitze  des  Kegels  K  eine  £bene  e 
P^lel  IQ  QDserer  Schnittebene  E\  bestimme,  die  in  e  gel^nen 
iheogenden  und  die  längs  derselben  tangirenden  Ebenen  t,, 

t|iut  Uilfe  der  Sehleifenlinie  Die  Schnittlinien  von  t„  mit  E 
geben  dann  bekanntlich  projicirt  die  gesachten  Asymptoten.  — 
Soikttt  der  freiradUche  Leser  versnchen  die  Oarre  darsustellen,  so 

Böge  er  d     2  bis  3  cm  auuebmeu  und  u  —  ig«  =  tg 

^  den  speciellen  Falle  ist  der  ans  Gleichung  (6)  sich  ergebende 

^'ert  für  £  -=  2  uud  die  zugehörigen  ^  —  idvS.  Ferner  wird  die 
Eichung  der  Asymptoten 

i;-±i(5-ia) 
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Ans  der  Figar  dieser  Corve  wird  er^htlich  sein,  dtas  iq  einem 
easgiGbigeu  posit  Werte  von  I  zwrt  zur  syametr.  Wendepunkte 
gehOreo,  was  nicht  nur  fllr  a  —  Vi,  sondern  allgemein  gilt.  Da  die 
Bestimmung  derselben  aber  auf  eine  sn  weltlftnflge  Rechnung  fohrt, 
so  glauben  wir  hiervon  absehen  zu  dürfen. 


Wir  gehen  dader  gleich  Uber  zur  Untersuchung  des  Schnittes 
einer  anfrissprojicircodeu  Ebene  E  mit  der  Oleichuug  c  ^  a(i  —  &). 
Die  Gleichung  von  dessen  Gmndriss  wird  sein 

aW|-a)«  =  ij«(?+i»*)  (I) 

Derselben  entnimmt  man,  dass  diese  Projectionscnrve  den  Ursprung 
und  ebenso  den  Punkt  (i  =.d,  i}  =  0)  zu  Doppelpunkten  hat,  und 
femer  auch  noch,  dass  die  i^-Acbse  die  Tangente  im  ersteren  Dop- 
pelpunkt ist,  80  dass  in  diesem  Punkte  zwei  Aesto  der  Cnrve  sich 
berühren.  Um  die  Richtung  der  beiden  Tangenten  im  zweiten  Dop- 
pelpunkt zu  erfahren ,  können  wir  wie  folgt  vorj^ehoj.  Wir  setzen 
in  (1)  i|  =  il(|~d)  und  bekommen  nach  Unterdrückung  von  (4—^)' 

a«4*=il»[4*+iin«-ö;«]  (2) 

eine  Gleichung,  welche  durch  die  Abscissen  ^,,}  der  beiden  noch 
übrigen  Schnittpunkte  der  Geraden  y  —  A{h,  —  &)  mit  der  Curvc  (1) 
erfüllt  wird.  Soll  aber  diese  Gerade  in  (i  =  6,  i/  0)  tangireu, 
dann  muss  Gleichung  (2)  für  i'—  6  bestehen,  was  nur  sein  kann, 
wenn  A  —  +  a  ist.  Mithin  sind  die  beiden  Tangenten  in  dem  Dop- 
pelpunkte gegeben  durch 

V  =  ±a(ij-d)  (8) 

Diflferentiircn  wir  (1)  nach  f,  so  erhalten  wir 

und  hieraus 

f  -  n  W+W  

ff  verschwindet,  wenn 

ist  Setsen  wir  diesen  Wert  fÄr  17*  in  (1)  ein,  so  ergibt  sich  eine  Olei- 
chung  in  I,  deren  einzige,  reelle,  zwischen  0  und  -l-|gelegeneWnr- 

zel  die  Abscisse  des  höchsten  und  tiefsten  Punktes  liefert.  Selbe 
Gleichung  lautet: 
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Mch  KarzQOg: 

W  -a)  =  (ai-«)B«+a«a-d)(« 

oder  a'  isoUrt 

«der  endlich  nach  faHenden  Potenzeii  von  ^'  geordoet 

a-|-4a«)$»-8«»d£«+6a«d«|-a»d»  -  0  (6) 
NduMB  wir  den  Wert  toh  a*  ans  (5)  nnd  setzen  denselben  ein  in 

10  roMltirt 

1*  -  (7) 

Die  Gleichung  des  Ortes  der  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der 
Grandrissprojcc  tionen  aller  Schnittcurven,  die  durch  Drehung  von  E 
um  (I  —  <J ,  {;  =  0)  zu  Stande  kommen.  Dieser  Ort  ist  eine  ellip- 
tiicbe  Cissoide,  wie  aus  folgendem  hervorgeht.  Es  sei  die  Gleichung 
filier  Ellipse 

oder 

in  Polarooordinaten 

^(n'cos*^)  -|-  m*  sin*<p)  =  2m«'  COS  9» 

Ziehen  wir  durch  den  Ursprunj?,  eine  beliebige  Gerade  unter  dem 
Winkel  q>  gegen  die  Polarachse  geneigt,  welche  dio  Ellipse  zum 
iweiteu  Mal  in  P  und  die  Gerade  i  2in  in  Q  trifft,  so  hat  der  P 
ealiprechende  Paukt  der  elliptischeu  Cissoide  diu  Pularcoordiuateu 

y  und  a  —      —  o/»  —   p 

Die  Polar^loicbung  dieser  Cis«;oiile  \vini  sieb  demgemäss  aus  der  für 
die  Ellipse  ergcbeu,  wenn  wir  hieriu  einführen 

2m 


wodurch  wir  erhalten: 

(2^  — tfC08qp;(r**COS'<jp-|-^*8iuV)  2l»n*C0S*y 

Durch  WiedereinfOhrung  der  cartos.  Coordinaten  resnltirt: 

Anb.  4.  liifh.  m.  Pkr«.  S.  Btite.  T.  TUL  U 


Digitized  by  Google 


194  Jamiieht  Zw  tpUritekm  SMe^imlMt. 

oder  nach  laoliruDg  von  9': 

  (8> 

(2m -^-) 

VogleiGliea  wir  diese  Gleidmng  mit  (7),  so  finden  wir,  dnss  sie  mit 
derselben  identisch  wird,  wenn 


2m3 


m 


s 


=  d  nnd      —  2 

also 

d  d 

TO  —  »  "  4  V  J 

ist.  Aus  diesen  Resultaten  ersehen  wir,  dass  unsere  Ciirve  tatsÄch- 
licli  eine  Cissoide  ist,  uud  zwar  die  einer  Ellipse,  bei  welcher  die 
kleiue  Achse  gleiche  Grösse  mit  der  Kxceatricität  hat  — 

Um  die  Asymptoten  der  Curve  (1)  zu  erhalten,  setzen  wir  in 
deren  Gleichung 

dividiren  beiderseits  durch  ^'^  and  bekommen 

also  für  §«0D 
wonns  sich  ergibt  0 


I)  WlMm  wir  Ar  a  dar  B«iha  nach  W•rt^  welch«  bewirken,  d«« 

yi+4a>s8,  6,  7,  .  .  . 
wird»  ao  ergiht  lieh  fulgendee  Schema 


«1 

-  V2; 

VI 

—  ö| 

-  A^l 

yi+4«i»  -  5; 

«1 

-  ve-, 

^  = 

V2 

— "f 

yi-Ha3*  =  7; 

«s 

-  V12; 

vs 

—  «8 

Vl-Ha»«  =  9; 

<h 

-  V20; 

etc. 

^- 

V4 

—  «4 

Uan  «nicht  bieraut,  dass,  wenn  a  die  Quadratwurzel  aus  einer  Barlong'Hchen 
Zahl  ist,  A  =  der  Quadratworsel  ans  dem  eiitsprechenden  GUede  der  natOr- 
licben  Zahlenreihe  wird. 
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—  ±  1  +  y  1  -\.  4a*)  W 

Fthrea  wir  Ana  ia  (1)  «n 
äau  haben  wir: 

Dia  teilweise  Msmoltipfieirt  liefert: 

Badi  Division  mit 

foniu  for  ^     «  gefauden  wird: 


,   — ;   ^  (10) 

Mitliiii  haben  die  beiden  Asymptoten  die  Gleichung 

1  =  ±  V4(-i  +  yi+4«*)  I ;  -  d  y->l±  ^^'1  (11) 

^  dieser  ersehen  wir,  dass  der  (natürlich  in  die  Abscissenachse 

killende)  Schnitt  derselben  stets  zwisclicu  die  Puuktc      =  i;-=Ü^ 

ofid  (;■  —  d,  1?  —  0)  za  liegen  kommt,  aho  in  die  zweite  Hälfto  der 
^5irecke  Yon  |  —  0  bis  c  =  d,  wahrend,  wie  wir  schon  früher  be- 
merkten (was  erst  aas  Gl.  (7)  hervorgeht)  die  Projection  der  höch- 
«t«Q  and  tie&ten  Punkte  auf  die  Achse  der  |  im  Gegensatze  hierzu 
^Hs  iu  der  ersten  Hälfte,  zwischen  den  Puoktcn     —  0,  i}  0), 


enthalten  ist. 


Das  bisher  Gesagte  genügt,  um  uns  von  der  Gestalt  der  Cnrve 
feiüe  richtige  Vorstellung  zu  bilden.  Es  gilt  diesbezüglich  folgen- 
*^<^s:  1)  Die  Punkte  für  die  negat.  |  gehören  einem  Aste  derselben 

der  überall  der  Abscissenachse  die  hohle  Seite  zukehrt ,  ferner 
2)  Es  formiren  die  Curvenpunkte  für  die  |  von  ^'  =  0  bis  c;  ~  d 
eioe  Schlinge  and  dano  endlich  3)  Es  wendet  die  Corve  iu  ihrem 
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weiteren  Yerlanfe  anfangs  der  Abscimenacbse  die  gewölbte  ond 
apftter  bia  ins  Unendlicbe  wieder  die  hohle  Seite  an,  so  dasa  in 
dem  letzteren  Bezirke  zwei,  selbstTerstAadlicb  beilglieh  der  Achse 
der  §  symmetrisch  gelegene  Inflezionspanlcte  auftreten  müssen.  Die 
Berechnung  derselben,  die  auf  «rhcbUche  WeitlänfiglLeiten  führt,  sei 
nns  erlassen. 

Wir  gelangen  nun  zur  Untersachuug  der  Schuittcnr?e  einer 
kreazrissprojicirenden  Ebeue:  ^  —  aitj  —ö).  Die  Gleichung  der  Pro- 
jection  derselben  auf  die  Ebene  der  |,  ij  lautet 

Diese  Curve  eutbält  deu  Ursprung  als  Doppelpunkt  und  berttbrt  in 
in  demselben  sich  selb  t  längs  der  Ordiuatenachsej  denn  setzt  man 
in  (1)  II  =      so  tiodet  man : 

welcher  Ausdi  Ul  k  für  d  =  0  mir  für  A^a>  bestehen  kann.  — 
Isolirea  wir  iu  Gl.  (1)      dauu  ergibt  sieb: 

eiue  zweite  Form  der  Gleichung  der  Projectiouscurve,  aus  der  zu 
ersehen  ist,  dass  du  st^  Curve  zwei  zur  ^'-Acbsa  parallele  Asymptoten 
besitzt,  deren  Gleichungen  sind: 

Äluu  bemerkt  h'icht,  dass  dieselben  zu  beiden  Seiten  der  Abscissen- 
achse  zu  lie^n  ii  kommen,  wenn  (obno  Rü  ksieht  auf  das  Zeichen) 
a  <  1  ist,  wahrend  im  (icj^enfalle  {a  >  1)  beide  auf  derselbeu  Seite 
sich  vorfindi'u.  Endlich  coiucidirt  für  die  ganz  spocielle  Aunalune 
a-=:  -Jr  l  die  eine  mit  der  unendlich  weiten  Geraden  und  die  andre 
erhält  die  Gleichuug  ~  ^5.  —  Untersuchen  wir  nun,  ob  es  nicht 
aneh  sehtefgerichtete  Asymptoten  gibt  Setzen  wir  zu  dem  Ende 
in  (T)  ^  =  ^f^.  Wir  erhalten  dann: 

woraus  flAr  17  =s  od  herrorgeht: 

■A  =  ^      ^  (8) 
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5=  -  +B 


Wegschilftnig  der  Brttche 

Dies  zum  Teile  reducirt,  gibt  weiters: 

nad  bieraas  folgt  cudlicb,  wenn  darch  t^^  dividirt  und  hernach  ij-^od 
cingefOhrt  wird: 

»  =  (3=1)1'  (*> 

SoMt  haben  die  beiden  noch  abrigen  Aaymptoteu  die  Gleichung 

5  —       *y       1  _  (5) 

oder  miif  eine  andre  Form  gebracht 

n^±^'^^l--rl-l9  (6') 

Man  meht,  dass  dieselben  nar  dann  reell  sind,  wenn  a*  ^  1  vor- 
aaagesotzt  wird,  was  auch  geometrisch  evident  ist  Ferner  bemerkt 
man,  dass  ftlr  den  Grenzfall  dieselben  mit  der  unendlich 

weiten  Geraden  coinddiren.  —  Aus  all  dem,  was  wir  bisher  bezttg« 
fidi  der  in  Betrachtung  stehenden  Curve  gefunden  haben,  erhellt  zur 
Gciillgey  dass  die  absolute  Grösse  von  a  deren  Gestalt  wesentlich 
beeinflasst  Es  wird  sich  dies  noch  weiters  bestätigen,  wenn  wir 
utersaclien,  ob  nicht  ausser  dem  Ursprung  andere  Punkte  cxistiren, 
in  vrelcben  die  Tangenten  parallel  zur  17- Achse  sind.  —  Wir  be- 
stinunen  zu  dem  Behufe 

__  ^a^(r?-a)(y;-2<S)--v' 
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i'  wird  0,  wenu  die  Bcdiuguugsglcichung  erfüllt  ist: 

,  V* 

*"  -2(5) 

velchc  auch  gescliriebeu  werdtii  kann: 

ijV-l)-3a»dij  +  2a«d«  =  0  (7') 
Diese  Gleichung  gibt  aofgelöBt : 


die  Werte  der  Ordioatcu  der  vou  uns  gesuchten  Punkte.  Es  sind 
diese  beiden  Werte  positiv  nnd  ist  der  kleinere  derselben  bereits 

>  — (a  ohne  Zeichen  zu  nehmen),  woraus  schon  hervorgeht, 

(iass  für  rr  <  1  <lie  zugehörigen  i,,,  imaginär  werden,  also  in  dem 
Falle  derlei  Piiiikte  niehl  ln  ?^tchcn.  Das  letztere  gilt  auch  für  a*  =  l; 
hiutjcfzen  ergebcu  si«'li,  wi  iin  ^  1,  zwei  zur  t;-Achse  symmctr.  fUr 
düu  grussureu  dur  Wertu  r^i,,,  da  sich  vou  diesem  leicht  uacUweiseu 

l&sst,  dass  er  nicht  nur  >    ,  -  ,  sondern  auch  >    '  .  bt,  w&h- 

rend  der  kleinere  unter      .   bleibt  nnd  daher  zu  keinem  reellen 

Punkte  fuhren  kann       Eine  BesUttigung  werden  diese  Ergebuisse 


I)  Die  Behau^jlung,  da»s  der  kleinere  der  Werte  j^j^  in  dem  gekenn- 

teichnet«n  Falle  (a  >  1)  unter  bleibt,  llttt  sich  auf  folgende  Art 

beweisen.   Man  selse 

_  ad^  

•'2(rt»— 1)  "  ^ 

dem  augeotcheinlicb  kleinerem  Werte.  Damit  die&e  Annahme  bc«Ubt|  muii 
offenbar 

V  —  2— o+Va» -f-"8 
sein,  welcber  Wert  ffir  a       1  stets  positir  ausfAlIt,  und  daher  iat 

j        ad  ad 


factisrh  <         .  --  Auf  ähnliche  Art  lassen  lich  auch  die  anderen  oben 

a  — 1 

»ngifühitcn  Tatsachen  vcniicircn. 
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erfahren ,  wcdq  wir  wieder  den  gewissen  geomotrischeu  Ort  durch 
Diiniiution  von  a  aus  (1)  uud  (7)  bctümmeu.  Wir  üodea  als 
Gieichiing  dcsfielboa  ohne  Schwierigkeit: 

Die  hicdurch  charaktcrisirte  Cuno  besitzt  nur  reelle  Punkte  für 
posit  Ordinaten  >  2d;  für  rj  =  2d  ergibt  sieb  i'  —  0  —  ihr  Scheitel, 
weicher  demuach  vom  Urspraog  weiter  cotferut  ist,  als  der  Fuss- 

pnkl  der  eisen  Aqrmptote  if  s=  ^  ^  ▼im  der  Ordinatenachae.  ~ 

Um  diejenige  Curve  des  Kegels  kennen  zu  lernen,  deren  Grundriss 
die  Gleichung  (8)  hat,  versebaffen  wir  uns  die  Gleichung  ihres  Kreuz- 

liMan  Selbe  erkalIeD  wir,  wenn  wir  ia  (5)  fiBr  a . . .  aetm; 
rie  lautet: 

f  =  m 

Die  bisherigen  Resultate  gentigen  um  die  sypischen  Formen  der 
QDserer  Betrachtung  unterzogeoen  Curve  genau  festzustellen.  Wir 
heben  Folgeudes  hervor: 

1)  Ut  « •<  1 »  so  besteht  die  Cnnre  aus  swei  Im  Unprooge 
liegs  der  Acbie  der  q  sich  berflbrendeD  Zweigen,  die  swei  sor  Achse 
der  f  pamllele  nad  so  bdden  Seiten  derselben  gelegene  Asymptoten 
bedtxen,  wovon  diejenige,  welche  den  dritten  nnd  sweiten  Quadranten 
dsrcbqnert,  weiter  von  dieser  Aze  absteht,  als  die  andere. 


2)  a  >  1.  In  dem  Falle  besteht  unsere  Curve  aus  vier  Aesten, 
Ton  denen  natürlich  je  zwei  bezüglich  der  Achse  der  tj  symmetrisch 
gelegen  sind.  Sie  besitzt  vier  reelle  Asymptoten.  Zwei  hiervon 
sind  parallel  zur  Abscissenaxe  und  durchsetzen  beide  den  ersten  und 
vierten  Quadranten,  die  übrigen  sind  zu  den  Axen  schief  gerichtet. 
Der  gemeinsame  Punkt  der  letzteren  liegt  auf  der  uegat.  r/-Achse. 
I4e  beiden  ausschliesslich  im  ersten  und  vierten  Quadranten  gelege- 
Den  Aeste  der  Curve  haben  keinen  Contacl  mit  einander.  Sie  schnei- 
den die  Achsen  nicht,  und  von  den  zur  i- Achse  parallelen  Asymp- 
toten gehört  ihnen  die  von  die  von  dieser  Axe  weiter  entfernte  an. 
Dagegen  haben  die  zum  grftssten  Teile  im  zweiton  und  dritten  Qua- 
dranten gelegenen  Aeste  mit  den  Coordinatenachsen  den  Ursprung 
gemein,  in  welchem  sie  sich  längs  der  7^-Achso  berühren,  nnd  haben 
zur  gemeinsamen  Asymptote  (von  den  beiden  zur  4-Ach8e  parallelen) 
die  derselben  näher  gel^ene. 

3)  Für  den  Grenzfall  a=l  resultirt  endlich  eine  Curve,  welche 
aus  zwei  sich  gleichfalls  im  Ursprung  längs  der  Ordinatenachse  be- 
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rührenden  Zweigen  besteht,  die  sich  einerseits  einer  im  ersten  nnd 
vierten  Quadranten  gelegenen  zur  f-Achso  parallelen  Asymptote 
nähern  und  andrerseits  parabolisch  ins  Unendliche  sich  erstrecken 

Einfach  gestaltet  sich  die  Quadratur  dieser  Carren,  denn  nun 
hat  für  den  swiscben  einem  Bogen  derselben,  der  Ordinnteonchie 
nnd  sweien  znr  AbwisBenachse  parallelen  Geraden  9  s  91 »  17  % 
gelegenen  Flflcbennvm  das  Integral 

Vi 

welches  mit  Hilfe  der  bekannten  Keduclionsformeln  zurückgeführt 
werden  kann  auf  das  folgende 


(1  ■'J-'[arr.1r<^"''l^ 

Vi 

-  (a>-l)-i[lognat(-  -~=+,y^i 


Va«— 1 

Vi 


4.  Va*d»— 2a«dia-|-(o»-l)ij»^ 


Man  lindet  nämlich; 


1)  In  bcmcrkonfwcrler  Brzirhang  steht  xu  die&er  Curvc  die  Neil'sthe 
(•«mikubischo)  Fanibel.  Diese  crficheiut  nimlicb  «It  Ort  der  Ualbirongvpnnkle 
der  dnrcb  den  Duppclpnnkt  der  «ntaren  gebend«n  Sehnen,  wie  «ne  nncb« 
eichender  Rechnung  hervorgrben  wird.      Ee  eci'die  OL  «ner  eoicheo  Sdine 

Verbinden  wir  dieee  Gleiebnng  mit  der  der  Cnrve 

PI  —  _      ^    -   =  ^* 

so  ergibt  lieb: 

iy«+2w«aii-m«a»  =  0 
worans  swei  Werte         ffir  9  folgen,  welche  die  Ordinalen  der  Bndpnnkle 
jener  Sehne  sind.  Bedcntet  jr  die  Ordinate  und  x  die  AbedsM  dee  BelM- 
rnngtpnnktee,  dann  bat  man 

und  milbin  ale  Qleicbung  dee  Oriee  dieeer  Balbiraagepankle 
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^1 


Vi 

a 


worauf  sich  z.  B.  fftr     =  0,  ij,  =  jq:^'  («  <  1)  ergibt: 


DDd  für 


10  dass  für  2(iS, -j-'^sS  das  ist  für  die  ganze  von  den  Asymptoten 
nnd  der  Cnrve  begrenzte  (tod  der  Achse  der  ij  dnrchacbnittene) 
Fliehe  resnltirt 

Ist  o  =  ] ,  dann  erscheint  boi  Benutzung  der  obigen  Formeln 
das  Integral  für  die  Fläche  .S,  in  unbestimmter  Form.  In  dem  t  allo 
könnte  man  wol  die  Auswertung  nach  den  Regeln  der  Differential' 
nchDDOg  vornehmen,  weit  einfacher  ist  aber  die  directe  Behandlung 

Mm  litt,  neata  a^t  Ist: 

WflklMt  iBtegnü  darch  die  Siiietitiitioii 

flbergeht  in  das  folgende: 
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Setzen  wir 


also 


dann  ergibt  Bich  die  tob  der  Asymptote,  der  Corvo  und  der  ij- Achse 
eingeschlossene  FlAche  8^  i 

0 

Hiermit  wollen  wir  die  Untersuchungen  Uber  dio  ebenen  Sdinitte 
dos  Kegels  =  t^^C^"-}"^')  abschliesscn  and  fibergehen  zur  Be- 
trachtung der  Projcctionen  einiger  Durchdringuagscnrven  desselben 
mit  eirfai'hen  Flüchen  zweiter  Ordnung.  Wir  fassen  uns  dabei  sehr 
knrz  nnd  geben  blos  eine  tabellarische  Ucbersicbt,,  welche  der  fieihe 
nach  enthalten  wird  die  ProjectionsgleichuDgen  der  Durdidringungs- 
curven  des  Kreiscylinders  c'-j-r^^^r',  des  Kotationsparaholoids 
+  ^  r^^  ^Itr  parab.  Cylinder  ij*  =  —  rf,  r  =  p^  nnd  endlich 
des  byp.  Cylinders  ü  =  a* 

=  r*;        =  r*(r»— {»)  oder  in  Parameterdarsteilnng 

|  =  rcosfi,  K^rt%u\  ij*P  =  r^P— 1?*)  oder 
9  =  rsln«,  ^  =  rsintitg« 

if=.pti  p'i}"  =  ff) ;  die  hierdurch  charakterisirte  Gurre 
ist  identisch  mit  dem  Schnitte  der  Ebene  t^p.  Die 
heiden  übrigen  Projcctionen  sind  Cnnren  dritter  Ord- 
nung 

=  —         Gibt  deotelbea  AnfriM  wie  \*-\-ii'=ft 
Der  OrnndriM  bat  dtgen  die  Gleichoag: 


Ly  Google 
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Bios  bemerkenswert  der  äruadrisa 
eioe  Cissoide. 

=        Aach  hier  nur  die  GraodriBscanre  henronniheben,  dft 
telbe  uns  später  wieder  begegnet,  Gleichimg: 

UnseriD  Programme  nach  kommen  wir  nun  zn  den  geraden 
Konoiden,  deren  Leitlinie  die  Scbleifenlinie  and  deren  Adiee  eine 
der  Coordinatenacbsen  ist  und  zwar  beschrinicen  wir  am  anf  die, 
denn  Achse  die  Achse  der  |  and  t  ist. 

£ine  £raeogende  des  ersteren  bat  die  Gleichoogen: 
—  ^  =  cos«,  I  —  «  —  rcos'u 

somit  besteht  zwischen  den  drei  Cuuidiualcu  eiues  Pauktes  desselben 
die  sehr  einfacho  Bezichuug: 

Es  ist  dies  Konoid  also  eine  Flftche  Mos  dritter  Ordnung,  wie  man 
äeht  —  Der  Schnitt  einer  znr  Gmndrissebene  parallelea  Ebene 
wild  eine  Parabel: 

and  der  Schnitt  einer  aofrissparallelen  Ebene  9  *  ^  wird  die  Bif- 
fenntialcnnre  einer  Parabel : 

Ht«  -  rd> 

Bemerkenswerte  Ergebnisse  liefern  noch  die  Schnitte  von  Ebenen, 
welche  dnrcb  die  ij-  oder  f- Achse  hindnrcbgehen.  So  erhiUt  man 

£• 

die  Oldchong  einer  Neirseben  Parabel;  für  ^ssml^: 

die  Gteichmif  einer  gemeinen  Parabel 

Von  weiterem  Interesse  durfte  es  sein,  dass  die  Dorcbdringnngs- 
cnrve  des  Krciskcgcls 
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mit  dorn  Konoide  sich  auf  die  Ebene  der  H,  t]  als  Cissoide  des 
Diokles  projicirt,  denn  man  erhält  durch  Eiimioation  von  (  aas  den 
Gloicbaogcn  des  Kegels  uod  des  Konoids: 

oder 

»»--^ 

"  -r-{ 

FUrt  man  dieieii  Wert  von  t)*  ta  die  KowridmgMchiiDg  tim,  m 
•niU  dcb:' 

die  Gl.  des  Aufrisses  der  Durchdringungscurve.  —  Derlei  einfache 
Projectionsgleichungen,  wie  die  soeben  erhaltene,  haben  auch  die 
Durchdringungen  Ct,  C,;  der  Kegel  iT^  ...  5*  —  ij*4-i;'j  ^\  ...  1?*  = 
^4'^*.  wird  üaden: 


}Ct  (1 

et  -  j:^  -  -»--Ii 


Nun  wollen  wir  die  Projectionsgleichungen  des  Ortes  der  dem 
Konoide  und  dem  Rotationsparaboloide  Pi  gemeinsameo 

i'uakte  aufsteUco.  Wir  crbalteu 

als  Gl.  des  Kreuzrisses  einer  Curre,  die  uns  hier  schon  wiederholt 
begegnet  ist;  ferner  als  Gleichungen  dos  Auf-  und  Grundrisses: 

d.  s.  Gleichungen,  welche  Curveu  angehören,  die  aftiu  sind  mit  kurs 
Yorher  gefundcueu. 

Zum  Beschlnsae  geben  wir  eine  Tabelle  der  ProjecUonen  der 
Dnrchdringnngen  luurab.  und  byperb.  Qjrlinder.  In  derselben  er- 
scheinen zam  grossen  Teile  PnmlMln  höherer  Ordnung,  nebetdem 
nnch  DUfereiitinlcurTen  solcher  Parabeln. 

9«=,«:  i;-+y.y,  i  

$»-^-^C«,  t*-^V 
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f-p,:  1=«,.  ^-^^1 

9*-^^.  {C*-a*r 

Wir  gf  laugeu  jetzt  zum  z-Kuuoid.  Die  durch  den  Punkt  (j-,  y,  z) 
der  Scbleifeulioie  gebende  Erzeugeode  desselben  bat  die  Gieicbuageu  : 

Heiaigeoi&s«  wird  die  Gleichaog  der  Fl&che  sein: 

Sehaeideo  wir  dieses  Konoid  dvreh  die  Ebeneo  |  =  d  and  ^  = 
so  erhnlten  wir  als  Gleichungen  der  Schnitte: 

und   r»d«  -  i»(5«+d») 

liieselbco  geben  für  d  =  r  Uber  in 

r*V  =  iV+»?*)    und    r*  -  j;»(;*-f-r*) 

Vielehe  CorTen  angebörcu,  die  als  BerübrungsgrÖssenlinien  der  Kreise 
— rf  resp.  ar*4-«*  =  r'  erscheineu,  und  zwar  ist  die  erstero 
die  Tangenten-Ordinaten  (/,  z)  Curve  und  die  letztere,  die  nebenbei 
benu-rkt  ideotiscb  ist  mit  der  Aufrissprojoction  der  Durcbdriogung 
des  Cyliuders  *^cm  Kogel         —        -|- ,  ist 

die  Tangenten- Abscissen -Curve,  wie  ans  folgendem  bervorgeben  wird. 
Dieses  Konoid  ist  bereits  Gegenstand  trüberer  Arbeiten  gewesen, 
welcbe  iu  der  Scblussnote  augefttbrt  sind. 
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1)  Wir  haben  fUr  die  GrOsse  der  Taugeute  /  im  Punkte  «)  des 
Kreises  =  r*  den  Aosdrack: 

M 

9 

z 

Setzen  wir  nim  ig  =  <=  r-  ,  (  =  s  and  diminiren  wir  hieraot  mit 
Hilfe  von  s^r*  y  und  «,  lo  erglM  licb  znnftchst 

geordnet  r*i}*  =  £'(r'4-^')  ttbereinitiinniend  mit  der  Gleichung  der 
obigen  Scbnittcnrve.  Die  Bemerkung  dieser  Identität  fahrt  nns 
auch  znr  eingehen  Parameterdarsteliong  der  Cunre.  Man  hekommt 
leicht 

2)  Fttr  die  Tangente  t  des  Panktes  («,  «)  am  Kreise  ~  r* 
hat  man  analog 

M 

«  =  r  - 
c 

Mithin  sind  die  Coordinaten  der  Tangenten*Ab8cis8en-Car?e 

und  die  Gloichnng  derselben  wird  sein: 

^  +  (7)*  =  rCs^+r»)  =  r« 

Von  luteresse  sind  weiter  die  Schnitte  der  Ebenen  f^  =  mij  und 
2;  =  fn^.  —  Per  der  ersteren  dieser  beiden  Ebenen  ist  eine  Ellipse, 
die  sich  auf  die  Gruudrissebeuo  als  Kreis  projicirt: 

und  der  der  letzteren  bat  zum  Gruudriss  wieder  die  wolbekaunte 
Subtaugeuten-Ordinatcu-Curve 

(i)V=?«'+ij') 

des  Kreises 

= (:)' 

Nnnmehr  führen  wir  noch  einige  Dnrchdringutigscanreii  an.  Za- 
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ilehit  die  des  Kogels  $'+^*  — t*«  IMeselbe  bat  zor  Ereuriis- 
pn!|eetfo&  die  beiden  Parabetai 

zom  Aalms  die  Carve 

d.  i.,  wie  man  leicht  findet,  der  Krenzriss  der  Schleifenliuie  uud  zum 
GnmdriBs  die  beiden  Kreise 

Diese  Eurclidringungscurve  zerfällt  also  in  zwei  bezüglich  der  ij- 
Ebene  symmetrisch  gelegene  Raumcurven  vierter  Ordnung  und  zwar 
sind  sie  mit  der  als  Leitlinie  des  Konoids  fungirenden  Schleifeuliuio 
cougrucut.  I3ezüglich  ihrer  Lage  ist  zu  bemerken,  dass  die  boidcu 
Doppclpunkte  in  den  Ursprung  fallen,  und  dass  die  Längssymmetrie- 
ebene  beider  die  Ebene  ist.  —  Von  den  Projectionen  der  Durch- 
driuguogscurve  des  Kegels  =       sind   hervorzuheben  der 

Gruudriss  und  der  ivreuzriss.    Krsterer  hat  die  Gleichuug 

oder  in  Polarcoordinaten 

rsio^^ 
'""VcSäsä^ 

und  letzterer 


welche  durch  die  Snbstitation 

ftbeigebt  in 


^  y2 


die  Gleicbnng  der  Snbtangenten-Ordinaten-Cnrve  des  Kreises 


folglich  ist  jener  Krenzriss  affin  mit  dieser  Corve.  Schreiben  wir 
die  Polargl.  des  Grundrisses  in  der  Form 

rsin^ 

Qmmr  ,  

r  y  COS  2d 

ind  setzen  wir 

rsin^  =  ^jt,   rycÖ82^  =  qx 

wo  und  beziehnngsweise  die  Radien- Vectoren  eines  Kreis-  nnd 
Lenmiskatenpunktes  bedeuten,  dann  haben  wir  die  Beziehung 
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Endlich  sei  noch  erwähnt,  dass  Grundriss  uud  Kreuzrist  der  Darch- 
dhoguagscurve  des  Kegels    -i- =  *t*  <üe  Gleichungen  haben: 

t?W-r«)=^*  und  r«iy«  =  ^2iP-W 

BezOglii-h  des  Krcuzrisses  ist  zu  bemcrkeD,  dass  derselbe  affia  ist 
mit  der  Subtaogeaten-OrdinateQ-Curvo  der  gleichseitigen  Uyperbel 

Man  findet  u&mlich  durch  Elimination  von  «  und  y  aus  dieser  Hy- 
pergleichaiig  und  aus    s  f '  s      f  « 

=  2    geordnet   l^in^  -  i')  =  ^ 
und  wenn  man  bierin  statt     setzt  <7V2,  so  erhält  mau: 

die  obige  Krouzrissgleichung.  —  Von  den  Durchdringuogscurven  der 
gewissen  drei  Kotationsparaboloide  ist  blos  die  von 

bemerkenswert  wegen  ihres  Kreuzrisses  einer  Neil'schen  Parabel  mit 
der  Gleichung: 

r« 

P  ' 

Was  nun  noch  folgt,  ist  eine  Asswahl  von  Projectionsgleichungoo 
der  Durchdringungen  einiger  parab.  und  hypcrb.  Cjrlinderfl&chcD. 
Die  fiesQltate  worden  wieder  in  eine  Tabelle  goordoet 

sspfi:    r*$>  =  identisch  mit  dem  Schnitt  der  Ebene 

5  =        —         der  Krenzrias. 

fl»  -  Fii       =        (Oifferent.  C.  einer  Parabel);  rV = 

fOr  p  =9  r  wird  die  Canro  identisch  mit  dem  Schnitt  der 
Ebene    =  r. 

=  pCi  =  ••*/>'i  diese  CarfO  trat  bereits  auf  als  Grand- 

riss  der  Durchdringungscurve  des  hyperb.  Cyliaden 
U  =  a*  mit  dem  Kegel  Vi*  ^  vHi*+v*)* 
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Bloss  za  bemerken  der  Qnindriss 

P 

—  eine  Ciasoide  des  Diokles. 

r*^*i|*  =  «*(§•+ if*)  ideiitisih  mit  dem  Grundriss  der 
Durchdringung  des  parab.  ('ylinders  rj*  ~  pt  mit  dem 
Kegel  4H^  —  'n*(i'^'-^fi*)'   ~  Einfachheit  der 

GleichoDg  bemerkeDtwert  der  Kfenzriss 

in  P«r»meterdanteUnng 

a«  1 

«  =  •  •  ,  t=r8in«» 

'     r   costt'  • 


Bt^morkun^  zu  S«-iio  205. 

Nih'^ros  über  dieses  Konoid ,  w<'lchcs  nadi  l'iihst  den  Namen  „j^cnidcr 
partb.  Cono-C'uncus^  trä;;t ,  findet  sich  in  T.  LIII.  <lie6es  Archivs  in  einer 
Arbeit  ron  Dr.  A.  llucliheim  (8.  350  — 363),  ferner  in  T.  II  (2.  Kcihc): 
Die  Ckno-Caa«  tob  Dr.  C.  Pabst  (8.  und  8.  S37»aa<)  und 

«adlidi  io  dner  neueren  Arbeit  von  H.  Drocard  in  T.  VI  drr  „Matheeit" 
(8.  tSC  B.  r.) 

Wien,  im  März  lä89. 


J?  —  pi: 


Afck.  4.  llaU.  a.  Pkjs.  2.  Belke,  T.  VlII. 
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Bimtledt:  Uther  Parabeln  köhertr  Ordnung. 


Vlll. 


lieber  Parabeln  höherer  Ordnung. 


Von 


Himstedt. 


§  1.  Kintoiliii»^^  (lor  Paraholn  liohcror  Ordnung. —  Unter  eiuor 
Purubcl  im  allgeiiieiueu  «ersteht  mau  eine  ebene  Curve,  welche  der 
GleichuitK 


eDtsprh-bt.  In  dieser  Gleichung  bedeuten  x,  y  die  reclitwinkli^eii 
Coordiiiaten  eines  in  der  Ebene  beweglieben  Punktes,  a  eine  cou- 
staute  Strecke  und  m,  n  zwei  gegebene  ratiuuale  Zableu  mit  dem- 
selben Vorzeicheu.  (Haben  m  und  n  verschiedene  Vorzeichen,  so 
Btollt  obige  Gleichung  eine  Hyperbel  vor).  Ueber  die  Zahlen  m  and 
«  laaeen  sich  noch  einige  VorausseUningen  machen,  welche  die  All- 
gemeinheit der  Uotersnchnng  nicht  beeinträchtigen : 

1)  iu  und  «  sind  beide  positiv.  I)t  iin  uiiien  beide  negativ,  so 
könnten  wir  obige  Gleirbung  durch  Multiplicatiou  so  umformen,  dass 
die  Expoucuten  positiv  würden. 

3)  m  und  A  sind  ganze  Zahlen.  Denn  wären  sie  Brttche,  so 
könnten  wir  die  Gleichung  (1)  durch  Potenziren  so  nrafonnen,  dass 
die  Exponenten  dadnricb  zn  ganzen  Zahlen  würden. 

3)  und  «  sind  relative  Prinizablen.  Denn  liälteu  sie  einen 
geineiüscbaftlicheu  Factor  A,  so  könnten  wir  auf  beiden  Seiten  der 
Gleichung  (1)  die  Ate  Wurzel  ziehen,  so  dass  die  Exponenten  da- 
durch zu  relativen  Primzahlen  würden.  Daher  ist  mindestens  eine 
der  beiden  Zableu  m  und  n  ungerade. 


(1) 
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Feraer  wollen  wir  noch  io  Betreif  der  Constaateii  a  bemerken« 
dus  dieselbe  stete  eis  positi?  Toransgesetst  werden  kinn.  Denn 
wire  •  <C  0,  so  könnten  wir  bei  derjt  uigen  Achse,  deren  Coordinate 
einen  ungeraden  Exponenten  bat,  die  positive  Richtung  mit  der  ne- 
gitiTen  ?ertaaschen,  wodnrch  dann  a  ein  positives  Yoneichen  er- 
hielte. 

Demgemiss  haben  wir  nun  zwei  verschiedene  Arten  von  Para- 
beln an  nnterscheiden,  je  nachdem  die  beiden  Exponenten  m  nod  n 
beide  ungerade  sind,  oder  der  eine  gerade  and  der  andere  ungerade. 
Im  letztem  Falle  wollen  wir  dann  stets  den  Exponenten  von  y  als 
gerade  voranssctsen.  Hätte  man  umgekehrt  jr  einen  ungeraden  und 
s  einen  geraden  Exponenten,  so  könnten  wir  durch  Vertanschon  der 
Acbaen  diesen  Fall  auf  den  angenororoouen  znrackftlbreo. 

Die  Gleichung  der  Parabel  erster  Art  heisst  also 

nd  die  der  Parabel  zweiter  Art 

Yen  den  Parabeln  der  verschiedenen  Ordnungen  fUhreu  wir 
folgende  an: 

Die  Parabel  erster  Ordoung,  y  =  «,  ist  eine  Gerade  und  gehOrt 
sn  dra  Parabeln  erster  Art. 

Die  Parabel  zweiter  Ordouug,  =:  «ue,  ist  die  bekannte  Apollo- 
nisebe  Parabel  und  gehört  zu  den  Parabeln  zweiter  Art. 

Der  4n^n  Ordnung  entsprechen  zwei  verschiedene  Parabeln, 
ntsalicb: 

«•y  —       und   ay*  — 

jene  ist  oiiio  Parabel  irstcr  Art,  Itt/terc  iät  souükubisclie  Parabul 
and  gehört  zu  deu  Parabclu  zweiter  Art. 

In  die  vierte  Ordnung  gehören  zwei  Parabeln  zweiter  Art,  nftm- 
Hdi: 

y*  —  aac*   und   y*  =  ahs 
Die  fünfte  Ordnung  umfosst  vier  verschiedene  Parabeln,  nämlich: 

hiervon  gehören  zwei  zu  den  Parabeln  erster  Art,  die  beiden  andern 
fo  denen  zweiter  Art 

14» 
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Sim$ledts  Ueber  AmMM  klAerer  OtAtumj/. 


Der  secbBten  Ordonng  ontspreebea  wieder  nur  swei  Panbelo, 
beide  von  der  zweiten  Art: 

»  a^X  '^  mm  asfi 

0.  8.  w.  Um  alle  Parabeln  rter  Ordnung  zn  finden,  combinire  man 
die  Zahl  r  mit  allen  positiven  ganzen  Zablen,  welcbe  kleiner  als  r 
Bind  und  lasse  diejenigen  Combiuationon  unberdcksicbtigt,  deren  Ele- 
mente nicbt  relative  Zahlen  sind.  Für  die  nennte  Ordnung  ergeben 
sich  s.  B.  8  verschiedene  Combinationen:  19,  29,  89«  49,  59,  69, 
79,  d9;  von  diesen  kommen  die  dritte  und  die  secbste  nIcbt  in  Be- 
tracht, so  dass  wir  im  Ganzen  6  verschiedene  Parabeln  neunter  Ord- 
nung haben,  nftmlich: 

Von  diesen  geboren  3  der  ersten  Art  und  die  drei  andern  der  zweiten 
Art  an.  lUeberhaupt  gilt  die  Regel,  dass  sich  unter  den  Parabeln 
einer  ungeraden  Ondnung  stets  gleich  viel  von  jeder  Art  befinden, 
(den  Fall  r  *«  l  ausgenommen),  während  die  Parabeln  gerader  Ord- 
nung nur  solche  der  zweiten  Art  sein  kOnnen. 

S  2.  Lage  und  Gestalt  der  Carvcn.  —  Jede  Parabel  besteht  ' 
ans  2  congruenton,  sich  in's  Unendliche  erstreckenden  Zweigen, 
welche  im  Coordinatonanfangspunkte  zusammentreffen.  Sind  die  Ex- 
ponenten 7»  und  n  beide  ungerade,  so  sind  die  Coordinaten  xy  ent- 
weder beide  positiv  oder  beide  negativ,  wie  sich  aus  der  Gleichung 
(2)  eigiebt.  Hieraus  folgt,  dass  alle  Parabeln  der  ersten  Art  im 
ersten  und  dritten  Quadranten  gelegen  sind.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall 
bei  der  Parabel  dritter  Ordnung  a^y  =  kK  Ist  dagegen  m  gerade 
und  tt  ungerade,  so  ist  die  Abscissc  x  stets  positiv,  denn  für  nog.itivo 
Abscissen  werden  die  Ordinatcn  imaginair,  wie  sich  aus*der  Glei- 
chung (3)  ergiebt.  Jeder  positiven  Abscisse  entsprechen  alsdann 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Ordinatcn.  Hieraus  folgt,  dass  alle  Pa- 
rabeln zweiter  Art  (wie  z.  B.  die  Ai)ollonische  und  die  semikubische) 
im  ersten  und  vierten  Quadranten  liegen  und  zwar  symmetrisch  zur 
positiven  «-Achse. 

Eine  durch  den  Coordinatcnanfangspunkt  O  gezogene  Gerade 
y  ^  kr  sclmeidet  die  Parabel  ausser  im  Punkte  O  noch  in  denjenigen 
Punkten,  für  welche 

m—n   m— M  

ist.  TJei  den  Parabeln  erster  Art  ist  die  Differenz  m  — n  eine  ge- 
rade Zahl,  folglich  liefern  die  Gleichungen  (4)  zwei  verschiedene 
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Sdnuttponkto ,  deren  Goordinaten  entgegengesetzt  gleich  sind.  Der 
CoofdinateDaDfangspankt  ist  demnach  Mittelpunkt  der  Paraheln  er^ 
iter  Art  Debrigens  sind  jene  Schnittpunkte  reell  oder  imaginair, 

je  nachdem  >l  ^  ^  isf-    f  i»«*  '1»^  Parabeln  zweiter  Art  ist  die  Diffe- 

reoz  m~n  eine  ungerade  Zahl,  folglich  liefern  die  Gleichungen  (4)  jetzt 
Biir  einen  Schnittpunkt,  nii«l  dieser  ist  für  jedes  A  reell.  Die  Pa- 
fibeln  «weiter  Art  haben  demnach  in  O  iLeinen  Mittelpankt 

Per  OiOordinateDaDfaogspnnkt  ist  ein  vielfacher  Punkt  der  Pa- 
nbe).  Ist  m  >  »,  so  ist  o  ein  n-facher  Punkt,  dessen  n  Tangenten 
sImtUch  mit  der  Achse  zusammenfallen.  Die  Parabel  kehrt  dann 
der  «-Achse  ihre  concave  Seite  zu,  wie  sich  aus  dem  Vorzeichen 
des  Prodnctes 

ergiebt  Ist  dagegen  m  <  « ,  so  ist  O  ein  m-iacher  Punkt,  dessen 
m  Tangenten  sftmtlich  mit  der  x- Achse  zusammenfallen.  Die  Parabel 
ist  dtnn  Gonvex  in  Bezug  auf  die  «-Achse. 

Die  Tangente  des  Anfangspunktes  schneidet  die  Parabel  in  m, 
resp.  «  zusammenlallenden  Punkton,  je  nachdem  m  >  n  oder  umge- 
kehrt Folglich  muss  diese  Tangente  bei  allen  Parabeln  erster  Art 
die  Gorre  im  Anfangspunkte  durchschneiden,  d.  h.  dieser  Punkt  ist 
ein  Wendepunkt  der  Cnrvo.  Bei  den  Parabeln  zweiter  Art  haben 
wir  zwei  FSlIe  zu  unterscheiden.  Ist  m  '>  u,  so  haben  Cnrvo  and 
Tangente  (hier  die  y-Achso)  eine  gerade  Anzahl  von  zusaniinoiifallcn- 
dea  Punkten,  folglich  berflhrcn  sich  jene,  ohne  sich  zu  durchschnei- 
den. Ist  aber  m  ^  n ,  so  so  haben  Cnrve  und  Tangente  (jetzt  die 
x-Acbsc)  eine  ungerade  Anzahl  von  znsammoufallendeu  Punkten  und 
durchschneiden  sich  daher  im  Anfangspunkte.  Dieser  ist  jetzt  aber 
kein  Wendepunkt,  sondern  eine  Spitze  der  Curvc.  Wir  künueu 
demnach  dio  Parabeln  zweiter  Art  weiter  einteilen  in  solche  mit 
Spitze  und  solche  ohne  Spitze.  Kiii  Beispiel  für  den  ersten  Fall 
bietet  dio  semikul)ische  Parabel,  während  dio  ApoUoniöche  ein  Bei- 
spiel fär  den  zweiten  Fall  ist. 


§3.  Die  Parabel  tan  gen  te.  —  Durch  Differentiation  er- 
giebt sich  MB  der  Gioichnng  der  Parabel 

(6)  ^  -  ~  -  tga 


wenn  wir  mit  a  den  Winkel  bczoichncn,  welchen  die  Tangente  im 
Paakte     mit  der  positiven  Bichtnng  der  »-Achse  bildet. 
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Da  (lit'ser  Quotient  stets  cineu  oudlichen,  von  uull  verschiedenen 
Wert  liat,  80  giebt  es  keine  im  Endlichen  gelegene  Taugeute,  welche 
senkrecht  zur  ^-Achse  steht  oder  mit  ihr  parallel  läuft,  ausgenommen 
jedoch  die  Tangente  des  Anfangspunktes,  welche,  wie  im  vorigen  § 
gezeigt  wurde,  mit  einer  der  beiden  Coordinatcnacbscu  zusammen- 
fällt.  Als  Gluichung  der  Parabel taogcute  ergiebt  sich 

(7)  fiy  I '  ms      (m — n)xjf  —  0 

wo  irj  die  laufenden  Coordinaten  und  ry  die  Coordinaten  des  Be- 
rührungspunktes bedeuten.  Die  ConsLructiou  der  Tangente  geschieht 
am  einfachsten  mit  Hilfe  der  Abschnitte,  welche  dieselbe  auf  den 
Achsen  bildet,  und  für  welche  wir  aas  Gleichung  (7)  die  Werte 

(8)  n — 


erhalten.  Biese  Abschnitte  sind  also  den  Coordinaten  des  Berüh- 
rungspunktes proportional  und  kdnnen  leicht  constroirt  werden,  wenn 
letztere  bekannt  sind.  Fflr  dio  Apollonische  Parabel  (m  =  2,  »  =  1) 
ergiebt  sich  z.  B.  |  ~  9  «  uud  ftlr  die  semikubische  (m  =  2, 
n  =  M)  1  —  ^«;  — Ijf,  Rockt  der  Bertthrungspnakt  in  noend- 
liche  Ferne,  so  werden  seine  Coordinaten  beide  unendlich  gross, 
folglich  auch  dio  beiden  Abschnitte  (d),  d.  h.  die  Parabeln  haben 
keine  Asymptoten.  — 

Für  dio  Längen  der  Subtangcute  und  Snbnormale  ergeben  sich 
ebenfalls  leicht  constmirbare  Ausdrucke,  nämlich 

Subtangcute  ~ 

Snbnonnale  —  -  .  • - 
m  so 

r>ie  Subtangente  ist  demnacli  bei  allen  Parabeln  der  Abscisse  des 
I5rruhrungspunktes  proportional.  In  dem  speoiellen  Falle  der  Apol- 
lonischen  Parabel  (^^  ™  as)  kommen  wir  auf  die  beiden  bekannten 
Sätze  zurtirk,  dass  die  Subtangcute  gleich  der  doppelten  Abscisse 
des  Berührungspunktes  ist,  und  dass  die  Subnormale  eine  constante 
Länge  hat.  Für  die  semikubische  Parabel  {ay^  =  x^)  haben  wir  die 
beiden  entsprechenden  Sätze:  Die  Subtangente  ist  der  Abscisse  des 
Berührungspunktes  und  die  Subuormalc  dem  (Quadrate  dieser  Abscisse 
direct  proportional. 

§  4.  KrammuDg  der  Parabeln.  —  Da  bereits  in  $  2.  ¥on 
der  Art  der  Krümmung  die  Rede  war,  so  haben  wir  hier  nur  noch 
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äe  KrtnuDOttgsttArke  der  Conron  tu  nntenachen.  Um  Weitl&nfig- 
keitoo  za  fenneideo,  wollen  wir  dio  Gleichung  (1)  durch  das  Syitem 

(9)  *  — Ol«";       y  — a.<»» 

«•eben,  wo  i  dn  beliebiger  Parameter  ist  Nach  bekannten  For- 
■do  erhalten  wir  dann  itlr  den  KrQmmnngsradlns  der  Cnrve 

•         m»  (m—  n)  -3 

oder 

9-  

Au  dieser  Gleichang  folgt ,  dass  der  KrttminnngsradittB  im  Coordi- 
utenaDlaogsponkte  (( =  0)  entweder  unendlich  klein  oder  uncudücli 
fRM  ist ,  je  nachdem  die  hier  anfiretcndon  Exponenten  des  Para- 
Mters  t  beide  positiv  oder  einer  von  ihnen  positiv  und  der  andere 
a^ptiv  [ist  (Der  Fall,  dass  beide  Exponenten  negativ  sind,  kann 
nicht  eintreten).  Wenn  u&mlich 


(U)  2>^>4 


M  und  beide  Exponenten  von  t  positiv,  folglich  p  =  0  fttr  t  =  0. 
Is  diesem  Falle  wachst  der  Krflranmngsradius  mit  wachsendem  ( 
eoitiDoirlich  von  q  =  0  bis  p  od.  Dies  findet  z.  B.  Statt  bei  der 
MBiknbischen  Parabel      =  s*.  " 


Ist  dagegen 


(12)  ->3  oder 

•0  iit  von  den  Exponenten  der  Gleichung  (10)  der  eine  positiv  und 
der  andere  negativ,  folglich  ist  Jetzt  q  — »  fttr  f  —  0.  In  diesem 
FsUe  nimmt  der  Krümmungshalbmesser  mit  wachsendem  i  zunftchst 
Toa  f  =00  bis  zu  einem  gewissen  Minimalwerte  ^  =  9'  ab,  um  dann 
wieder  von  q=-  9^  bis  9  =a>  zu  wachsen.  Dieser  Minimalwert  wird 

gefenden,  indem  wir  die  Gieicbaog  ^  =  0  nach  t  auflösen  und  das 
Seraltai 


ti  l/m — 2fft 


in  die  Gleichung  (10)  subslituiroii.  Kia  Beispiel  hierfür  bietet  die 
Parabel  dritter  Ordnung  a^y  —  x\  Der  Krümmungsradius  hat  im 
AnfangspoDkte  den  Wert  j         erreicht  seinen  Minimalwert 
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in  demjenigen  Punkte,  welcher  dem  Parameter  t  — •  C^)~*  enUpricbt, 
uDd  wächst  vou  da  aa  cooÜDairlicb  bis  9  =  od. 

Die  obigen  Sfttse  von  der  Krammnngasttrke  gelten  filr  alle  Pa- 
rabeln, mit  alleiniger  Ansnabme  der  Apollonischen,  welche  dem  Grenz- 
falle '''^^  ^resp.  ^-  »  eospricbt.  üter  bat  der  KrUmmongs- 
radins  im  Antangspnnkte  einen  endlicben  von  null  veracbiedenen 

Würt,  uämlich  Q^^j  und  wäcbst  vou  da  coutiouirlicb  bis  ^  »  od. 

§  5.  Fortsetzung.  —  Ans  dem  vorhergehenden  können  wir 
8chlie8.-?en  ,  duss  der  Krümmungsradius  für  einon  Wendepunkt  nicht 
notwendig  unendlich  gross  und  für  eine  S])it/.e  nicht  notwendig  uu- 
endlich  klein  sein  muss.  Da  nämlich  der  Wert  des  Krümmungs- 
radius im  Aufaugspaukto  nur  vou  dem  Werte  des  Verbältuisses 

abbftngt  und  jener  Punkt  für  alle  Parabeln  erster  Art  ein  Wende- 
punkt, und,  falls  m  <  »,  für  alle  Parabeln  zweiter  Art  eine  Spitze 
ist,  80  kann  es  geschehen,  dass  der  Krümmungsradius  eines  Wende- 
punktes unendlich  klein  und  derjenige  einer  Spitze  undendlicb  gross 
wird,    lietrachteu  wir  z.  B.  die  beiden  Parabeln  erster  Art 

a^  =  s^  und  aV*  =  «* 

Nach  §  2.  haben  beide  Curven  im  Anfangspunkte  einen  Wendepunkt, 
und  doch  ist  nach  §  4.  nur  für  die  erste  ^  =(x,  während  für  die 
zweite  p  =  0  ist. 

Ferner  haben  die  beiden  Parabeln  zweiter  Art 

«y*  —  af*    und  a*y*  =  «• 

nach  §  2.  im  Anfangspunkte  eine  Spitze,  während  nach  $  4.  9  =  0 
fttr  die  erste  und  (=00  fttr  die  zweite  wird.  Um  dies  geometrisch 
zu  erklären,  geben  wir  von  dem  ursprünglichen  Begrifie  der  KrUni- 
mung  aus.  Hiernach  versteht  man  unter  der  Krttmmnng  der  Curve 
ihre  Abweichung  von  der  geradlinigen  Form  und  demgemäss  unter 
der  Krilmniungsstürke  das  Verhältuiss  der  Winkelgeschwindigkeit 
der  Curvcntangentc  Ziur  Bahngeschwindigkeit  des  die  Curve  erzeugen- 
den Punktos.  Bezeichnen  wir  also  den  Winkel,  welchen  die  Curven- 
tangentc  mit  einer  festen  Geraden  (z.  B.  mit  der  x-Achsc)  bildet, 
mit  r,  die  Länge  eines  beliebigen  Curvcubogeus  mit  »  und  die  Zeit 

mit  I,  80  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Tangente  =  ^  und  die 

Bahngeschwindigkeit  =  folglich 
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dt  di 
'       *  '  Ä 

wenn  wir  mit  A'  die  Krüinmnngsstiirke  der  Turve  bezeichnen.  Nun 
ist  jene  dem  Krümmungsradius  p  umgekehrt  proportional,  wie  sich 
aas  der  UotersuchoDg  Uber  die  Krümmaog  feines  Kreises  ergiebt, 
folglich 

d»  dt 

di  '  dt 

die  beiden  Qaotienten,  die  hier  auftreten,  sind  im  allgemeiiifiii  end- 
liche, ton  näll  verschiedene  Grossen,  können  Jedoch  noch  beide  gleich- 
seitig nnendlich  klein  werden,  in  welchem  Falle  p  —  also  nnbe- 
stiannt  wird.  Liogen  x.  B.,  wie  dies  bei  einem  Wendepunkte  stets 
der  Fall  ist,  drei  benachbarte  CurveniNinkte  in  gerader  Linie,  so 
ftJlea  swei  benachbarte  Tangenten  xnsammen,  und  der  Quotient 
dt 

^  hat  daoa  dcu  Wert  null.  Liegeu  4  beuachbarte  Corveopunkte  in 
gerader  Linie,  wie  i.  B.  bei  der  Parabel    ^       so  iUlen  drei 

dx 

benachbarte  Tangenten  zusammen  und  es  ist  dann  ebenfalls  —  =0. 

Um  aber  diesen  Fall  von  dem  vorigen  zu  unterscheiden;,  setzen  wir 
fest,  dass  dieser  Quotieut  dort  unendlich  klein  von  der  ersten  Ord- 
DBOg  und  hier  nnendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  wird.  Dies 
erkennen  wir  auch  auf  analytischem  Wege,  wenn  wir  in  den  Glei- 
chungen (9)  den  Parameter  t  als  Zeit  auflfasseu  und  dann  jenen 
Quotienten  berechnen.  Allgemein  können  wir  daher  den  folgenden 
Satz  aufstellen:  Wenn  r  benachbarte  Curvenpunkte  in  gerader  Linie 
li^en  und  dofflgcmäss  (r  —  i)  benachbarte  Tangenten  susammeulaUen, 

<lr 

10  ist  der  Quotient  ^  anendlicfa  klein  Ton  der  (r— 2)ten  Ordnung. 

Was  den  Quotienten  ^  anbetrifft,  so  wird  derselbe  nur  dann 

tu  null,  wenn  2  oder  mehrere  Curvenpunkte  in  einen  einzigen  zu- 
nnmienjGdlea.  Auch  hier  haben  wir  unendlich  kleine  Grossen  ver^ 
sehiedener  Ordnung  zu  unterscheiden  and  setzen  fest,  (in  Ueberein- 
stimmnng  mit  den  auf  analytischem  Wege  sich  ergebenden  Resol- 
ssten)  dasa  in  dem  Falle,  wo  2,  3»  4  ...  r  Canrenpunkte  in  einem 

einzigen  zasammcufallen,  der  Quotient  ^  unendlich  kloin  von  der 

errten,  zweiten,  dritten  ...  (r— l)ten  Ordnung  wurd.  —  Dies  vor- 
ansgesctzt,  können  wir  nun  den  Krümmungsradius  einer  Parabel  im 
Anfangspunkte  O  einfach  dadurch  bestimmen,  dass  wir  erstens  unter- 
suchen, wieviel  Punkte  mit  O  in  gerader  Linio  liogen,  and  zweitens, 
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21B  Bimaitätt  tMer  Parabeln  kökeret  Ordtmmg. 

wieviel  Punlcte  mit  O  zusammcnfaUen.  Bezeiditien  wir  zur  Ab- 
liQrzung  mit  A  irgend  eine  endliche,  vou  null  verschiedene  Grösse 
oDd  mit  6r  eine  nncndlicli  Itleino  QrOsse  rter  Ordnung,  «o  ergiebt 
8icli  Folgendes: 

Bei  der  Parabel  a*y  =  liegen  in  der  Nathbarscliaft  von  O 
drei  Panlcte  in  gerader  Linie  und  O  ist  ein  eiufadier  Pnulct  Folg- 
Uch  ist 

fix      ^  ^ 

mithin 

A 

(,=  ^=00 

Die  Parabel  aV  =^     hat  in  O  einen  dreifachen  Punkt,  folglich 


Ferner  schneidet  die  a;- Achse  die  Carvo  in  5  Punkten,  so  dass,  da 
O  dreimal  zu  zählen  ist,  im  Ganzen  3  Punltte  in  gerader  Linie 
liegen;  folglich 

,U^^  -nod  «-^i^a 

Die  semiiittbische  Parabel  =  «>  hat  in  O  einen  Doppetponltt, 
folglich 


Die  a--Achsc  schneidet  die  Cune  in  3  Punkten,  so  dass,  da  O  dop- 
pelt zu  zuhkn  ist  ,  nicht  mehr  als  2  benachbarte  Curveopankte  in 
gerader  Linie  liegen ;  folglich 

Ä  =  ^    «nd    »  =  5-0 

Die  Parabel  a^y*  =  hat  in  O  ebenfalls  einen  Doppelpunkt, 
80  dass 

Die  3--Acbse  schneidet  die  Curve  in  5  Punkten,  folglich  liegen,  da 
O  doppelt  zu  zählen  ist,  4  dersclbou  in  gerader  Linie.  Mithin  ist 

g  =         OBd     #  =  ^=00 

Die  Parabel     =  a'«  hat  in  O  einen  einfachen  Punkt ,  folglich 
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dt 

äi  =  ^ 

Die  y  Achse  schneidet  die  Curve  in  4  zusammcnfallendon  Punkten, 
welche  hier  als  ebenso  viele  ia  gerader  Linie  liegende  Corvenpunkte 
zu  betrachten  sind.  Folglich 

^=d,     und     p  =  ^  =  oo 

n.  8.  w. 

§  ft.  Quadratur  und  Rectification  der  Curven.  —  Für  die  Fläche, 
welche  von  der  Parabel,  der  «B^AchsB  und  einer  beliebigen  Ordinate 
begrenzt  wird,  erhalten  wir 


m    I     in . 


— _  ■      — ,         m         "»  w* 

a         f    »  tm^  — r —  .  a        .  « 

oder  einCicher 

Die  Far-iliolflächo  hat  ileninath  stets  ein  rationales  Verhältniss  zu 
dem  Rechtecke,  welches  die  (ireiizordinate  mit  der  entsprechenden 
Abscissc  bildet  Für  die  Apollonischo  Parabel  (m  =^2,  n  ■=  1)  er- 
giebt  sich  aas  obiger  Formol  F^lxy^  ffir  die  somiknbische  F= 

Je  nachdem  m  ^  n,  betrigt  die  Parabelfläche  mehr  oder  weniger 

als  die  Hälfte  jenes  Rechtecks.  Dies  stimmt  mit  dem  üborein,  was 
in  §  2.  über  die  Krümmung  der  Parabeln  gesagt  wurde. 

Nicht  so  einfach  ist  die  Rectißcation  der  Parabeln.  Nach  einer 
bekannten  Formel  erhalten  wir  fflr  den  vom  Anfangspunkte  an  ge- 
rechneten Bogen 


X 

(14)  «»yVi+^'ö 


2JI.S 


WO  ^  =^  ~  Abklirsnng  dient  Um  dieae»  Integral  an  berech- 
nen, lihren  wir  eine  nene  Tariabele  ein,  indem  wir  setzen 

1 

A— 1 

Dadurch  geht  die  Gleichang  (U)  über  in 
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DiOB66  Integral  kann  in  gescbloBsendr  Form  angegeben  werden,  ao- 

2  —  1 

bald  der  Exponent  jp^^  eine  ganze  Zahl  ist  Dies  ist  abor  der 
Fall,  wenn 

(16)  X  -  '-±i 

ist,  wo  fc  eine  beliebige  positive  oder  negative  gaaie  Zahl  bedeutet 
(Nor  der  Wert  ^  —  —  1  mass  aasgeschlossen  werden,  denn  in  diesem 
Falle  wird  A  =^  0,  was  unmöglich  ist).  Die  Rectitication  der  Para- 
beln ist  also  durch  Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen  nur  dann 
ausführbar,  wenn  die  Differenz  der  Exponenten  m  nud  n  gleich  der 
Einheit  ist  Dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei  der  Apollonischcn  und  bei 
der  semikubischeu  Parabel.  Fttr  erstere  erhalten  wir  aus  Gleichung 
(14) 

0 

für  letztere 


0 

Loeban,  Westpr.,  im  April  1889. 


j 
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IX. 

Misoellen» 


1. 

lililielikettspukt  als  Olelekfewtohtopwikt  der  AulahttBf 

eteaer  FileheBrtleke« 

Seien  A'B\  AqBo  drei  Parallelen,  welche  die  Schenkel 

eines  Winkels  ACH  verbinden,  qp,  i.'»  (lit>  Richtungswinkel  der  Schenkel 

AA,  Cli  gegen  eine  beliebige  z  Axc,  A,  hn,  hx        Lote  von  C  auf 

AB,  A'Ü't  daun  ist  die  Componeote  der  Anziehung  von  Ä'B' 
tnf  C 

,     siny  —  siatf; 
kv 

alao  JT'Adv  die  des  Rechtecks  A'B'.hBv,  das  ist  eines  Elements  des 
Dreiecks  ABC.  Variirt  v  von  x  bis  1 ,  lo  erzeugt  dieses  Elemeat 
das  Viereck  ABC^A^  daher  ist  die  Componente  der  Anziehung  tod 
ABB^  auf  C 


1 


Ist  nun  AB  eine  Seite  eines  Vielecks,  AqBq  die  eines  ähnlichen 
ond  ähnlich  liegenden ,  C  Aehnlichkeitspuukt,  so  ist  für  alle  ent- 
Bprecheudeu  Seiteupare  x  gemeinsam,  also 

£X  —  log  ^  2:(8in  9 — sin  ^)  —  0 

Geht  man  bei  unendlicher  Seitenzahl  zur  Grenze  Aber,  so  er- 
streckt sich  die  Eigenschaft  des  Vielecks  auf  beliebig  begrenzte 
Küchen,  und  man  hat  den  Satz: 
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„Die  Anziehung  dor  Ringflächo  zwischen  zwei  geschlossenen  und 
einander  umschlicsscnden  ähnlichen  und  übulich  liegenüea  Liuicu 
auf  den  AehalicbkeiUpankt  ist  null/^ 

Anweiidiing  aof  den  Fall  »  —  0  ftkbrt  za  einem  Tragtcblnts. 

B.  Hoppe: 


2. 

Sla  allfenwteea  Theeiwa  aaa  ier  Tkeorle  der 
reeaniieadeB  RetheB. 

FOr  die  recarrirenden  fteiheu  besteht  folgendes  Tbeorem: 
Sei  durch 

£atun~k  -  0  1) 

0 

die  sogenannte  Scala  relationis  gegeben.   Seien  ferner 

Vi  *i*  •  •  •  V"» 

die  Wurzein  der  Gieicbung 

-£«9""*  —  0  2) 

0 

so  lautet  das  allgemeine  Glied  in  der  independenten  Form 

ti„  sr  jtbtf^n  *  3) 

I 

wobei  die  Coeficienteu  bk  aus  den  gegebenen  Anfangsgliedern  zu  be- 
stimmen sind.  Der  Beweis  wird  geführt  dadurch,  dass  mau  die 
Gleichung  3)  in  die  Gleichong  1)  einsetzt  und  das  Resultat  in  zwei 
Factoren  zerlegt,  deren  einer  eben  die  Gleichung  2)  ist.  Da  mm 
der  andere  Factor  nicht  null  sein  kaau,  so  ergibt  sich  bieraas  zur 
Bestimmung  von  i}  die  Gleichaug  2). 

Für  die  bekannte  Reihe  von  Lam6  (Nouv.  Corr.  Matbem.  Tom.  I 
und  Y)  ist 

1%  — tt„_l  — •hi_2  =  0         «,—  1  Il3|>»2 

Wir  haben  also  die  Beatimmungsgleichang 

welche 
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1+V6 
^1  2 

1  — V5 


liefert  Also  hat  das  aUgemaine  Glied  die  Form 
lobei    oad     aus  den  OleicbongeD 

t-V5V 


n  besüminea  sind. 
Fkag,  Januar  1889. 


W.  Liska. 


3. 

Oldehfewleht  ier  Anslehnnir  einer  rinfflfrmliren  fliehe» 

Der  aof  Seite  222  aoagesprocht'oe  Satz  Iftsst  sieb  erweitern. 

Seieti  L  und  Af  zwei  geschlossene  Liuien,  die  einander  vod  den 
^kl  C  nmschliesseu ;  C  sei  Anfang  der  rechtwinkligen  y  und 
tePolarcoordinaten  ^,  7.  Das  von  den  consccutiven  Radieo?ectoren 
f  nd  qp  -f  nnd  den  Liuienelementen  von  L  nnd  M  begrenzte 
^Mnck,  d.  i.  ein  Element  der  Kingflache  R  zwischen  L  und  M 
Ihit  tidi  erzeugt  denken  durch  eine  transversale  Gerade  NN'  -»  / 
foi  eoaitanter  Richtung,  welche  auf  p  die  Strecke  CN=if»  ab- 
Kkiddet,  indem  o  von  s  bis  1  variirt,  so  dass  (p,  (p)  und  (^x,  (p) 
^  Sebnittpunkte  des  Strahlea  9  mit  L  nnd  M  bedeuten. 

Bezeichnet  hv  den  normalen  Abitand  der  Geraden  NN'  von  C, 
■oht  das  Dreieck 
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Dio  Grösse  zur  LmkoD  drückt  die  Ton  l  nnf  C  geflbte  Aoziebang 
ans,  deren  ComponeDten  also  sind: 

,     gycosy   d<pa\üq> 

Erseogt  nun  l  das  Flftcbenelement  l.kdv^  so  sind  die  Componenten 
von  dessen  Anziehong 

»  ~ d^cos^»,     d>y  —  ^89»  sin  9 
folglich  nach  Integration  die  Componenten  der  Anziehung  von  B 

4R  4R 

log^co8g)8y,    F=       log  ^  sin  9 89 


0 

Setzt  man 


log^:=F(oos2s^) 


so  verschwinden  X  und  F,  denn  nach  Zerlegung  des  Integralinter- 
valls in  Quadranten  zeigt  sich,  dass  die  4  Teilintegrale  gleichen  ab- 
soluten Wert  und  parweise  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Scbreibeu  wir  ciufacber 

%  —  /(G0S2qp} 

80  lautet  das  Resultat: 

„Die  Anziebang  oiner  Ringfläche  auf  einen  Innern  Punkt  iat 
null,  wenn  das  VerhiUtaiss  der  von  ihnen  ausgehenden  Radieavectoren 
beider  Qrenzlinien  Function  des  Cosinus  der  doppelten  Amplitude, 
ist^  R.  Hoppe. 
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Diese  wirklieb  solid  and  hübsch  ausgestattete 

Drehbare  Sternkarte, 

i'iostellbar  aaf  jede  Stuude,  welche  bereits  in  6.  Auflage 
erschien,  eignet  sich  ganz  besonders  zum  Geschenk  für 
Lehrer  und  Schüler.  Dieselbe  wird  vielfach  bei  Prämien- 
Verteilungen  in  Schulen  benutzt.  In  Seroinaricn  wird  der 
hübsche  Apparat  gern  zur  Anschaffung  empfohlen  und  weil 
billiger  gleich  in  Partien  bezogen.  Preis  für  1  Exemplar 
1  M.  25.  20  Exemplare  20  M.  Transparente  Ausgabe 
1  Exempl.  1  M.  60.  20  Exemplare  28  M.  Derselbe  Ap- 
parat als  iprosse  drehbare  Schulwand-Kjtrte 
M.  15.  Jede  Buchhandlung  ist  in  der  Lage  ein  Exem- 
plar zur  Ansicht  vorzulegen.  Näheres  darüber  und  andere 
Lehrmittel,  nützliche  Apparate,  Spiele  u.  a.  siehe  Katalog 
der  Deutschen  Lehrmittel-Anstalt  Franz  Heinr.  Klodt, 
Frankfurt  a./M.,  welcher  gratis  versandt  wird. 


Zill' 

Herstellung  mathematischer  etc.  Werke, 

am  li  mit  Flgurcutafelii,  balttu  wir  don  licrreu  Aulortu  und  Verlegern 
uuäeic  für  niatbeniatibcbou  uud  Furmelsatz  speziell  ciugericbtete 
Offizin  bcstüDS  cmpfohleQ  unter  Zusicherung  correctcr,  rascher  und 
billiger  Bedienung. 

Grei/'aicalä. 

F.  W.  Kunlke, 

Buch-  und  Sltiiiidruckurei. 
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2.  Kill  aill^LMiiciiics  Thcorrm  aus  dvr  Thcuric  der  recurri- 
renden  Bdhcn.   Von  W.  Lieka  .  tSS 

3.  Gleichgewicht  der  Anziehung  einer  ringförmigen  Fläche. 
Von  B.  Hoppe  W 


QnitamM,  f«4raekt  M  V.  W.  Kaaik«. 
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MATHE.MAT1K  und  PHYSIK 

mit  besonderer  Kücksicht 

auf  die  Jiediuiuisse  der  Lehrer  au  höheren 
UDtenrichtstuistalteD. 


Go^ündet  von 

J.  A«  (SrHftert» 

fortgoaotxt  von 

B«  11  a  p  p  e. 

Zwoite  Reihe. 

Achter  TdL   Drittes  Heft 

(Mit  8  UtlMgnflilrlui  Min.) 


V73  Leipzig. 
G.  A.  Koch 's  Vcrlagsbuchhaiidlmig, 

J.  SangbuBcb. 

1889. 
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Himmel  und  Erde. 

Relcb  illustrierte  internationale  Revue  der  gesamten 
astronomiBchen  und  geophysisehen  Wiflsensdiaften. 

Organ  der  Gesellschaft  „Urauia".    Bedaktear  Dr.  H.  WUh.  Meyer. 

Monatlich  1  Heft  von  50—60  Seiten.  Preis  pro  Qoartal  3  Ifk. 

60  Pf.  Reit  h  illüstrierto  Prospekte  jederzeit  gratis  u.  franko  durch 
dioYcrlagsbandlung  UennaiiB  Faetel,  JierlinYi,  35,  Steglitzerstrasse  90. 


Soeben  erschien  in  Wllh.  Wertken  Verlag  in  Rottods: 

Übuug8bucli  zur  Aritliuietik  uud  Algebra, 

enthaltend  die  Formeln ,  Lehrsätze  und  Anflösangsmetboden  in 
systematischer  Anordnmig  und  eine  gresse  Anzahl  Ton  Fragen 

und  Aufgaben. 

Zum  Gebranche  an  Gymnasien,  Realgymnasien  und  anderen  höheren 

Lehranstalten  bearbeitet 

von  I 

Dr»  B.  Wrobely  Gymoatiiailchrer. 

l.  Teil:  Die  7  arithinetischcu  Operationcni  Proput  tionen,  Gleichangen 
ersten  Grades  mit  einer  und  mehreren  Unbekannten. 

XII  n.  291  S.   2,60  Mark.    Preis  der  Reraltate  dazu  1  Mark. 

Dieser  I.  Tfil  cntliftit  Ober  7000  Aufgaben.  Teil  2,  das  Pensum  von 
Obcrsckundn  u.  Prima  enthaltend .  mit  ca.  HfiOO  Aufgaben  orbchiint  Iiis  Ostern 
1890.  Bitte  das  Wrobclscbc  Übungsbuch  bei  etwaigem  Sehulbucbwccbtel 
concorricren  lu  lanen.   Die  BesoUtte  tiod  n«r  für  Lehrer  kisflicb. 


Zur 

HersteliuDg  mathematischer  etc.  Werke, 

auch  mit  FlgarentafelBy  halten  wir  den  Herren  Autoren  und  Verlegern 
unsere  fOr  mathematischen  und  Formelsata  speziell  dngeriehtete 
Offizin  bestens  empfohlen  unter  Zusicherung  conecter,  rascher  und 
billiger  Bedienung. 

OreifmealtL 

F.  W.  Kunlke, 

Bttch-  und  Steindrackerei. 
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X. 

Allgemeine  ParaiiieteiMlarstellung 
von  Substitutionen  involutorischen  Charaktcra, 
welche  eine  rationale  Fiiiu^tiou  in  sich  selbst 

überführen. 

Von 

Fritz  Hofnann. 


L   Uneare  involutorlsch-orihogonalc  Substitulioucu. 

$  1.  Zabl  der  homogenen  Veränderlichen  »  2. 
Bildet  man  die  SabaUtutioncu 

2X   .  1  — X« 

deren  orthogonale  Eigenschaft  evident  ist,  so  erhält  man  durch  Auf- 
lOiUDg  nach  m  und 

 iv-^+ 

80  dass  also  Kcuau  dioselbeii  nh  ichungon  ilio  x  und  y  durcli  A'  uud 
r  ftosdrücken,  welche  auch  X  uud  y  durch  x  und  y  darstulicii. 

Aick  4.  Math.  ■.  Pbyt.  3.  Reib«,  T.  VIIL  1!^ 
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Hof  man»:  AUgtmtiit*  ParamattrdanhlUutg, 


Dies  st(»ht  im  Gogcuaatzo  zu  der  gewöhnlich  gegebenen  Dar- 
stellung orthogonaler  Substitutionea ,  wie  man  solche  mit  üilfe  der 
schiefeu  Dctermiuaute 

1  X 
-l  1 


so  bilden  pflegt: 


1— A«  , 


A' 

'      •  —  21    ,  „     ^  ,  „ 

Der  geometrischu  Siuu  der  „uuikehrliaren^^  Substitutionen  A  ist 
folgender: 

Da  diese  Formeln  A  aach  geschnoben  worden  kOnnen 

^  1^«»  -  siua.as-f-cosa.y 

80  kann  man,  wenn  in  der  Figar  ox  senkrecht  anf  oy,  sowie  oX 
senkrecht  anf  oY^  von  einem  Punkte  p  der  ry-Ebeuo  ans  Perpendikel 
fUlen  auf  oF,  oXi  man  erhält  als  Lftngcn  dieser  Perpendikel  genaa 
jene  Grössen  JT,  F,  wie  sie  ans  den  Gleicbnngen  A  algebraisch 
berechnet  werden  könnten. 

Man  kann  nun  einen  Punkt  P  in  der  a-y- Ebene  con- 
struircu  mit  den  so  erbalteneu  und  als  x  und  y  zu  behandelnden 
Goordinatcn  Xy  Y\  dieser  neue  Punkt  P  wird  im  ailgomciuea  von  p 
verschieden  liegen  (vergl.  die  Figur  1)^  jedoch 

,,fasst  man  P  auf  als  Punkt  g  der  «tj^-Ebooe  nnd  wiederholt  fQr 
ihn  dieselbe  Construction,  die  von  p  nach  P  fflhrte  (Senkrechte 
Yg  fällend  auf  oF,  oX)  —  so  erhält  man  als  letztes  Constmctiona* 
resnltat  O  den  nrsprflnglichen  Ausgangspunkt  p  wieder." 

Die  ideulitätcn 

{X)  (F) 
—  sina[ — sin«.c-|-cota.y]-f>cosa[cosa.«*(~sii^*'>y3 

{X)  (r) 

-j-cosa[— 8ina.«+cosa.y]4-8ina[co9o.x4~sina.y]  =  y 

gestatten  den  Verlauf  unserer  Constmctionen  schrittweise  in 
folgen  und  unseren  Satz  zu  bestätigen. 

Dagegen  würde  die  Durchfiibruug  dosselbeu  Proccsses  fUr 
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IM  den  Punkte  j»  ein  an  derselben  Stelle  liegendes  0(+*t  -f 
lirfeni  nar  lllr  «  — 

So  sind  demnach  2  verachiedene  Classea  der  linearen  orthogo- 
Mlai  Sabstitatien  Torbaaden,  von  'weleben  die  Ton  nns  betrachtete, 
A  oder  A],  geometrisch  wie  algebraisch  die  Bezeichnung  ^involnto- 
liich'*  Terdient  — 

Die  Determinante  dieser  „involatorisch  —  orthogonalen*'  Sab- 
ttitution  A  ist  —1,  daher  ist  genan  die  Hglfte  aller  Oberhaupt  mög- 
liches orthogonalen  Sabstitutionen  von  unsrer  speciellen  Art  (für  den 
PsU  von  swei  Yerinderlichen). 

Sie  sind  —  rein  geometrisch  —  dadurch  charaktcrif^irt,  dass 
(ier  von  den  neuen  CoordiuaU'iiaxcn  gebildete,  körperliche  Winkel 
Qicht  mit  dem  von  den  urspraoglichon  Axen  gebildeten  zur  Deckung 
gebracht  werden  kann. 

Aach  f^oometrisch  stellt  sich  somit  die  Wahrscheinlichkeit :  in 
finer  beliebig  vorgegebeucn  rechtwinkligen  Coordinatcnaxenstelluug 
die  „iuvolutoriscbe^'  Eigenschaft  zu  erkennen,  gleich  ^  heraus. 

b  —  a 

Setzt  man  in  den  Formeln  A  statt  1  ein:  ,  ,   ,  so  nehmen die- 


Hiben  die  Gcbtalt  an 


toe  Formeln  A^  enthalten  den  einzigen  Parameter  aib\  sie  sind 
■sr  brauchbar,  wenn 

in  flbrigen  können  o,  b  reell  oder  rein  imaginftr  sein.  FQr  a  s  0 
vbllt  man  eine  sogonannto  „Spiegelung**,  vgl.  S  6,  Anm.  II. 

Wir.  nennen  Af  die  „Normalform**  flkr  die  involutorisch- 
«ribsgonalo  Substitution  ~  aus  späterhin  ersichtlichen  Gründen. 

15» 
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%  2.  Zftbl  der  homogenen  Ver&oderlicbea  3. 

Hier  fragen  wir  nach  der  Existeoz  aod  DarfiteUbarkeit  von 
orthogoualen  Sabstitutionea 


wobei  aber  gleichzeitig  gefordert  wird 

Nun  wird  eiu  System  vou  3  ortbogoo&lcu  Ebenen  geliefert  durch 
die  Formeln 

!A.Y=  (I4-V«  -  A*-fiV-l-2(Jl-fiv)y+2(iv  +  /i)a: 
iVy  —  -  2(AH- Mv)<c+ (l  H-     —  A« -  v«)y  4-2( V  -  ftA)« 
iVZ«  2(i»+A|i)jf+(l  +  A«— 

DiM  Iber  onter  die«»  9  Ricbtnngtcos.  sieb  8  Paare  von  Je  2 
glcicben  beftnden ,  ist  ans  obigem  allgemeineD  Systeme  F  Dicht  in 
leblicaieii;  auch  ein  Vertauscben  voo  Zeilen  oder  Reiben  wOrde  — 
im  allgemeinen  —  die  gewttnscbten  3  Paare  «a  —  oir  nicbt  auf» 
treten  lassen. 

Wir  sind  daher  auf  Ermittlung  eines  besonderen  Kunstgriffs 
angewiesen,  der  die  Formeln  F  in  solche  von  der  gewQuschtcn  in- 
volntoriseben  Eigenschaft  verwandelt  —  die  Formen  F  werden  bei 
diesem  Process  einen  ihrer  Parameter  verlieren. 

Schreiben  wir  fOr  1,     v  rospective  ^*        ^  so  erhalten  die 

9  Coefficienten  von  F  folgendo  Gestalt ')  (indem  wbr     ans  Zftbler 

und  Nenner,  iV,  entfernen): 


I)  Vom  Verfamr  milgeMfli  ia  einer  Mole;  .Zeitsebr.  f.  Math.  a.  Fb.*, 
XYXIII.  384. 


«81*  +  ««^  + «SS« 


2(iM~M) 


Digitized  by  Google 


229 


Diese  Tabelle  wurde  abgeleitet  uutcr  dor  Voraussetzung  eines 
siclit  verschwindenden  d\  für  jedes  solche  d  mnss  dieselbe  ortbogo- 
isleSibstitiitioneD  liefern,  denn     ist  oiir  eine  Umformvog  toq  F. 

Da  danach  die  9  Glieder  der  Detcrmiiianto  fttr  beliebig  viele 
Werte  TOD  d  die  Eijsenscliaft  besitien:  joder  Zolle  oder  Reibe  nacb 
die  Qnadratsamme  — 

aufzuweisen,  so  muss  die  Determinante  f\  identisch  diese  Eigen- 
schaft besitzen  (man  kann  diesen  Seliluss  leicht  durch  cffcctive  iler- 
stelloDg  der  Quadratsumme  bcstätigcu). 

Wftblen  wir  nen 

<l  -0 

»0  ist  auch 

i,«__^«_ci  2  oh  2ac 

2ba       -a*  +  A»  — c*  2be 

2c»  2eb  -a«-ft«+c« 

eine  orthogonale  Snbstitotion  anter  der  Dedingong 


F. 


a*+b*+c*  ^  0 


Demnach  erhielten  wir  durch  eine  Umformung  der  allgemeinen 
Formel  welche  a  priori  für  unser  Problem  wenig  förderlich  er- 
achieo,  das  „involutorisch-oitbogoualo^'  System: 

/  i\X  =>  (a*  —    —  c«)x+  2a*y  +  2aez 
^  NY  ^  2bax-\-(—a*-\-b^  —  c^)y-\-2hc» 

welches  2  wesentliche  Parameter  a:b:c  enthält 

Der  Wert  der  Coefficieutendeterminante      ist  hier  zunächst  =1, 

kino  aber  (durch  av'-l,  aV— I,  cV— 1  statt  o,  6,  c)  auch  1 

gemacht  werden. 

In  letzterem  Falle  kann  der  von  den  neuen  Coordinatenaxen 
gebildete  „Dreistuhl'*  nicht  mehr  mit  dem  ursprünglich  gegebeneu 
körperlit  hen  Winkel  der  Axeu  zur  Deckung  gebracht  werden.  Jramcr- 
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bin  bestellt  nacb  dem  Yorborgobendea  der  geometrisebe  Salz: 
„Unter  den  ortbogonalen  Systemen  JTFZ,  dnrcb  welcbo  die  darcb 
das  System  der  Ebenen  «ys  fixirten  Baumpnnkte  tnnsfbrmirt  wer- 
den können  -~  ibro  Anzabl  ist  —  gibt  es  cd*  von  inro la- 
to riscber  Eigenschaft,  derart,  dass  ein  transformirter  Pnnkt 
(ans  p(ffyt)  entstanden),  welcbem  als  oys-Coordinaten  die  Perpeadikel 
XYZ  gegeben  wurden,  mit  der  An&ngslage  p  snsammenfUlt,  sobald 
er  als  y  im  <ry«-System  von  nenem  anfgefasst  nndj  demselben  Pro- 
cess  nnterworfen  wird,  der  von  p  naeb  P  fikbrte.": 

Denn  man  bat,  sieb  der  Formeln     beitienend  dureb  Ansrech- 

nen: 

+ 8m  [2e(i«+ 2  ftey -h  (-*    -  ^' 

Zablenbcispiül.  a  =  l,  6  =  2,  ««4  gibt 

21.jr=— 19«  -l-4y+  8« 
21.  r—  4x  — 13y-[-16« 
21. Z=      8x      +16y  +  lla 

ein  Substitationssystero ,  dessen  Umkehrung  dieselben  Coofficienten 
an  denselben  Stellen  anftrcten  liesae. 


§  3.  Zahl  der  homogenen  Veränderlichen  3. 

Von  n  =  4  an  verlieren  die  bisher  gebrauchten  Methoden,  — 
uänilich:  Vertauschung  von  Reihen,  oder:  Einführung  homo!j;euer 
Parameter  —  ihre  Wirksamkeit.  Denn  die  nach  dem  Cayley-IIer- 
mite'pchen  Verfahren  aus  scliiefen  Determinanten  herzustellenden 
Coefficieiitenreiiien  für  allgemeine  orthogonale  Substitutionen  geben 
z.  B.  für  4  Veränderliche  16  vollständig  verschiedene  Zahlen  als 
Schlusssresultat,  andrerseits  aber  sind  die  allgemeinen  Ausdrücke, 
welche  uns  di(?  Substitutionscuefficienteu  liefern,  Brüche  vom  dritten 
Grade  im  Zähler  (in  Bezug  auf  die  Parameter),  vom  vierten  im  Nen- 
ner, so  dass  ein  Ilomogenmachcn  kcinenfalls  weiter  hilft.  (Vgl. 
Baltzer,  Determinanten.    V.  Auflage,   pag.  195). 

Es  bleibt  nns  der  Analogiescblnss,  nm  ans  der  „Normalform" 
fllr  «  —  2  nnd  n  —  3  eine  Coefficiententabelle,  fttr  n  —  4  etwa,  anf- 
lubanon.  Wir  bilden: 
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3e» 


2ab 
2«6 


2a0 


2ad 
2ed 


2€la 


2a» 


2<le 


0 


od  tbenengen  ans  nachtrftglich  durch  Ausrechnen,  daaa  in  dieser 
TibeHe  ille  wesentlichen  Eigenschaften  der  „orthogonalen**  Suhsti- 
tstionen  sich  finden,  während  zagloicb  ihr  Jnvolntoriscber**  Charaicter 
IS  ihrer  Bildung  ansgesprochen  ist. 

Das  Quadrat  obiger  Determinante ,  gebildet  nach  dem  Multipli- 
catioDsgesctze  der  Dctermiaauten,  gibt  (a^ -\-h*-\-e*-\-d*)^\  daher  ist 
die  Detcnniiiauto  selbst  «  —  ( . "  -f  -|-  c*  -f  ^*)^  ' "  wie  aus  dem 
yorzcichea  von      zu  eutDcbmen. 

Somit  ist  die  Determinante  der  eigentlichen,  mit  dem  Nenner 
a  Terseliendeu  Coeißcientea  unter  allen  Umstäudon      — J,  mag  man 


■it  *1  muitipliciren. 

Die  Zahl  der  ortho^'oiialcn  und  /UKleich  iuvolulorischen  Substi- 
tatiooen  für  4  Veräuderlichc  ist  daher  <x>\  dcuu  A4  enthält  3  uoab- 
lüogige  Parameter  a :  6 :  c :  <i. 

Lehrsatz.  Allgemein  wird  die  „luvolutorisch-orthogonalc"  Sub- 
stitQtions-Coefficienteo-Tabello  dargestellt  durch  n  — 1  unabhängige 
Parameter,  wenn  n  Veränderliche  vorliegen  (diese  Zahl  bleibt  vou 
« >  2  an  hinter  der  für  die  allgemeine*'  Orthogoualsubstitutton 
SUtigcn  Zahl  iii(ii--l)  znrOck). 

Für  ungerades  n  kann  der  Wert  der  Coefticientcn-Dotermiiianto 
oscb  Belieben  als4~l  edcr — 1  Angegeben  werden,  durch  eventuelle 
AnwendoDg  der  Parameter  aV— 1,  ^V— i  . . .  statt  a,  6  . . . ;  flir 
prsdes  n  ist  derselbe  immer  —  —  1. 

Ikr  Beweis  fflr  diesen  Satz  ist  einstweilen  durch  Ausrecliuuug 
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zu  führen  ~  eine  sfn  nu'ere  AhliMding  dcsselhen,  als  die  bisborige, 
durch  luduction  gegebene,  bleibt  dcDiuacb  wUuscbenswcrt 


§.  4.  Directe  geometrischo  Ableitung  der 
Goefficienton-TabelleD. 

Ist  eine  hoinoi,'ono  ([uailiutiscln'  Function  vou  beliebig  viclCD,  n, 
Vt'iäuderliihcQ  gcgcbuu  iu  der  spccicllfu  Furm 

G  +    +    +  ... 

so  kann 

(?  =  0 

^nxlcutct  wciil.  ii  als  di(^  (Tlcit  linnj;  eines  —  2)-dinieDsionalea  Punkt- 
cuiitiituuiiiä  im  Kaumu  voo  (u  —  1)  Uiineusiuncu. 

Beispiel.   Dio  Gleicbang 

stellt  cino  imaginftre  Kugel  vor  im  dreidimensioiialeii  Baome;  die 
Gleichung 

ii^t  die  eines  Kreises  mit  dem  liadius  V — 1  in  der  Ebono. 

Ein  Punkt  a,  6,  o,  d  . . ,  ausserhalb  dieser  Flftcbe  („Fläche** 
im  Obertrageucn  Sinne),  fQr  welchen  also 

K;uin  dann  mit  einem  Punkte  r,  »/,  ■  •  •     'i  f  der  Fläche  durch 

eine  Gerade  veri)nnden  werden  Die  ("Dordiiiaten  X,  Z,  W  .  .  . 
des  /wt  i'en  ''nreiist()ssi)unk^es  dieser  Geraden  mit  der  Flüche  werden 
sich  als  lineare  Fuuctioueu  vua  jr^  i/,  z  w  .  .  .  einstellen  j  es  sei  etwa 

jr  —  qr,  (x,  y,  z,  ir  .  .  .) 

y   Ts  (-'S •  •  •) 

u.   s.  w. 
Werden  nun  in  der  Gleichung 

c;  =  ü 

1)  Auf  nn'lcrrm  Wr'_'c  ist  IIimt  Vtl(ni;uin  in  _Zi  it<:chrift  für  Miithcin.  U. 
rii."  IM.  IG..  {Kijr.  523  IV.  auf  itlinlKhu  liililuugcn  gcluiij^t. 
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flbenll  ao  Stollo  der  y,  x,  w  , . .  dicw  AasdrQcke  fllr  JT,  Y,  Z, 
1^  .. .  sobstitairt: 

G'  y,  «I    . .  y,    w  . .  .)]*+  ...  —  0 

so  wird,  wenn  oin  System  von  »  Znhlen  y,  w  . . .  der  nrsprllng- 
lichen  G  gcuagt,  aach  der  dnrcb  Becbnang,  dorcli  die  Traosforma- 
tioosformcln  ^  ihm  ingeordnete  Punkt  (daa  System)  Z^W , 
der 

<?•  -  0 

geoOgen. 

Ein  BcwcisTersacb  hicrfar  wflrdo  den  Wert  einer  Tanto- 
logie  haben;  denn  wir  haben  ja  a  priori  nnsoro  Formeln  9  so  ein- 
gerichtet ,  dass  eben  der  dnrcb  sie  dem  y,  to  ...  zngoordnote 
Pnoltt  auf  G'  liegen  roass. 

Einer  logiscbca  Tautologie  muss,  wcuu  zu  ihrer  Kinkleidung 
natbematiacbe  Formeln  verwendet  werden  können,  die  Matbematik 
mit  einer  nach  ibren  Operationsvoraebriften  darstellbaren  Identität 
antworten.  Somit  ist  sieber  vorauszusagen:  für  jeden  Punkt  «r,  y, 
s,  w  . . . ,  fttr  welchen 

erfollt  ist,  muss 

6f'  —  ü 

identisch  erfüllt  sein,  d.  b.  in  geometrischer  Sprechweise:  die 
ilicbe  O  muss  einen  Teil  von  G*  bilden. 

Da  die  Substitutionsforiiulu  <jp  sicluT  linear  ausfallen  werden, 
so  muss  überhaupt  die  Fläche  G'  mit  (t  /»sainiiu  tifalU  ii ;  d.  h.  die 
Form  G'  muss  sich  herausstelicu  als  mit  G  bis  aut  eiucu  coustauteu 
Factor  identisch. 

Die  Beziehung  zwischen  (x,  z,  w  .  .  .)  und  (X,  F,  Z,  W .  , .) 
ist  geometrisch  eine  reciproke  bei  festliegendem  Systeme  a,  6,  c, 
d        demnach  muss  die  Auflösung  der  Gleichungen 

X  —  qp,  (x,       «,  w  .  .  •),        y  =      (-^1  Vi  »,  »f  .  .  .)    u.  8.  w. 

nach  den  7,  ^,  2,  w  ...  genau  dieselben  homolog  gelegenen  Cocf- 
ficienten  aufweisen,  wie  die  Functionen  7>  selbst  deren  besitzen:  un- 
sere Transformation  wird  eine  ,,invoIutori8cbü'*  sein  und  jedenfalls 
die  „Fliehe"  G  in  sich  selbst  transformiren.  Dio  Herstellung  eines 
geeigneten  gemeinschaftlichen  Nenners  für  die  qp-F uuctionen  — 
nm  dio  Substitutions-Determinante  =•  —  1  zu  erhalten  —  bildet  eine 
Hüfsaufgabe;  ist  dieselbe  gelöst,  so  würde  für  dio  iudependeuto  Dar- 
itcUang  von  „involutorisch- orthogonalen'^  Substitutionen  durch 
»  — 1  Parainuter  aib.cd  ...  das  Material  ^ewoiiucu  suiu. 


Digitized  by  Google 


234  tt^/mttnmt  AUgemehu  IhrtmtierdargttUmq. 

Wir  schreiten  nun  zur  cffcctiven  Bestiminnng  der  9)- Functionen. 
Der  nnbekannte  Dnrchstosspmikt  X,  TT  . . .  hat  als  Punkt  dor 

YerbindoDgaliDie  von  (a,  d  . . .)  nach  (x,  y,  t,  to  . . .)  dio  Coor- 
dioaten  * 


S 


Die  Einfahraug  dieser  Ausdrucke  iu 
liefert 

+A«(*«+f«+...)-0 

da  aber  nach  Voraussetzung  (x,  v,  z,  t»  . . .)  auf 

<?  — 0 

geienen,  also 

80  erh&It  man 

^(a«-j.6a+c«+  . .  .)  +  2A(a«+6y+«+  . . .)  -  0 

Demnach  bat  mau  zu  setzen: 

fi :  i  -  2(a«+Jjr+«»+  . . .) « — (a«+6«+c»+  . . .) 

Somit  wären  die  Coordinaten  des  Punktes  Xy  y,  Z,  TK...  bestimmt 
durch  Einsetzen  in  Gi 

g»,  =  jr-  2(«+*y+ei+  . .  •  •  > 

«^3  =  Z=2(ax4-6j/4-cc4-  .  .  .)  .c  -  (a«4-Ä»  +  c»+<i*+  ...)« 

u.   s.   w. ') 

la  der  Tat  wird  nan  die  EiofQbmng  dieser  ^-Fnnctionen  statt 
der  r,  y,  c,  10  . . .  in  die  nnprltngliche  Oleichang 

C?  =  0 

das  Resultat  ergeben:  (nnsero  oben  Toransgcsagtc  „Taatologie**) 


I)  Dictelben  Formeln  finden  sich  in  dem  AuTsatze  Ton  Herrn  A.  Von: 
,  lieber  oilhogonale  Sobtlitntioiicii'' :  lk!iitbciii.  Anoalon;  Bund  13.  (1876) 
p«g  341. 
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-4(a»+A«  +  c»4-</«+  . .  .).{a»+by  +  c»+dw+  . . .)« 
+(a«+»«+«»+d«+  ...)•.  . . .)  -  0 

oder 

Demnach  hat  die  Einführung  der  rp  statt  der  x,  y,  z,  tr  .  .  .  die 
Wirkung  einer  „involutorigch-ortho}i;onalen"  Substitution  für  die 
homogene  Function  G  —  zunächst  aber  noch  bis  auf  das  Uiuzo- 
treten  des  Factors  (a«+6*  +  c«-|-€/»-j-  . .  .)*• 

Die  9-FttocUone&  siod,  aosgerecbnet: 

Z-o  fs  —  2<»«  +  2r/>y  +  (— «•  —  6«  +  ««— d«—. ..)«+.• 

O.    8.  W. 

Dividirt  mau  aber  jede  derselben  durch 

80  wird  dieser  gemeinschaftliche  Nenner  N  in  der  umgeformten  qua- 
dratischen Function  G  durdtwr^'  im  Quadrat  auftreten,  somit  sich 
gegen  den  Factor  ta*+** -f«* 4- •)  »™  Ausdrucke  für  Cf^' 
fortheben. 

Wir  fügen,  der  bessern  Uebcrsicht  wegen,  die  Coefficionten  als 
Determinante  znsammengosteUt,  hier  ein: 


T 


a2-J-6'— c*-rf«- ...  2  ab  2ae 


Hiermit  erscheint  unser  Problem  für  homogene  Functionen,  die 
nur  Quadrate  der  Yerftoderlicben  enthalten,  vollständig  gelöst. 
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Die  Formeln  T  sind  im  Eiuklango  mit  den  firtthcr  durch  In- 
diiction  gefandonon  Ausdrflclcen  ^14;  don  Beweis  fftr  ihre  Eigon- 
schaflon  hrauchon  wir  nicht  mehr  darch  Ansreehnnng  zn  erbrin- 
gen', er  liegt  in  dem  Gedankengange,  dem  sie  ihre  Existenz  verdanken. 


11»  Lineare  laTolntoriRche  Substitution  fir  allgemeine 

qnadratisclie  Formen. 

§  5.    Herstellung  der  Substitutioiis-Cocfficionteo; 
Eigenschaften  ihrer  Determinante. 

AVir  werden  im  Folgendeu  die  rasch  fördernde  Methode  der 
gymbolisclieu  Reehnung  ausschliesslicli  benutzen  —  durch  ihre  An- 
wendung \\ird  sich  die  Losung  der  uns  vorlie;^enden  Aufgabe,  sowie 
der  Nachweis  für  t'inige  merkwürdige,  höchst  allgemeine  Dctermi- 
iianteu-Uelatiouco  besonders  übersichtlich  gestalten. 

•  Es  sei  eine  homogene  quadratische  Form  von  |i  yartabcln  vor- 
gelegt: 

A  Ox^  ^  bx^  =  Cjc*  ~  dj?  .  .  . 

dann  kann  ein  Paukt  yansserhalh  der  Fläche 

^  -  0 

fest  aDgcDommeu  werden,  so  dass  also: 

Wird  dieser  Punkt  y  mit  einem  auf  der  Fläche  sich  voründcn- 
den  Tunkte  x  verbunden,  so  müssen,  wie  in  §  1.,  die  Coordinaten 
des  zweiten  Durclistusspunktes  A'  mit  der  Fläche  —  auf  der  Vcr- 
biudungsgeradeu  von  x  uacb  y  —  sich  eiostellcu  als  liuearc  Func- 
tionen von  ar». 

Man  hat  nun  fittr  eben  weil  auf  jener  Yerbindnngsgcraden 
gelegen: 

^rf  —  f*y;  +  Aaprf ;      t  =  1,  2,  3  . . . 
und  daher  zur  Bestimmung  von        die  Gleichung 

oder 
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Dt  nach  der  Yorauaaetsang 
io  Grb&lt  mao 

^  :  A  =»  2(o,ay):  —  o/ 
demDach  die  f^iDvoIatorischen*^  SobsUtnUoDea; 

Um  für  diese  X  einen  Nenner  N  so  bestimmen,  welcher  nach  der 
Transformation  die  Form  og*  vollständig  idcutisch  mit  sich  selbst 
—  ohne  Zablenfactor  —  erscheinen  lilsst,  habeo  wir  oachtrftglich 
die  Wirliang  der  SobaiitatioBen  F  io 

A-0 

zu  uutersuchcn. 

Die  Substituliüueu  F  crgebcu  dud: 

A'       4(a,a„)(</,rf,)V-4(a,a,).c,«i,*,  +  (V)  W).***  0 

Man  erkennt  dies  dorch  wirkliche  EinftUiraog  der  fOr  die  Jt  be- 
stimmten AnadrOcke: 

A'  [2(a«ay).*,-VM'-0 

denn  dies  gibt,  nach  Taylor's  Theorem  entwickelt,  genau  unsere 
obige  Form  —  indem  wir  weitergehend  noch  neue  Symbole  ein- 
führten, um  im  Resultate  Ä'  die  Vieldeutigkeit  der  symbolischen 
Aasdrücke  zu  vcrmeidoo. 

Die  beiden  eraten  Glieder  der  Somme  Ä*  leratOrea  aicb  naa 
identiacb,  somit  wird  darch  die  Yerwendong  der  X-Formela  Bich 
die  Gleichung 

il  — 0 

mit  dem  constanten  Factor  (a/)(<'^,')  behaftet  —  einstellen;  difidirt 
man  also  gleichmässig  sämtliche  X  durch  (die  Zahl)  a/,  so  wird 
identisch 

A'  =  A 

Wir  stellen  demnach  die  Tabellen  7x,  T  der  „involutorischon*^ 
Substitution  aaf>  welche  „die  Form  A  identisch  in  sich  selbst  trana- 
formirt** : 
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oder  (beispielsweiie  aaigereebiMt  fBr  f»  =  3): 


2|fl(g|  Cg) 

N 


^  —  d^«  ^  0 

Ohne  jede  Ausrechnung  können  wir  aus  der  gcomctrischeii 
Entsteh uugsart  dieser  Determinante,  wouacJi  die  Substitotiooeo 
2'  iavolutorisch  seiu  mUsseu,  voraussageu : 

„Es  sei  in  der  UetermiDante  7*  das  Ate  Olied  der  t'teo  Zeile  mit 
tt0t  beseichnet,  ferner  mit  Am  die  Unterdeterminnnte  der  Stelle  o«. 
Man  hat  dann  identisch: 

94k  =  Au  *) 

Scliroibt  man  nämlich  die  Tx  Substitutionen  mit  Hilfe  der  a : 

«11  'i  +  «jt  «ii + «Ii«! 
^1  «ti'i+^ii'i+Äm'f 

80  ist  nach  unserer  geometriscbcn  Horleitangsweise  erwiesen,  daM 
omgckehrt: 

Zj,  =  a„  Xi  -\-  a.^j  A',  -f  a^^ 

Aber  nach  den  Regeln  der  Algebra  würde  man  erhalten  haben: 

wobei  J  die  ausgerechnete  Determinante  T.  Um  nun  r  auszu- 
werten, lassen  wir  zunächst  zur  Einfachheit  den  Nenner  wog  —  und 
können  die  so  entstandene  Determinante  A'  nach  den  Potenzen  der 
3  in  der  Diagonale  sieb  hervorhebenden  Glieder  ag\  ent- 
wickeln. 


I)  Obige  Fanvng  gilt  fAr  vnier  Beiaplel  einer  T-Dctemtnante  Ar  ^s8; 
•llgtniciii  itt  dagcgrn 
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Wir  erhalten  snnichst  als  Prodact  dieser  droi  Grössen:  - 


wir  dann  die  Producte  von  je  zweien  jener  3  Gröiieii 
IM  Aage^  so  finden  wir  als  weiteres  Glied  der  £ntwicklang: 

Um  jene  Glieder  von  J*  m  bestimmen,  welche  o^',  V 
nicht  enthalten,  haben  wir  an  Stelle  dieser  Grossen  0  einansetien; 
so  erhalten  wir  als  Faetor  von  («y')*^: 


O^iOg 

c,c„    c,<7y  e^eg 


was  offenbar  verschwindet  —  *,  der  gldche  Schlass  würde  avch  gelten 


—  etwa 


6|  &y      &s  hg 

—  jener  3  herrorgehobenen  Glieder. 


der  ersten  Potenzen  —  etwa  V 


Demnach  ist 

dies  gibt  nacli  Division  mit  dem  Kuhns  dos  Nenners  (oy*)  den  Wert 
^,  oder  T  —  -f-l. 

(Im  allgemeinen  Falle  ist  ^  —  (— 1>^~'). 

Za  nnseren  Formeln  fQr  ^.cv  und  n  inrackkehrend,  finden  wir 
somit  den  ansgesprochenen  Sata 

hestitigt 

ZaUeobdspiel  filr  Anfstellnng  einer  Coelfidententabelle  und  deren 

Untersnchnng. 

Der  Kreis 

mit  dem  lfittel]innkte  f,  f  nnd  vom  Radios  —  6  kann  transformirt 
werden  mit  Zngrandelegniig  eines  Punktes,  wie 

1,  2.  1 

der  nicht  auf  ihm  gelegen,  ((V)  —  9). 
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Oio  Tabelle  F  dar  A-Substitutiooeu  ergibt  sieb  ala 

9 =  2  l(x,  -f  2^-^ .  1 4-  (»,  +  3x,) .  2 + (2r  j + 3^ ,  - 1 .  1  ] .  1  -  9x, 
9Jr,  -  2[(<r,4.2rs). l+(a:i+3*i) . 2+(2r,  +  3«,  - 12*«) .  1)  .2 -  9r, 
-  2[(ar,-|-2«r,).l-f  (ar,-i-3^r,).2  +  (2a-i  +  arg -12Ä',).l].l-9;r, 

oder  ausgcrechuet: 

Diese  Formoln  geben  also  xnuftcbst,  weun  ein  Punkt  beliebig 
aof  der  Kreisperiphorie  vorgogebeu,  etwa  1,  1,  1,  denjenigen  Punkt 

wo  die  Verbindungslinie  vom  festen  Punkte  1,  2,  1  nach  dem 
beweglichen  Punkte  (1,  1,  1)  hin  zum  zweitenmale  den  Kreis  triflt 
Dem  Punkte  1,  1, 1  entspräche 

9Jr, 1,  9Jr, -7,  92^  — — 1 

Zweitens  aber  werden  die  Formeln  für  die     ,  an  Stell  '  drr 
in  die  Kroisgloichung  eingeführt,  dieselbe  identisch  in  sich  ttans- 
formiren;  und  schliesslich  ergibt  sich  durch  Auflösung  der  3  Glei- 
chungen nach  Xi; 

9x|  =  -  3^,  +  lOJy,  -  8^3 
9x,  =  12A',  4-  1 1 A',  _  IGX, 
9j^  —      ejf,  +  IQA't  — 17^, 

Wie  unsre  früher  gegebenen  Formeln  (§§  1. —  1.)  nur  äusserst 
spoeialisirte  Fälle  des  in  diesem  Paragraphen  j^elösten,  viel  allge- 
nuMn(;ren,  rroblems  bilden,  kann  an  dieser  Stelle  am  besten  über- 
schaut werden.  Die  dort  iu  die  SabstitatioDsformelu  eingefübrteu 
Summen : 

2(a«+«y+«r+  . .  .)      oder      (a«+Ä«+««+  . . .) 

sind  nichts  andres  als  die  Polaren  und  Formen  2(«r«0y),  oy*  dieses 
Paragraphen;  die  feste  Gruppe  «,  d  .  entspricht  dem  nun- 
mehr benutzten  festen  Punkte  y. 

Ist  der  zu  transfonnirendo  Punkt  sc  so  gelegen,  dass 
so  fällt  X  mit  «  zusammen,  wie  aus  den  Formeln  F  ersichtlich. 
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§6.    Formale  Erweiterungen  der  gefundenen  Formen, 
sowie  verallgemeinerte  AuwenduDgea  dorselbeD. 

Wenn  wir  dio  Fomeln  T  des  leCiten  Piragraphen  ins  Aoge 
kmem  nnd  nnt  damn  erinnern,  dtae  die  Coordinnten  p  fest  gegebene 
ZeUen  Torstellen,  se  l^rt  dne  knne  Ueberlegaog,  dnss  Ar  nnaer 
gsa«i  TruisfbrniatioMproUein  nidit  die  einielnen  Coeflieienten 
«e  der  sn  trsntformirenden  Form  as*  wesentlich  sind,  sondern  immer 
nnr  gewisse  Verbindungen  derselben  mit  den  Zahlen  y,  nftmlich 
&  Ansdraeke  («4«^),  (o^oy)  ...  (anoy);  so  dass  man  also  recht  wol 
dsa  Coeffidenten  m  gans  neue  Werte  geben  kann,  wenn  nnr  jene 
Terbindnngen,  beispielsweise 

hei  gleichgebliebenen  yt  ihren  effectiven  Zahlenwert  nicht  ändern. 

Man  kann  also  jene  Ansdrücke  gleichsetzen  resp.  (ßifig),  (ßt^p) 
...  (ßfißw),  entstanden  ans  einer  ganz  neuen  Form  ßx*.  So  wird 
also  durch  dio  Transformation  T  nicht  nur  die  Form  as*  in  sich 
iransfurmirt,  sondern  auch  die  mit  vollständi«^  verschiedenen  Coef- 
ficienten  vcrsebcue  Form  ß^*,  wenn  eben  nur  immer 

ißißg)  =  ißiß^)  u.  8.  W. 

Hier  stehen  rechts  anszurcchncnde  Zahlengrösssen  —  im  ganzen 
crhm  man  |i  Gleichungen  für  ^       '   wesentliche  Unbekannte, 

B&mlich  die  nencn  Coeflieienten  ßik. 

Zahlcnbeispiel.  Es  sei  vorgegeben  gewesen  die  Summe  «'1'-}' 
T^'-l-^s^;  sowie  der  ntrai^o™i^iMle  Pnnkt*^  2,  3).  Man  er- 
halt  zunächst 

Stdlt  man  nun  die  Gleichungen  auf: 

welches  System  beispielsweise  befriedigt  wird  durch  (ßu 
f-27i  ft,-15,  A,  =  -3,   /?,3-6,  ßu^lU 

so  wQrdc  die  auf  den  Punkt  2,  3)  sich  stOtzende  orthogonal- 
involutorische  Transformation  derSnmme  a-i^+äPj'+'a^i  nämlich  (§4.) 
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eiao  solche  sein,  dass  sie  auch  den  Kegelschnitt 

in  sich  transformirt  —  sie  würde  nebeubei  auch  die  Paukte  dieses 
Kegelschnitts  involutorisch  ordnen. 

Ueber  4  Coeffidenten  ßik  kann  hier  Tor  AoflOsnng  der  sie  de- 
finireoden  GleichuDgen 

wfllkflrlieh  verfilgt  werden  —  allgemein  fibor  •  aber  trots- 

dcm  wäre  es  ein  (Mrkelscliluss,  wenn  man  annehmen  wollte,  dass 
durch  diese  Vcrfü^'ungst'reilieit  über  die  (i  etwa  eine  Verallgemeine- 
rung in  der  i^aranietonlarstelluiig  der  involutorisch  -  ortbogonalcu 
Substitutionen  erreicht  wäre. 

Nachdem  wir  nun  far  die  Entstehang  der  Formeln  eine  Er- 
woitemng  erreicht  haben  —  wenigstens  eine  formale  —  kann  auch 
eine  Ansdehnnng  ihrer  Verwendbarkeit  nachgewiesen  werden. 

Wir  wissen,  dass  die  Formeln  F,  J'x  involutorischen  Charakter 
haben  —  zunächst  iu  geometrischer  Weise  nud  zwar  f(ir  Puukte 
der  Fläche 

die  Coeffidenten-  nnd  Yariabdn-Yerbindnngen  aber,  wie  de  vom 
Verein  derTransformationsformeln  YOigestellt  werden,  bringen  diesen 
Charakter  auch  algebraisch  snm  Ansdmck  durch  das  Bestehen  Toa 
formalen  Identitftton,  wie  etwa  die  wichtigste 

in  wdchen  dann  den  Symbolen  *  fttr  die  Veränderlichen  nicht  mehr 
die  Beschränkung  anhaftet  nnr  'als  Coordinaten  von  Punkten  anf 
einer  gewissen  Fläche  anerkannt  sa  werden. 

Demnach  transformiren  alle  bisher  gebrachten  Transformations- 
formclu  nicht  nur  die  Punkte  der  jeweilig  ins  Auge  gefassten  Fläche 

in  Punkte  derselben  Fläche,  sondern  sie  ordnen  in  involutorisch- 
coUinearer  Weise  ullc  Puukte  des  (<»— l)-dimensionalen  Kaunies 
eiuaudcr  paarweise  zu. 
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Fftr  diese  inyolotorische  lUmiitratiifonDation  ist  nach  dem 
SeUnse  Ton  f  5.  die  Fliehe 

der  Ort  der  sich  selbst  zugeordoeteu  Paokte : 

Unsere  Formeln  Tz  gestatten  flberdies  noch  eine  einlache  Ab- 
kitong  des  Satzes: 

„Die  Flache 

trennt  mit  dem  fSeiten  Pankte  p  jedes  sich  entsprechende  Pnnktepaar 
X  harmonisch.** 

Denn  es  sei     ein  auf  der  Fläche 

OgOp  =s  0 

getegcner  Punkt,  daher 

wir  wollen  dann  zum  Punkte 

des  nach  ousercu  Formulu  coujugirton  Punkt  Z  bestimmen. 
Das  Einsetzen  in  die  Tabelle  7!k  ergibt  als  zngoordneton  Punkt 

9.Zt=*  2(a^-  +  Aa«' . a^)j/i  - .  kx'i) 

da  aber 
SO  hat  man 

demnach 

«aa  lu  beweisen  war. 

Zasammeufasseud  also  und  wieder  anknüpfend  an  das  im  Ein- 
gänge Bemerkte:  Nachdem  eine  Fläche 

anfgestcUt  und  benutzt  worden  ist,  um  ciiie  involulorischo  Raum- 
Trausforination  zu  liefern,  ist  es  nicht  meiir  ^üti^^  sio  für  jene  durch 
sie  erzeugte  Transformation  ausschliesslich  beizubehalten  —  im  Ge- 
genteile sind  dauu  unendlich  viele  Flächen 

nachweisbar  als  geeignet  die  Stelle  der 

IS« 
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zn  enetten;  das  CbarakteriBtische  einer  solchen  Transfonnation  Isl 
vereinigt  in  den  fi  Coordinaten  (o^oy)  der  ebenen  FIftche 

Oder  auch:  Bei  InvolatioDen  dieser  Art  darf  der  transformirende 
Pnnkt  sowie  die  Zahlenwerte  der  Coordinaten  der  Fläche  der 
Doppelclemonte  beliebig  voi^geben  sein,  —  naohirftglich  können 
dann  Fl&chen ' 

gefunden  werden,  die  gleichfiüls  geeignet  wären  jene  Transformation 
za  ermitteln. 

Anm  I.  Von  Horm  Mansion,  Nouvcllc  corrospoudance  de 
matheniatiqucs,  Bnd.  IV.,  p.  2.^)7.  wurde  bowioson,  dass  jede  lineare 
involutorischc  Zuordnung  von  der  Art  sein  muss  wie  unser  aufge- 
stelltes System,  d.  Ii.  dass  sie  sich  stützen  muss  auf  einen  „trans- 
forniirendcn  rmikt",  sowie  ein  liueares  Gebilde,  welches  die  Doppel- 
elemente der  Zuordnung  enthält. 

Anmerkung  II.  Ist  Toigegeben 

yi  —  yj  "  •  •  •  =  sfM'i  —  0;     <  0 

sowie  aU  GleicbuDg  der  Fläche  der  sich  selbst  cutsprechenden  Ele- 
mente 

Oy  «  0 

die  folgende 

so  nehmen  wir  als  transformirende  Fläche  zweiten  Grades 
die  folgende 

0^'  »  0 

Ihre  Anwendung  gibt  die  Transformationsformeln 

(  («/li'.'i)  •      =■  —  («" •  ^« ;    t      1»  2,  3,  4  .  . .  (fi  —  1) 

Fflr  8  oder  4  Yerinderliche  kann  man  mit 

die  Vorstellung  der  Gleichung  einer  endlichen  Coordinatenflfiche 
(-^  Axe  far  fi  —  3),  oder  der  Gleichung  der  sogeiiauuten  ,,uDend* 
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tkk  ienfiif  Punkte  verbiiideiL  Hui  erfailt  dann  als  geometrische 
Beitnig  oBgrar  algebniaehen  SpediUslniiig  in  dem  einem  Falle 
jne  Tranafonnation«  ftr  welche  die  Bexeidmnng  »tSpicgolnng**  Ab- 
Ü^;  im  aadera  Falle  Jeoe  Zoordnang,  wo  iwei  Punkte  X  nnd  » 
jeweOig  die  enfgesengeietit  gleiche  Entfernong  nnd  Richtang  Tom 
togenanaten  ,4a&ngqNuik(e'*  0,  0,  0,  ...  1  aas  aafweisen.  Der 
iBTOlatonsehe  Charakter  dieser  beiden  Transformationen  ist  erident 


m.    iBTolateflseke  TransfimMtlonen  Yen  Fennen  dritten  Chsdet. 

f  7.  IaTolntorisch*ratlonale  Transformation  einer 
homogenen  Form  3ten  Grades  in  sich  selbst 

1.  £s  sei  Toigegeben 

Om*  =  bs^  =  Cm* 

sowie  ein  Zahlensystem  (Ponkt)     fttr  welches 

CfftUt  ist 

Die  VerbindoQgsgerado 

tiüt,  wenn  m  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  FUche 

diese  Flftche  zum  drittenmale  in  einem  Punkte  dessen  Goordi- 
naten  rational  ansdrackbar  sein  mflssen  durch  die  von  c,  sowie  jene 
des  üBsten  Punktes  y. 

Wie  früher  scbliessen  wir  weiter:  angenommen,  man  habe  For- 

iMln  eonstruirt,  welche  in  ihrem  geometrischen  Aufbau  uns 
▼erbOigen,  dass  immer  der  Punkt 

Jt|  =  Vi 

auf  der  Fläche  A: 

sich  befindet,  wenn  y  nnd  x  darauf  liegen,  so  muss  —  als  mathe- 
matische Identität  —  sich  beim  Einsetzen  dieser  ^-Functionen  in 
die  FlAcbengleichuag: 
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A'  «^t  -  0 

ergebeo,  dass  A  ein  Divisor  von  A'  ist 

Denn  slellon  wir  nni  einen  der  nnendlicli  vielen  Punkte  der 
Fiidie 

vor,  etwa  t\  so  ^vciss  mau  schon,  dass  nach  eflfectiver  Bcrechnang 
der  9-FaQctioQcu  bei  Eiusctzung  der  ZaiUen  x^',  0-,'»  •  •  •  «p'  in 

(welch  letzcres  dio  Symbolo  V„  ar,  .  .  .  enthiUt),  A'  deswegen  ver-  - 
schwindet,  weil  der  Punkt  9  aaf  A  gelegen. 

Da  dies  nun  aber  ftUr  Jeden  der  unendlich  vielen  Punkte  «* 
auf  A  gilt,  so  muis  der  algebraische  Ausdruck  von  A*  —  der  durch 
die  Allgemeinheit  seiner  alle  Zahlen  umÜMsenden  Buchstabenielchen 
«1,  ...  jT/i  alle  Punkte  einer  Fliehe  A  aufininehnien  geeignet  ist, 
indem  man  eben  nach 

nebenbei  schreibt  — ,  durch  eine  swischen  A  und  A'  bestehende 
Identität  von  der  Form 

A^f,A* 

die  logisch  festgestellte  Tatsache  sichtbar  machen,  dass  eine  belie- 
bige Zahlengruppe  x^'  ...  7^'  mit 

A^Q  auch  ^'  s=  0 

erfüllt  {f  darf  dabei  selbst  eine  Function  der  *  sein).  D.  h.  die 
AusrechQUDg  wird  und  muss  sum  Ansdmck  bringen,  dass  die  Fl&cbe 

einen  Teil  der  traasfor mirten  Fläche 
bttdet 

Um  die  Transformation  wifUich  henustellen,  setsen  wir 
Xi    iß^i-^-lti  in  o«*  s  0 
ein,  nm  zu  erhalten: 

wobei  vorausgesetzt  wird: 
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Wir  finden: 

dalier 

äciiiiesslicli  hat  man 

Diese  Zuweisaug  T  ist  eioo  involatorische;  denn  wftre  y  sowie 
ein  bostiinintes,  ans  erFOehnetea  JT',  vorgegeben,  so  wOrde  sidi 
als  dritter  Sehnittpnnkt  mit  der  Fliehe  nnf  der  Yerbindnngsgeraden 
|jr'  offenbar  wieder  der  Punkt  »'  Anstellen  mflssen,  der  snr  Her- 
stdlnng  Ton  JT*  gedient  hat  >). 

Durch  Einsetzen  des  Wertes  von  A'  iu  die  Flucliengleichung 
erhalteu  wir  A'  und  erfahren  dabei,  welches  der  Factor  /  ist,  am 
welchen  A'  gegen  A  moltipUcativ  yennehrt  erscheint: 

+  3(0,  O.«)  .  (Äy «  6x)« .  Cy  f.«  -  C^»/  6,)»  .         -  0 

(bieno  ist  die  Gleicboag  A  mit  dem  Symbole  o  geschrieben  worden, 
ebenso  2z  mit  a  nnd  6). 

Nun  ist  nadi  der  Voxanssetzung 

Demnach  erscheint  die  ursprüngliche  Form  behaftet  mit  dem  Kubus 
eines  linearen  Factors  —{öy^bx).  Will  man  demnach  Formclu  auf- 
stellen, für  deren  Anwendung  die  Ueberführung  von  A  nach  A'  eiue 
vollständig  identische  ibt,  auch  der  B'orm  nach,  80  hat  man  Statt 
Tz  verbessernd  zu  schreiben: 

Es  sei  bemerkt,  dass  lür  dun  Punkt 

alle  Transformatiousformeln  illusorisch  werden.  Denn  nill  litt,  mit 
oder  ohne  Nenner  schreibend: 

1)  Bt  Mi  htTTOrgehobtn.  da«  der  inTolatoriichc  Charakter  der  InTolation 
Tm  no'  erkannt  ist,  so  lange  Punkte  der  vorgegebenen  Flache  A  transfor- 
mirt  werden.  Dass  obige  Formeln  überhaupt  involutorisch  sind,  für  alle 
Pwikle  (xj,  X,  ...  «^u),  wird  splter  (S§  8-  lo.)  erwiesen  werden. 

2)  Hier  bedeuten  die  Klammern,  dass  jeder  in  ihnen  euthalicne  Aus- 
druck durch  cffcctire  Bestimmung  der  Symbole  ausgerechnet  und  dann  erst 
Potcuirt  werden  soll.   Strenger  wäre  (a^'a«)  .(e^a'fiy)  •  *'  ^ 
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wegen 

Andrerseits  entspricht  jedem  Punkto  x\  für  welcheo 

afom'  =0  ist, 

d.  b.  der  ganien  FlAche 

entspricht  der  einzige  Ponkt  y. 

Die  II  Ansdrflclce  der  Jd  stellen  also  Flächen  zweiten  Grades 
vor,  die  den  Punkt  y,,  yt  -  ■  •  Vt*  gemeinschaftlich  besitzen  ;  man  kann 
aber  leicht  zeigen,  dass  sie  sich  s&mUich  dort  bertthrou 

Um  dies  nadimw^ien,  bilden  wir  din  GMchuDg  der  Marfllehe 
einer  Bolchen  Flache  Jf^  geDommen  fbr  den  Pnokt  . . .  y^i  ala 
Pol  nnd  geschrieben  ndt  «  als  lanfenden  Goordiaaten. 

gibt  polariflirt: 

da 

•   

Dirne  Tangentenfläche  ist  daher  dSeedbe  iBr  alle  fi  Flachen  Xi\  sie 

ist  aberdies  die  Tangentenfläche  an  ^e  vorgegebene  Fliehe  dritten 

Grades 

Wir  werden  diese  geometrischen  Untersuchungen  später  erledigen 
nnd  kehren  zu  nnsern  Formeln  fttr  NX  zorflck,  um  denselben  den 
Satz  zu  entnehmen: 

«Fttr  eine  Function  von  hdherem  Grade  als  dem  sweiten  ist  es 

—  im  allgemeinen  nnd  anfeinen  beliebigen  Punkt  jr sich  stfltiend 

—  nicht  möglich  durch  ganze  Functionen  der  Yariabeln  als  Traas- 
formationsformeln  X  die  Form  in  sich  selbst  ohne  Factor  ftbersa- 
Akbren."« 

Specielle  Beispiele  for  |a  -»  3. 
liefert 


I)  Diese  Berahning  ist  nicbt  die  g«w(Minltcbe,  sondern  die  innigste  so* 
nichst  der  Idcntitit. 
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Die  SabttitntioBeii: 

fieftrn  erstens,  wenn  2  Fonkte  der  Gurre  A  bekannt  sind,  y  nnd 
s,  den  dritten  Sehnittpnnkt  der  Geraden  ndt  der  Corfe,  X,  ra- 
tional; sie  besitien  sweitens  die  inTolntoriscbe  Eigenselnlt,  d.  iL  sie 
geben  nach     anfgelOet  genan  dieselben  Funetionen     in  den  X., 

welche  ans  den  ar,-  die  Xi  direct  sn  bilden  gestatten;  nnd  Uire  Ein- 
flUumng  in  die  Gleichnng  der  Cnrven  dritter  Ordnnng  an  Stelle 
der  f,  wird  diese  Qleiehnng  identisch  in  sich  aberfiüiren. 


ZahlenbeispieL  Sei  Yorgegeben 
d.  n* 

als  y  sei  gewfthlt  der  Ponkt 

=     H  — 2»  H  — 1 
lUe  anagerechneten  Transformationsformeln  sind 

f .  2i  —  2äP|«+2ai|«—«t»,-%«i|— 1(4*1«,— «^«) 
Die  £insetsnng 

2,>+JSi»+jr,«-ÖJr,-V,  gibt  («i*+«,«+«e«-ö»,iv.).('i~%+i^» 

bis  auf  einen  Zahlenfactor;  die  3  Kcgelscbnitto  X^X^X,^  geben  durch 
den  Pankt  1 ,  2 ,  1 ;  in  demselben  die  Cnrventangento  desselben 
Punktes,  nämlich 

bertnrend. 


Dass  sich  die  3  Kegelschnitte  X  in  y  sogar  dreipnnktig  be- 
rflhren,  wird  spitor  geieigt  werden. 
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§8.  Geametriielie  EigeoBchaften  der  Fonctionen, 
welche  die  iiiTolatorische  Snbstitutioo  vermittel u. 

Setzen  wir  einen  der  3  allgemeinen  Audrflcke  ^  ftr  die  tnuui- 
formirten  Gooidinnten  2Ut  etwa  9^3,  —  0,  so  hal  man 

Demnach  wird  jeder  Pnnict      r/,  r,',  welcher 

befriedigt  und  der  Gurre 

angehört,  transformirt  in  einen  Punkt 

i  —  endlich 
I  X^  ^  endlich 

demnach  Uegen  alle  jene  Conrenponkte  X\  welche  durch  nnsre 
Tranaformationen  sngewieien  werden  den  Schnittpunkten  des  Kogel- 
Schnitts 

und  der  Curve 

auf  der  Geraden 

«8  —  0 

Nun  hat  aber  diese  Gerade  mit  der  Curve  dritten  Grades  nur  3 
Schnittpunkte  gemeinschaftlich  ^  daher  kann  der  Kegelschnitt 

mit  der  Gurre  nur  3  Ton  y  verschiedene  Schnittpunkte  aufwdaen; 
er  muss  demnach  in  yiVty^  die  Gurve 

«,»-0 

dreipunktig  borttbren. 

Wir  können  diesen  Scblnss  leicht  verallgemeinorn  und  zugleich 
neue  Sätze  gewinnen. 

Wenn  3  Punkte  X',  X'^,  JT^'  der  Curve 

gleicbzeitig  anf  der  Geraden 
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liegen,  lo  ist  auch  für  jeden  der  drei  Pimlrte  k'  auf  derselben  Cnnre, 
weldie  die  drei  X  durch  Transformation  ersengt  haben : 

diia  noch 

BS  sind  also  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  D  mit  der  Curre. 

Dieser  Kegelschnitt  D  nun  bat  au  der  Stelle  y  gonaa  dieselbe 
Taugcate 

as%'  —  0 

wie  die  3  einzelnen  Kegelschnitte  g?,,  aus  wclclicn  er  additiv  zosam- 
mcngesetzt  ist;  d  h.  £>  berührt  die  vorgegebene  Corve 

i  —  0   oder    os*  ^  0 

im  Punkte  ij  — ;  einstweilen  also  wftre  eine  zweipnnktige  Be- 
rührung in  y  erkannt. 

Nun  gilt  aber  als  Anwendung  des  bekannten  Schnittponktsaties 
von  8  Cnrven  Star  Ordnung  durch  8  Punkte  der  Lehrsats: 

„Liegen  die  3  Punkte  A'^,  X^^,  X^^^  einer  Curre  dritter  Ord- 
DQDg  auf  einer  Geraden,  und  sind  x^,  ac'^,  z'^^  deren  Projcctiouon 
auf  dieselbe  Curve  von  einem  festen  Curvenpunkte  y  aus,  so  berührt 
jener  Kegelschnitt  Z>,  welcher  durch  x',  x'^,  x^^'  sowie  durch  zwei 
in  y  unmittelbar  benachbarte  Curvenpunkte  geftüirt  werden  kann, 
die  Corve  dritter  Ordnung  Spanktig  in  y 

Demnach  berOhrt  unser  obiger  Kegelschnitt,  der  durch  Tnuu- 
formation  aas 

eatstaad,  in  y  die  forgegebene  Cnnre  dritten  Qradea 

dreiponktig. 

Somit  wird  jeder  Kogelschnitt  von  der  Form 

die  Cune 

in  y  dreipunktig  berühren.  Denn  er  gebt  durch  die  Projectionen  x 
der  3  Pnnkto  JE,  in  welchen  die  Gerade 


I)  IKcter  Sau  ist  aakchrbar. 
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die  Curve  schneidet  —  berührt  scinar  additiven  Zusammensetzung 
nach  die  Curvc  zwoipuuktigi  somit  nach  dem  gcometrischcu  Satze 
sogar  drcipuuktig. 

Anmerknng  I.  Die  «n  Sdiliiflse  des  Torigen  Paragraphen  ge- 
brauchte einCache  Form  der  Transformatioii  Iftaat  diese  Verhflltnisae 
Boch  deutlicher  werden.   Der  Eegebchnitt  ^  Ar  nimUeh 

h  —  (ya  +  axy-\-by*-\-cx^)  —  0 

ist  im  Endlichen  gelegen  und  schneidet  die  vorgegebene  Curve 

im  Eudlicben.  Ist  nun  fttr  einen  bestimmten  Punkt  «Y 
sogleich 

a-0 

80  liegen  die  transformirten  Punkte  X*  Y'  auf  der  Cnnre  unendlich 
fern,  da  der  Nenner  Z'  verschwindet. 

Somit  liegen  die  3  transformirten  Punkte  der  Curve,  wio  sie 
den  3  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte  %  sunordnen  sind,  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden. 

Andrerseits  könnte  man  auf  die  Lage  der  trausfürmirten  Pnnkto 
auch  aus  der  Gleichung  schliesscn,  die  für  den  Punkt  x'y'  erfüllt 
sein  muss: 

»' 

sie  gibt  3  Richtungen  an,  in  welchen  erstens  die  endlidien  Schnitt- 
punkte  x'y'  der  Cnnre  mit  dem  Kegelschnitte 

liegen  müssen,  ist  aber  dabei  identisch  mit  der  Gleichung,  welche 
die  Richtangen  der  drei  unendlich  fernen  ~  auf  einer  Geraden 
gelegenen  —  Cnrveopnnkte  bestimmt  hfttte. 

§  9.   Formale  Erweiterungen  der 
Transformationsformeln;  das  Netz  von  Curven  dritter 
Ordnttng,die  durch  dieselbe  in  volu  torisch -quadratische 
Substitutiou  iu  äich  transformirt  werden. 

Immer  deutlicher  tritt  der  geometrische  Charakter  unsrer  tp- 
Functionen,  nftmlich  der  einer  quadratischen  Cremona-Xransformation 
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Bit  3  zusammen  fallenden  Haoptiuinkten  ^)  herror  —  aber  wir  sind 
Mch  nicht  berechtigt  gewesen  diese  Bezeichnung  principiell  anzn- 
«enden,  da  wir  bisher  immer  nur  Geometrie  auf  einer  Cnrvo  ge- 
trieben baben  und  nur  für  deren  Transformation,  nicht  für  die  ganze 
Ebene,  unsrc  Formeln  construirt  wurden.  —  Die  formalen  Er- 
weiterungen dieses  Paragraphen  bereiten  den  Ueborgang  von  der 
eiueloen  Corvo  auf  die  Ebene  vor. 

Wie  frfltaer,  bei  dem  Falle  von  qnadfBtischea  Formen  können 
vie  ans  fragen  nach  den  Zahlen,  welche  bei  nnsrer  Transformation 
von  Cnrven  dritter  Ordnung  in  sieh  selbst  wesentlich  sind.  Stellt 
sieb  hieibei  herans,  dass  deren  Anzahl  geringer  als  die  der  Coef- 
fidenten  einer  solchen  Cnrve,  und  dass  diese  9  Coeffieienten  nnr  in 
gewissen  Verbindungen  auftreten,  deren  Anzahl  <  9,  so  ist  damit 
die  Aassicht  eröffnet,  dass  unendlich  viele  Cnrven  —  wenn  eben  nur 
ihre  Constanten  in  jene  Zahl  von  Rcdingungen  sieb  fügen,  glcich- 
leitig  dnrch  genau  identische  Substitutionen  in  sich  transformirt 
werden. 

„Für  die  Transformation  einer  Corvo  dritter  Ordnung,  die  sich 
snf  den  Curvcnpunltt  y  stützen  will,  sind  nur  die  6  Grosses 

«t'«#i  <»s*«fi  «»«r5  «M«jf;  «it«f 

wesentlich;  d.  h.  die  6  Cocfficientcn  de«  Kegelschnitts 

a^o»«  =  0." 

Beweis.  Man  bat  zu  zeigen:  1)  dass  jede  Corvo  3 ter  Ordnung, 
Dir  welche  6  Gleichungen  bestehen 

=  ^t»  •  Ar  —    •  «jf 

A'.  Ar  —  as*.flir«     At  •  Ar  =  *jt  • 

den  Pani(t  y  ontliftlt,  wenn 

—  0 

2)  dass  die  TnnsfhrmaÜonsformeln  q>t  fttr  die  /f-Curre  iden- 
tisch sind  mit  jenen  Dir  die  a»Curve,  solange  sich  beide  auf  den 
Punkt  y  stutzen. 

ad  1)  Die  Gleichung 

kann  geschrieben  werden: 


I)  Siilwon-FietUcr :  Hühoic  ebene  Curvcu.    Art.  3:10. 
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Nan  ist  nach  der  YoraiusetzoDg 


Mi 


-0 


ferner  sind  alle  hier  vorhandenen  links  vom  Striche  stehenden  Grössen 
nach  der  Voraassetznng  S  gleich  den  fttr  a  entsprechend  gebildeten ; 
das  Zosnmmenhalten  dieser  beiden  Vorausetinngen  scigt,  dan  die 
Zahlen  pip^fn  o^x^n  eingesetzt  die  Bedingung 

Oy'  —  0 

befriedigen. 

2)  Ist  das  System  S  erfnllt,  so  sind  die  beiden  Kegelschnitte 

a^ax*  =  0     und     ß^ßs' ^  0 

vollständig  identisch.  Bildet  man  nnn  die  Polare  des  ntolichen 
Punktet  y  (seine  Tangente)  in  Bexng  anf 

a^Oji*      Ü    als    Og  .Ojf  .Om      ag^ax  ^  0 

nnd  andrerseits  in  Besng  anf 

ßgßgt^O  all  ßfßjt^Q 

so  mflssen  beide  Gleichungen  der  Tangente  Tollstftndig  Aborein- 
stimmen.  D.  h. 

afag  —  0 

muss  in  allen  darin  vorkommenden  8  Coefftdenten  identisch  sein  mit 

ß/ßn  -  0 

Wenn  man  will,  kann  man  diesen  Schlnss  deutlich  machen  durch 
das  Hinschreiben  von  ß^ß»^  —  0: 


ßitßt 
ßnßw 


'Vt'i-^ßt^ßa 
*y%fH'{-ßnß» 


•yi'l  -f-i^:<-  ß*i  '  Ht^'t 


wo  wiedcrnm  links  vom  Striche  Zahlen  stehen,  fttr  deren  Gleichheit 
mit  den  für 


giltigen  durch  das  System  S  Sorge  getragen  wurde. 
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Demoacb  siod  die  Formelo 

nd 

identisch  bei  Bestehen  der  6  Bclationen  8.) 

Somit  werden  durch  ein  solches,  einmal  aufgestelltes  System  der 
fi  üDcndlich  viele  Curven  <irittor  Ordnung  mit  gemeinschaftlichem 
Punkte  y  (und  gemeinschaftlicher  Tangente  in  ihm)  gleichzeitig 
m  sich  selbst  trausformirt  and  keine  diese  Curven  ist  vor  den  abrigon ' 
MsgezeichaeL 

Es  lei  bemerkt,  diss  die  4Pnnkto,  in  welchen  die  4  ?on  y  ans 
sn  eine  solche  Cnnre  möglichen  Tangenten  dieselbe  borflhren,  anf 
4m  üesten  Kegelschnitte  (oya«*)  —  0  Hegen;  somit  anch  die  Doppel* 
piakte  der  im  Systeme  vorkommenden  Cnrven  vom  Qeschlechte  0. 
0sn  solche  Cnrven 

^icb  aberbaapt  ansercn  Bedingungen  S  Aigen  kOnnen,  wird  dnrch 
die  geringe  Zahl  der  letstem  erwiesen. 

Unser  oft  gebrauchtes  Beispiel 

libt  bei  der  Verfügborkdt  aber  aßyö  die  Existenz  jenes  Curvon- 
9>tems  von  gleichen  Transformationen  nochmals  sn  erkennen. 


110.    Erweiterung  der  Anwendbarkeit  der  für  ebene 

Curven  dritter  Ordnung  gefundenen 
Transformationsformeln-,    Bildung  von  involutoriscb- 
qnadratischen  Crcmoua-Substitutionen  dor  Kbenc. 

Die  Cnrven 

udcbe  einer  vorgegebenen  Curve 

iü  der  Weise  des  vorigen  Paragraphen  zugeordnet  sind  durch  die  6 
Relationen  »S,  überdecken  die  ganzo  Ebene.  Denn  man  hat  Freiheit 
genug  bei  der  Bestimmung  von  ihren  1)  Coefficienten  um  dieselben 
durch  einen  beliebigen  Punkt  a  der  Ebene  hiudurcbzufuhrcn. 


Digitized  by  Google 


256 


B0fmannt  AU^mtuM  i^trmmltrimntMuig, 


Lebnatz.  ^'iq  TrauAformatioDen 
aiugerechiiet  mit  Zograndelegiing  elotr  Torgogebeneii  Corre 

und  einet  feeteo  PoBktes  y  avf  ihr,  sind,  wenn  angewendet  für  einen 
beliebigen  Pnnkt  der  Ebene,  eindeutig  nmkebrber  nnd  twar  Iden- 
tisch umkehrbar.  Man  kann  ohne  Ausrechnung  schliessen:  aetit 
'  man  in  die  Ansdriicke  für  die  Xi  nochmals  an  Stelle  der  tti  die  Ar 
Xt  gebildeten  Anadiücke  ein,  so  erh&It  man  identisch  die  Coordi- 
naten  ar,  wieder  (allerdings  behallet  mit  dem  sich  gleicbm&ssig 
einstollenden  Factor 

Beweis.  Für  die  Punkte  der  Gurre 

ist  der  Satz  ans  der  geometrischen  Entstehung  ($  7.)  der  y-Formeln 
zu  folgern. 

Ist  nun  ein  Punkt  «  Torgegeben,  so  kann  man  durch  ihn  eine 
Cnnre  dritter  Ordnaog 

legen,  mit  gleichzeitiger  Erfallang  der  6  Bedingungen 
ßifßw     «i'^»      fci Ä  —  «II «f 

A*  Ar = »    At  A    «11  «f 

(dasB  A*^0  folgt  hieraus) 

Wendet  man  auf  den  Pnnkt  •  dieser  neuen  Cnnre  ß  die  Trans- 
formation 

Tj^  fh  -  <AA*).f»-(AA')« 

an,  welche  Tollständig  in  den  darin  Yorkommenden  Zahlen  mit  der 
fttr  die  o^Cnnre  gebildeten  identisch  ist,  so  entsteht  ans  dem  Corven* 
punkte  »  jener  Pnnkt  als  zugehöriger  in  welchem  die  Yerbindnngs- 
gerade  von  jr  nach  s  die  Cnnre 
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Khneidet  Wendet  man  aof  Z  non  nochmals  dieselbe  zalctzt  gc- 
bnncbte  Transformation  Ti^  an,  so  mnss  man  wieder  den  Punkt 
t  erhalten  —  weil  eben  ffir  alle  Paukte  auf 

ßx^  =  0 

die  Zuordnung  7^)  eine  iuTolntorische  ist. 

Nachdem  dieses  bewiescD,  kOuueu  wir  die  Uilfscurve 

gauz  eliminircD;  wir  kuuneu  uus  vorstellen  als  sei  fortwährend  nur 
mit  der  für 

giltigen  7j[-Formeln  oporirt  worden  ohne  die  Curvc 

jemals  offectiT  hergestellt  zu  haben  —  und  gewinnen,  da  ja  die  7«- 
Formeln,  als  mit  den  7j[(/')-FormcIn  identisch,  mit  letzteren  über- 
einstimmende  Scblussresnltate  liefern  mflssen,  den  Satz:  die  Formeln 
7i  fahren  bei  zweimaliger  Anwendung  den  vorgegebenen  Punkt  n 
in  sich  selbst  zurQck;  ihre  Umkehrung  ist  demnach  fQr  jeden  Punkt 
der  Ebene  eine  eindentige  und  iuTOIntoriscbe ;  d.  h.  jeder  transfor- 
mirte  Punkt  Z  liefert,  wenn  der  ihn  erzeugende  Punkt  m  nicht  ge- 
geben wäre,  denselben  durch  Anwendung  der  Transformationsformeln 
sof  Z. 

Auch  die  directe  Ausrecbaung  der  Formeln 
ipi^  Xi=:  (og  ax*)  tfi  —        *)  *t 

müsste  die  Umkelirbarkcit  ergeben;  aber  es  scliieii  uns  wissonsdiaft- 
lichcr  auf  dio?on  für  alle  Punkte  der  Ebene  giltigon  involntorisclien 
Charakter  der  Formeln  zn  srh  Ii  essen,  als  ihn  dnrch  Roclnmiig 
zu  erholen.  Jeder  algebraische  (wie  logisch -geometrische)  Satz  ist 
eine  Ideutitüt,  d.  b.  eine  Banalität  —  nur  durch  das  Vermeiden 
jedes  Beweises,  der  sich  auf  dircctes  Ausrcchueu  einer  Formel 
stutzen  wollte,  nur  bei  conscquenter  ausschliesslicher  Verwendung 
der  Phantasie,  die  mit  ihren  Schlüssen  dem  Rechner  vorauseilt, 
verdient  die  Geometrie  den  Namen  der  iktyi^s  ngaynärnv  oi» 
ßltno^hnv  und  ihre  Existenzberechtigung.  Dieses  GefQhl  lieas  es 
uns  entschuldbar  scheinen,  wenn  —  zur  Constatirung  des  eigent- 
lichen Charakters  unsrer  Transformation  bei  ihrer  Anwendung  auf 
die  Paragraphen  8  und  9  als  vorbereitend  eingefügt  wurden. 

Die  Curven  dritter  Ordnung  gewähren  somit  die  Mögliehkeit 
iuvolatorisch- quadratische,  d.  h.  Cremona-Transformatioucn,  zu  bilden, 

Aich.  4w  MAtk.  m.  Pkji.  S.  Ktik«.  T.  VIIL  1 7 
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niid  zwar  erscheint  hierbei  von  letzteren  der  speeialistrcnde  Fftll, 
wo  8  Hauptpnnkte  der  Transformation  in  einen  sasammengorflckt 
sind.  — 


§  11.    I  n  (1  (' j) 0 Uli 0 11 1 0  1 1  c r 8 1  c  1 1  u  11  p  von  Beispielen  für 
involutoriscli-quadratisclio  Traiisforiiiationcn. 

Nidit  jode  Zusammenstellung  von  3  Ausdrucken  zweiten  Grades 
ipiy  die  man  willkürlich  gebildet  hätte 

Würde  eine  eindeutig  amliebrhare  Transformation  der  Ebene  Tor- 
stellen  —  höchstens  worden  jene  Formel  ansreicben  eine  vorge- 
gebene Cnrve  in  eine  andre  zu  transformtron  (Salmon-Fiedler, 
Höhere  ebene  Corv.  Art.  841). 

Noch  viel  weniger  würden  beliebig  gebildete  Ausdrücke  obiger 
Art,  identisch  umkehrbare  Tninsfurniatiünen  vorstellen.  Beispiels- 
woiso  ist  die  von  Salmou  a.  a.  0.  Art.  330  gegebene  Substitutiou : 

trotz  ihrer  grossen  Einfachheit  nicht  identisch  umkehrbar;  sondern 
die  Auflösung  nach  den  ergibt: 

Auf  die  Frage  nun:  ,,wio  kann  man  Beispiele  bilden  von  iden- 
tisch umkehrbaren  Cremona-Trausformationcn  mit  znsammenfallcDdeD 
Hauptpunkten?''  vermag  die  von  uns  vorgetragene  Theorie  der 
Transformation  von  ebenen  Carvca  dritten  Grades  volUtäudigo  Ant- 
wort zu  geben. 

Durch  Annahme  einer  willkürlichen  Cnrve  dritter  Ordnung  können 
wir,  nach  dem  Vorhergehenden,  Transfürmatioueo  der  ganzen  Ebene 
bilden,  die  identisch  umkehrbar  sind. 

ZweciL  des  gegcnwftrtigen  Paragraphen  soll  es  sein,  uns  auch  von 
der  Heranziehung  solcher  Curven  zu  emancipiren  und  wo  mög- 
lich direct  involutorisch-quadratische  Transformationen  zu  bilden. 
In  diesen  Formeln  wird  in  nichts  mehr  —  äusserlich  —  der  Ge- 
dankengang erkennbar  sein ,  dem  sie  ihre  Eiistenz  verdanken ;  aber 
eben  hinter  dieser  Bildnngsweise  verstecken  sich  Curven  dritter  Ord- 
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wag  —  die  flbrigeus  niemals  effecüv  sn  maehen  siod  —  uud  nur 
die  YontelloDg  von  dem  Bestehen  einer  solchen  Cnnre  dritter 
OrdDQQg  wird  nns  das  Mittel  geben,  die  identische  Umkehrbarkeit 
der  aufzustellenden  quadratischen  Transformatiooen  zo  beweiseo. 

Lehrsatz.  „Sind  «j,,  «33,  rigj,  aj,,  a,j  6  beliebig  vorge- 
geboDe  Grössen,  und  erfÖUen  die  Zahlen  die  Bedingung: 

dsan  hat  die  Transformation 

sieht  aar  den  Charakter  einer  Cremona-Transformatioa  mit  3  iu  ^ 
sseammenfdllenden  Hauptpunkten,  sondern  die  Formeln  fftr  Xt  sind 
identisch  umkehrbar.*' 

Beispiel: 

ist  eotstauden  aus  der  Gleichung 
welche  von 

yi  —  3,  4,   yj  5 

erftUlt  wird. 

Die' Ersetzung  der     in  diesen  Formeln  durch  ihre  homologen 
Ausdrficke  Xi  selbst  ronss  als  Resultat  ^  erscheinen  lassen,  behaftet 
mit  dem  Kubus  der  linken  Seite  der  Tangentengleichung  für  3 ,  4, 
5  aa  die  3  Kegelschnitte 

—  0 

Beweis.  Man  unterwerfe  die  Coofficicnten  einer  Curve  dritten 
Grades  folgenden  G  Bedingungen,  wo  y  dem  f\y)  —  0  genügt: 


«iiiyi+«n2yä+<'ii3y3 

^•«11 

«331  Vi  +  «aas      +  ''333  ^3  =" 

2 .  ^ . 

2(«»ii  Vi  -f  «sisyi + ««»ys)  — 

I7* 
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In  diesen  6  Glcichangcn  sind  dio  y,  y^y,  sowie  die  6  Grössen  (Coef- 
fieienten)  a«  bekannt,  fbr  die  11  Unbekannten  aoi,  q  ergibt  sich 
demnach  noch  grosse  Bewegnngsfreiheit. 

Stollon  wir  nun  die  10  Cocfticionton  uns  als  fixirt  vor,  d.  h.  als 
wirklich  m'gtbt'uo  Zahlen,  so  künntn  wir  die  0  Glt'ichungon  niulti- 
plicireu  mit  don  6  Grössen  .v,^  y,-,  y^*,  y^y^,  y^^, ,  y,  respective. 
Wir  erhalten  rechts 

was  nach  der  Yoranssotzang  —  0,  links  entsteht 

«  0 

d.  h.  der  Punkt  .v  lif'gt  auf  der  den  Bedingungen  entsprechend  be- 
stimmten Cnnre  dritter  Ordnung. 

Diese  Curvc  kann  nun  benutzt  worden,  um  cino  für  die  ganze 
Ebene  brauchbare  involutorisch-quadratische  Cremona-Transformatioii 
zu  liefern: 

Xi  —  (öy  a»*)  pi  —  (ajr  n 
aber  man  ttberzeugt  sich  leicht,  dass  (oyo^*)  zusammenftkllt  mit 

ebenso,  dass  {aja^*)  identisch  ist  mit 

Denn  es  ist  beispielsweise  in  (a^a^^)  der  Factor  von  r^i 

dies  ^ibt  aber  nach  der  obigen  Tabelle  Uber  dio  Werte  der  Coef* 
ficieoten 

(«iiyi+«ityt+«i8y»)  =  i 

Die  Transformation  durch  die  quadratischen  Functionen  nnsres 
Lehrsatzes  ist  also  dieselbe,  welche  —  mit  Hille  einer  bestimmbaren 
Curvo  dritter  Onliiunu  gebildet  —  dio  Ebene  involutoriscb  abbildet. 
Dies  war  zu  beweiseu. 

Beim  Gange  des  Beweises  war  es  niemals  nötig  dio  Coefficienten 
<iM  wirklich  zu  bilden  — ;  auch  wenn  wir  im  folgenden  Zahlenbei- 
spiclo  eine  Curvc  dritter  Ordnung  elfoctiv  herstellen«  so  gcscliioht 
es  nicht  um  den  Beweis  unsres  Satzes  irgendwie  zu  beknlftigen,  sonder  j 
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um  das  Material  zn  liefern  za  oachträglicher,  rechneriBcher 
BesUUigong  iiDirer  Schlttsse. 

Zahlcubtiispiel.   Weuu  vorgegeben 
■0  wird 

m  -  ü 

befriedigt  von 

yi  —  1»  jfi  —  1»  y»  —  1 

Wir  finden  als  eine  der  unendlich  vielen  Garven  dritter  Ordnung, 
deren  Coef&cienton  den  6  Bedingnngsgluichnngen  genflgen,  die  folgende: 

-i-.3i5.a:,x»^+ 1  9  •  «'i  VI 

Beide  Curven,  der  Kogelsclinitt  wie  die  kubische  Curve  liefern  dann 
die  Substitutionen 

*-l./(x)-l(J^X+^l+^x). 
oder 

^ .   *  H-  10x3-  -f- 1 7x3='  - 1 6x,ar3  +  14xa*i  —  SOc, 

Diese  Formeln  haben  involutorischen  Charakter;  ersetzt  man  in 
Ihnen  die  ua  durch  das  homologe  ^Y,  ,  so  erhftlt  man  wiederum 
mit  dem  Factor 

('1 behaftet 

Zweites  Beispiel,  üusore  schon  beuutztOM  einfacheu  Formeln 
§  7.  Scblass: 

welche  bei  beliebigem  a,  6,  c  die  Eigenschaft  besitzen,  identische 
Umkehraugen  zuzulassen,  sind  entstanden  aus  der  Function: 

und  dem  Punkte  0,  0,  1.  ~  Denn  man  erhftlt  in  der  Tat 
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IT.  Die  SylTMteiyCtyleyVh«  Methode  der  ZenpAltuiff  der 
iiiToltttoriaehH|udratlBcIien  Transfomatloii  etaer  Cimre 

dritter  OrdBMff« 

§  12.    Beweis  für  die  Mögliclikeit,  ciuc  Transforniati o a 
oiucr  Curvc  dritter  Ordnung  in  sich  selbst  aus  zwei 
cbcu  solcben  Transforniatiüuou  additiv 
z  asammeuzasotzeo. 

Liegt  die  Oleicbnng  einer  Cnrre  dritten  Grades  vor,  gOBctiriebon 
in  der  Form 

A  'i'  +  V  +  V  +  GxjXsJTa  =  0 

80  kann  man  auf  dieselbe  nnsere  qnadratisch-involntoriscben  Sub- 
stitutionen 

anwenden,  nachdem  ein  Paukt  a,  c(y)  der  Curvo  bekannt  ist  und 
findet  (vorgl.  dio  Zahleobeispiolo  am  Schlüsse  von  AbteiL  1.  von  §  7.): 

JTj  =  ah  ac  äTj*  —  Ä*ir,  —  -f  -  2i-  \  o*  —  bcxi*\ 
Xf  —  bc x-^  -|-  fta  X, *  —  c'xj arj  —  a* x,  j-,  -f-     |  ^^a-j  r,  —  ea Xj*} 

Aj  ««=-  c'aXj'-|-r^'X>j'"~"*^3*'i"~'''*-^;i-^2  +  -''^!f^"*fl'''"t  —  <ii>x^\ 
-  1> ,  (a-,  Ts  X« )  +  2 A  'i^,  ( X,  x^) 

=  ^r>.,  (X,  X.  X.,  -f  2/.        (X,  X,  X3) 

Herr  Sylvester  bat  bemerkt,  da&s  man  die  Voraussetsung 

benutzend,  für  obige  Formeln  als  identiscb  die  Proportionen: 

nachweisen  kann  (flir  jeden  Punkt  der  Curve  il)  —  die  ersten 
Seiten  seines  Aufsatzes  Ober  \,Cnbiscfao  Curven^  im  Bande  III  des 
American  Journal  of  Hathcmatics. 
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Herr  Cayley  hat  hinzugefügt,  dasa  nicht  nur  eioo  Corvo  A  iden- 
tisch  in  aicb  aclbat  trsnafonairt  whrd  durch  die  SnbatitotioneB 

X  =  (2>.    oder       —  V< 

welche  Formdo,  fttr  die  Corre  gleichberechtigt  mit  der  Sabatitation 

Yor  letzterer' den  Vorzug  grOaaerer  Einüichbeit  haben  —  aondem 
daaa  anch  die  beiden  Systeme 

jr,  -    ,  Xi  =  Vi 

ohne  allen  Zusammenhang  mit  einer  Carvo,  bei  beliebigen  a,  c  — 
die  Punkte  der  Ebene  involutorisch  ordnen;  so  dass  also  die  Auf- 
lösung der  <P,  nach  den  n  für  letztere  dieselhcn  Formeln  —  zu 
schreiben  in  den  X,  -  liefert,  wie  sie  oben  aus-^crcchnel  stehen, 
gcsohricbon  in  dt-u  —  dasselbe  gilt  für  die  (Johu  Hopkins 
Uuivcrsity  Circulars,  pag.  178). 

Zahlenbeiapiel.  Die  Gnrve  ($  7.,  1)  mit  dem  Pnnkte  1,  %  1 

wird  nicht  nnr  dorch  die  dort  gegebene  zasammengeaetzto  Trans- 
formation in  sich  selbst  transformirt,  sondern  auch  durch 

oder 

Xx  —  2X2*4-  J-i'  —  Ix,  JT,  —  X,  Xg 
jr,  =  2X1*4-2X3«—  X,X,—  r^jX., 
JCj  -=    «1*4-2*«*--    JTjXs— 4X,X8 

Beide  Systeme  sind,  jedes  Air  sich,  Ittr  alle  Punkte  der  Ebene 
iuTolutorisefa. 

^Vir  gcbeu  für  diese  durch  Ausrechuung  gewoaucuou  Sätze  fol» 
geuden 

Beweis. 

Wir  wenden  auf  die  vorgogobeuo  Curve 

^  |x,34-X23  4-X33  4-2/.X,  X,X3  -  0 

la»4-63  4-c54-2ia6c  —  0 
die  Transformationen  !P 
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qXi  —         —  «*3*xJ^3 


an  und  crlialten  als  transfunnirto  Corvo  iu  der  A'-Ebene,  durch 
Eliiiiiiiatiüii  von  l  Grösseu  aus  4  Gleicliungcu :  '1^,,  eine  Curvc 
6tcu  Grades  deren  rechuerisch  outwickeltc  Form  unten  folgt. 

Uebor  die  Gestaltung  dieser  Cnrve  können  wir  einiges  gcome- 
triscii  schliessen:  wendet  mau  anf  die  0  Wendepunkte  der  Cnrve 
die  ^•Trausformatiouen  an,  so  entspriclit  dem  jc-Pankto 


Man  findet,  dass  nicht  nur  die  ausgerechneten  9  Punkte  A':  1'  ...  9' 
der  Curvcngleichung  A  genügen,  son<lorn  auch  jeweilig  mit  dem  zu- 
gehörigen Wendepunkte  auf  einer  Geraden  durch  o,     c  liegen. 

Wollte  man  die  9  ansgerechneten  Ponkte  als  Pankto  der  ac- 
Ebcno  ani&ssen  und  in  die  JT-Ebene  transformiren,  so  wOrdeu  sich 
genau  entsprechend  die  9  Wendepunkte,  diesmal  der  JT-Ebene  zu- 
gerechnet, wieder  einstellen. 

Demnach  werden  bei  Anwendung  der  ^-Transformation  18 
Punkte  der  Curve  Ä  iu  18  Punkte  derselben  Curve  übcrgcfülirt 

Dies  ist  nur  möglich,  wenn  die  durch  die  ^-Transformation 

aus  A  abgeleitete  Curvo  A'  als  Bestandteil  die  Curve  A  enthält  (da 
18  Punkte  der  transformirten  Curve  A'  auf  einer  Curvc  dritter  Ord- 
nung liegen,  80  trcuut  sicli  zunächst  von  A'  eine  solche  Curve  ab; 
diese  ist  identisch  mit  weil  sie  mit  A  18  Punkte  gemeinschaft- 
lich hat)  1). 


1)  In  der  Tnt  hi  die  trnnsformirte  Gloirliung  nnsqorcchnct 


0,  — 1,  1  der  X-Pnnkt  1)'  a,  <?,  h 

1,  0,  -1  2)'  c,  fr,  a 
— 1,  1,  0                       3)'    6,  a,  c 
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Deninacli  der  Syhestcr-Cayloy'sclie  Satz;  erster  Teil:  7)  „Die 
Curve  A  wird,  wenn  o,  6,  c  auf  ilir  gelegen,  durch  die  Substitutiooca 
V  in  sieb  tnnsformiit.*^ 


Was  die  frahor  discatirte  Detennioaote 


a 


'1 

b 


ü 


aolangt,  so  kann  man  ftir  deren  identisches  Verschwinden  ans  dem 

socbon  Gesagten  einen  Beweis  ableiten.  Bei  beliebigem  ft,  e  ge- 
nügen ihr  die  Cuoidinateu  x^r^x.^  jener  9  Weiid<>[mnkto  1—9;  nebst 
den  zugeordneten  Punkten  1'-  9'.  Nehmen  wir  nun  weiter  einen 
beliebigen  Punkt  dazu,  etwa  0,  0,  1,  der  für  allgemeine  «7,  c  nicht 
auf  der  zugtliörigeu  Curve  liegen  wird,  so  zeigt  das  Einsetzen  der 
Coordiuateu  des  dazu  gchorigeu  X-Punktcs  in 

0  0  1 

0  0  1 

a  b  0 
dass  aacb  fax 

ar,  =  0,   Xjj  =  0,   X3  =  1 
^  verschwindet  Da  somit  die  Gleichung  dritten  Grades 

erfüllt  ist  ftir  18  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung,  sowie  für 
einen  ausserhalb  derselben  gelegenen  Punkt  0,  0,  1,  so  muss  sie 
eine  Identität  sein  für  alle  Punkte  der  Ebene,  bei  beliebigem 
o,  Ä,  e. 

Man  sddiesst  nnn  weiter  fftr  die  Pnnkte  der  Curve  Äi 

Ist  der  Curvenpunkt  z  gegeben,  und  Z  construirt  worden  durch 
die  'F-Functionen,  so  kann  man  zu  Z  den  entsprechenden  weiter 
transformirtcn  Punkt  Z'  der  A'-Ebeuc  suchen,  nachdem  Z  als  «- 
Punkt  aufgefasst  worden.  2,'  muss  erstens  der  Curve  angehören 
(Satz  7),  zweitens  anf  der  Geraden  von  Z  nach  a,   c  liegen  (^=0)  i 


(6c     -f  caA,     abX^)  {bcX^  -f  cai     -f  ab  i^X^)  {hcX^  -fca  ««A^,  -f  aÄ{  Aj) 
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rnuBS  domnach  mit  dorn  a  priori  gcwftbltcn  GvrYOopankte  s  zusam- 
meDfallcn,  dor  mit  Z  auf  einer  Geraden  lag. 

Daher  der  Satz: 

8)  ,,Die  Formeln  V  liefern,  angewendet  anf  die  Gnrvo  A,  je 
zwei  involntorisch  einander  zugeordnete  Pnnkte/' 

Die  Erweiterung  dieses  Salzes  wurde  am  Schlüsse  des  „Ex- 
cnrses^*  mitgeteilt,  vou  ihr  ist  obige  auf  eine  Curvo  bezügliche  Aus- 
sago nur  eine  speciftlisircude  Anwendung.  [Es  sei  hier  einge- 
fügt, das8  die  Frage:  „welches  ist  der  Ort  der  x-Puukto,  die  mit 
ihren  zugcordueten  Punkten  A'  Verbindungsgerado  durch  einen  von 
a,  c  verschicdeucu  Punkt  c, /*  lieferu?''  auf  eine  zcrfallondo 
Curvc  führen  niuss.  Denn  jener  IJcdiugung  genügen  erstens  die  x- 
Punkto  die  Verbindungsgeraden  von  d,  e,  f  nach  <i,  ä,  <?,  zweitens 
aber  die  Paukte  des  Kegelschuittes  B  in  Satz  2)  dos  Excarsosj. 

Wir  vollenden  nunmehr  das  Theorem.  Die  Formeln 

pX,  -=  a>,(xjr,x,)+2*Vi(«,x,ars) 

=  <I>a  (a-j  XiX^)  +  2k     (x,  a-,  x^) 

habni,  da  sie  —  in  toto  genoiinnen ,  ohne  J  i  ciiimug  —  dircct  nach 
fruhiTcn  IMclIiodeii  al)gi'loitet  wurden,  die  Eigenschaft  eiueu  bc- 
stininitcii  Punkt  CjC.C;,  der  vorgegebenen  Curvc  .1  überzuführen  in 
eiiun  Punkt  Z^Z^Zj  derselbeu  Curve,  der  mit  u,  c  uud  «  anf 
einer  Geraden  liegt. 

Die  ausgerechneten  Zahlen  ZiZ^Z^  sind  definirt  durch 

qZ^  «     (=1  "2  '3^  +  2/^  '^3  in  H  h) 

Hätten  irir  aber  die  ^-Functionen  allein  angewendet,  so  hätten 

wir  hierbei  ebenÜAlls  ans  hhH  ^^^'^^      *  ^  ^^^^ 

raden  liegenden  Punkt  erhalten.  Dieser  durch  die  9^-Fnnctionen 
ausschliesslich  bestimmte  Punkt  kann  kein  andrer  sein^  als  der  vor- 
hin bestimmte  Punkt  Z.  Demnach  genOgon  die  3  vorhin  errech- 
neten Zahlen  Z^Z^Z^  den  Gleichungen 

üZf  — 
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Die  Grösseu  (X>,  müssen  demuach  der  Proportion : 

genttgeu,  für  jeden  Punkt  der  Curvo  A. 

KQner:  9)  „Fttr  dio  Punkte  der  Curve  A  ist  dio  quadratiscbo 
Cremona-TransfonnatioQ  O  vollständig  in  ihrer  Wirkang  identisch 
mit  der  9^-Fanction.  Beide  liefern  bei  vorgegobonem  Punkte  x  der 
Corvo  den  auf  der  Verbindungsgeraden  von  a,  6,  c  nach  a  liegenden 
Corvenponkt  aU  zugehöriger  '^-Punkt'^ 

In  der  Fasrang: 

findet  sich  der  Sati  an  den  beiden  eitirten  Stellen  ansge8i)rochen. 

lu  der  rechnerischen  Durchführung  des  Beweises  für  diese  Iden- 
titäten wird  die  gegebene  Voraussetzung  auftreten ;  denn  beide  Sub- 
stitutionen O  und  W  sind  a  j)riori  fast  vollständig  (für  die  Ebene) 
verschiedenartig,  selbst  wenn  dio  Werte  der  sie  jeweilig  bestimmen- 
den CoustauiOD  o,  i»,  c  gleich  sind  für  beide  Formeln  —  ;  sie  können 
gleiche  Wirkung  nur  haben  für  eine  ganz  bestimmte  Corve,  deren 
Lage  von  den  Constanten  a,     c  abhängen  must. 

Wir  geben  schliesslich  einige  Resaltate  fftr  die  ^-Fanctionen, 
wie  sie  ans  obigen  Sfttzen  folgen: 

10)  „Dieselben  teilen  mit  den  'P"-Functioncn  alle  Eigenschaften, 
£e  sieb  anf  die  Lage  der  der  Transformation  nntorworfonon  Cur- 
Tcnp unkte  bezieben.'* 

11)  „Aber  sie  können  mit  den  ^-Functionen  nicht  dieselben 
3  Hauptpunkte  gemeinschaftlich  haben,  mit  Ausnahme  von  a,  «/^ 

Beweis.  Die  Q'-Fonctionen  Yerschwinden  an  den  3  Stellon  o, 
c\  o,  (f,  et*\  a,      cff.  Aber  die  zusammgesetzten  Formeln 

können  ihrer  Entstehong  nach  nor  ftlr  den  einzigen  ,,transfonniren- 
den  Punkt"  5,  c  illusorisch,  d.  h.  gleichseitig  =  0  werden.  Dem- 
nsdi  mfissen  die  0-Fnnctionen  fikr  die  beiden  x-Pnnkte:  o,  6f,  et'; 
s  hg\  «t,  Ar  welche  die  V  verschwinden,  von  nnll  verschiedene 
Werte  ergeben. 

12)  „Demnach  ist  für  jede  Ti- Transformation  quadratisch-iu- 
Tolutorischou  Charakters 
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eine  Zcrtcilung  der  drei  einzelnen  Sununen  ,  welche  jeweilig  ein 
vorstellen,  uioglich,  so  dass  für  Puuktc  der  Curvo       —  ü  identisch 

and  gleichzeitig  * 

Aber  diese  Zerteilung  setzt  die  Kcnntniss  der  Wendepunkte  der 
vor|j;egebenen  Curvo,  d.  b.  die  Autlösuog  eiocr  Gleichung  viertea 
Grades  voraus.*» 


Digitized  by  Google 


Hrrmt»:  Eit  Satt  iiitr  ÜMomialtoe/ßeMHttn.  269 


XI. 


Ein  Satz  über  Binoinialcoefücieuten. 


Von 


J.  Herme«. 


In  der  C  ton  Note  der  algchraisclicn  Analysis  beweist  Cauchy 
unter  andern  äbnlicben  Sätzen  auch  den  folgenden: 

nMoltiplidrt  man  die  Binomialcoeifideiiteo  ß  tilgend  einer  Potenz 
I.  B.  der  vierten:  1,  —4,  6,  1,  mit  abwechielnden  Zeielien  ge« 
nommen,  der  Reihe  nach  mit  den  aufeinander  folgenden  figarirten 

Zahlen  einer  höchstens  eben  so  hohen  Ordnung  z.  B.  mit:  3,  6,  10, 
15,  21  nud  addirt  die  Producte:  3,  —24,  GO,  —60,  21,  80  erbftlt 
nao  stets  nall,  nnr  zuletzt:  ±  1/* 

Mit  Anwendung  der  bekannten  Symbole  fiBr  Combinationsan» 
sablen  obne  Wiederbolnngen: 


znsammenfSusen  nnd  leicht  dorch  Scblnss  von  n  auf  «-1-1,  wie  folgt 
beweisen.  Man  addire  zur  letzten  Gleichung,  falls  sie  schon  gelten 
mochte,  die  dann  auch  geltende: 


nnd  mit  Wiederholungen: 


Usst  sich  der  Satz  in  die  etwas  allgemeinere  Formol  1) 


270  B0rm0»t  Em  Salt  i&tr  Buwmialeo^/ßcUnUn, 

in  der  Art  hiuza ,  dast  jedes  k  to  Glied  der  ersten  Summe  mit  dem 
(H-l)teQ  GUede  der  zweiten  Summe  vereinigt  wird,  so  ergiebt  sich, 
da 


(ö  -  er)  - 


ist,  Formel  1)  flir  nftmlich: 

-g'(-.,(»t')[;"r]=(-)-[;i;tlJ 

Far  II  —  1  geht  aber  Formel  1)  in: 

[;]-m--Pi] 

übiT,  was  nacli  der  Dtlinition  der  fif?urir(cn  Zalil  [  ]  für  jedes  m 
riclitig  ist,  m  und  q  zuiiiirlist  als  positive  gauze  rationale  Zahlen 
gedacht.   Für  negatives  q  ist 


[;]-» 


) 


Die  beiden  Symbole  (  )  und  [  ],  welche  ja  auch  nicht  wesent- 
lich von  einander  verschieden  sind,  da 


gilt,  kann  man  offenbar  durch  ein  drittes 

<-[:!- 1511 

ergänson  und  so  fort. 


1)  Bekiiniitlich  g^U  anrh 


n 

k 

0  uiul  JL- 

n  ist 

fOr     <  0  and  I;  >  N  if t 


1  -  0 -(.".) 
0- 

C)-» 


Digitized  by  Google 


Eermt»:  Eim  Saiz  über  BinomitJcotJfiemHtm,  271 

Wir  gcwiuucn  dauu  folgcndiu  Satz  2) 

der  als  specioUen  Fall 

«     r  =  2^  «■  2m 

(oach  I>iviäiou  mit  n)  zwar  ebenfalls  die  Formel: 

enüiftlt,  aber  docb  nicht  dircet  mit  oiDcm  dor  Caacby'ichcii  Sätze, 
etwa  mit  Formel  9  a.  a.  0.  ideotisch  sein  mOcbte 

Beweis  Ton  Satz  2) 

Ist  derselbe  auch  ebenso  eiitfacU  wie  dor  vorher  zu  1)  ß(<ge!>ono, 
so  wollen  wir  doch  des  Folgoudca  wegen  vorher  noch  näher  auf  die 

Ä  =  1 2  I  eingehen. 

Erheben  wir  die  Differens 

a  —  iif— Af-i 

auf  die  t<  tc  Poteuz  uud  bezeiciiuen  — l)*'Af'~'^  mit  Or,  so  er- 

hallen wir 

Indem  hierin  d„-2y  9m-4,  Öm-s  wiederum  durch  Potoir/oii  ausgedrückt 
werden,  entstehen  die  Ergänzangscoefficionton  d.  Es  wird 

Multiplicirt  man  nämlich  dg  mit  da,  worin  g  und  Q  gerade  Zahlen 
«nd  oy  g  angenommen,  so  ergiebt  sich: 

and  analog  für  ungerade  Indices: 

I)  Indirect  haogen  dicte  Sitse  offenbar  nllfl  mil  einander  «!•  Idendiliten 
tnsaiineii.  Vgl.  «nrh:  Bultier,  llrlcrminiintPii  §  3,  7  und  10. 
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nebst 

dudo-f^dff^  — ■  dfff«  und  hgdu — dir— f  =  drff. 

Zur  Rocursion  sind  uuu  am  bequemsten  die  zweite  aod  dritte 
Formel  für  m  =  1  zu  benutzen  ^  zugleich  erhellt,  dxiKS 

wird. 

Um  also  eine  Tafel  für  die  6  zu  eulwerfcn,  hat  man  zunächst 
zu  setzen 

dttdii  «  d]dj  SS  Id'   und  dt'-«  bq 

mosB  hier  natarlich  2  aeio,  sonst  —  1,  weil  dann  eben  die  2  schon 
als  CoelBeient  berOeksichtigt  ist 

wird  also  Id'-^^    Wird  dies  von  nenem  mit 

b\ 

genommen  nud 
hinsogefUgt,  so  folgt 

Sclirc'ibon  wir  nur  die  Coofficienfcn  6,  iiidcin  sich  dii»  stets  gciadon 
resp.  stets  ungeraden  i'otenzeu  von  ö  von  selbst  verstehen,  so  lüsst 
sich  die  Coustruction  der  Tafel  für  die  6 

11 

a, «  1 
a.  -  12 
a,  -  13 
a«  =  14  2 

a^  «  1  :»  :» 

dg  —  10  9  2 

d|  —  1   7  14  7 


1)  In  dirsem  der  vier  PÜ1(>,  wo  dwdv  nil  «ua*  und  dir^*  inner 
bei  gerftdcm  Index,  mit  S  schliemr,  isl  a^-«  vn  eine  Stelle  nach  rechts  tot* 
cnrflrken. 
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=»  1    8  20  IG  2 

^  —  1  9  27  30  9 
8,0  —  1  10  85  60  25  2 

folgcndermasscn  zasammcnfasscn:  ,,Werden  jo  zwei  aufoinaiider  fol- 
gende Zeilen  addirt  und  das  liesnitat  um  eine  Stellt)  nach  links  ge- 
rückt, so  erhält  man  die  Coofticicatcu  der  uächstfolgeudcu  Zeiiü'\ 
Zar  Probe  d|o  nach  Formel 

dii9{r+8ir*«  —  diAf«  hat  man: 

d,  -  ...  1  7  14  7 
3,-  13 


3  Jl  4  -»  21 
1    7  U  7 


1  ]ü  35   49  21 

£U_3    «:=    04    —     ..   .  14  2 

d,0  —    1  10  35  50  25  2  also 

-  a»»-f-108»-j-35a«+50a*4-258«-|-2 

Auch  ist  tlio  Summe  der  in  ciucr  ColoiHie  befiridlichcn  Zahlen  «3.2"; 
dio  vorletzte  Zahl  in  einer  29  ton  Reihe  ist  47*  etc. 

Die  £ut8tehuug  dieser  Zahlen  giebt  nun  unmittelbar: 

w- 

1:1- 

iT\      (r~l\  r(r--3)  _  rjr- 1  )(r--2)(r~3) 

UJ— \2y  1.2    "  l.J.(r-l)(r-2f 


\  6  J    K  1  J-  1.2.: 


r(i— l)(r-2)  r-3!(r--_4)(»— 
1  2.3(r-lXr-2H»--3) 


\k\~\       k      )      \    k-2  ) 

Atch.  4.  Ilatb.  «.  Phy«.  3.  U«ih*.  T.  Vlll.  19 
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wenn  das  erato  und  dritte,  das  zweite  und  vierte  Glied  Tereinigt 
werden.  Dies  flihrt  f&r  r  —  2  —  n  anf  obige  Definition  von  ä  näm- 
lich anf 

znrOcIc.  Ea  ist  aber  auch : 

(ri      r(r-|?-l)(r-p-2)  ...  (r-2y-f  1) 


Denn  addiren  wir 

(  r+1  \      (r+l)(r-g  -l)(r  -p~2)  ...  (r-2p-|-l)(r -2g) 

hinstt,  10  resultirt 

(r-g-l)  ...  (r-2p-fl)  (  rg-f-r-i-r'^-  .•p-fr-2t^  i 
1...  P  \  P+l  J 

1.2  ...(e+i)         ■  U+ii 

wie  oben,  also  mu^s  aiidi,  da  beide  Male  dasselbe  Gesetz  erhalten 
wird,  und  der  Anfang  identisch  ist: 

/r-e-f  1\       /r-p-l\      r(r-p--l)(r-g--2)  ...  (r-2g4-l) 
\     (f     J      \  e-2    )  "  1.2.3  ...  9 

__r(r-l)(»— 2)  ...  (r-LV-i-1) 
1  .2...t.|r     l)(r~2)...(r  -  y) 

0(r-(g-i-l))  ...  0— 2oH) 
(r-l)  ...  ir-p-hl; 

gelten,  was  auch  leicht  direct  folgt 
Beispiel: 

im     10.7  /ü\     /7\  7 

(101      10. r,  .5  /8\      /C\  6.5 
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£s  liQst  auch  nahe,  obige  Tafel  m  erweitern,  indem  z.  B. 

ilO)      10(-l)(-2)  ...  (-9)  _ 
110)  1.2  ...  lU         —  * 

«Ire.   Dadnrch  wQrdo  dann  die  Giltigkeit  des  Satzes  2)  Ober  die  für 

■nprOD^ich  Torbandenen  Grenzen  ansgeduhnt  sein.  Wir  erhalten 
somit  die  erweiterte  Tafel  fOr  6 


—3 

1 

-3  9 

-28 

—2 

1 

-2 

5  -14 

42 

—  1 

1 

—1 

2 

-5  14 

-42 

0 

1 

(» 

0 

0 

0  0 

0 

1 

1 

1 

~1 

2 

-5 

14  -  12 

i:;2 

2 

1  2 

— 1 

2 

—6 

14 

—42  132 

—429 

3 

13  0 

1 

-3 

9 

—  28 

90  —297 

1001 

4 

14  20 

— 1 

4 

-14 

48 

—165  572 

5 

1  5  ;j  0  0 

1 

-5 

20 

—  75 

G 

16  9  2  0  0 

— 1 

0 

-27 

110 

Ei  gelte  nun  für  ein  r  bereits: 

*[:;!(;)-i;i(r-i)+i:i(;")-  l-[7l 

and  in  Bezog  aof  n  — 2  fQr  ein  beliebiges  r  schon: 

±[-i':'ia)+r.';(;-;)-i-r'r-^n 

so  folgt  durch  Addition: 

±[ri'it;)-rri(;;D+ii'iw-] 

-rr] 

daher  ist  der  Satz  fttr  joiles  folgende  r  in  r>ezii£;  anf  n  richtig  und 
in  analoger  Weise  auch  fttr  jedes  vorhergebcndo ,  wenn  nur  noch 

18* 
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gezeigt  wird,  dass  er  fQr  ein  r  gilt,  etwa  far  r  =  n.  £»  folgt  aber 


ans 


a"«aH-(j)a«-2+(2)ö«-4  -  ...  und  a»-a"+|j|8"-« 


etc.] 

oder  auch 

8- -8"+  ui""  ''+(2j2'-M-- 


etc. 


durch  Verglcicbung: 

1  *  1  ~  (i)  [  i- 1 1  +  (2)  l  l'-a  I  -  •  •  •  = 


und 


in  welche  Formel  dor  zu  beweiscudc  Satz  für  r  =  u  (Iborgolit.  Zu- 
gteich cr^iebt  sich  ,  dass  in  Formel  2)  eiue  Vortauschaiig  der  (  ) 
und  I  I  unter  eiuaudcr  uiutroteu  kauu,  vgl.  Beispiel  A)  und  B) 


i 

• 

A) 

-7  21 

—35 

ll  .. 

.  1 

—  i 

21 

—  35 

1   -  5 

10 

10 

10  —50 

100 

1 

-3 

35 

35 

—105 

1 

61 

50 

es  mnitirea: 

1 

3  6 

10 

ß 

B) 

d-  1 

10  35  50 

25 

2 

1 

1     8  20 

16 

2 

—10 

1  6 

9 

2 

45 

1 

4 

2 

—120 

•  1 

2 

210 

1 

—252 

wir  erhalten : 

1 

0     0  0 

0 

0 
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Ehe  wir  eine  Anwendang  hioTon  auf  das  Crello  Bd  87.  pag.  107 
C  behandelte  Cor? eiuystem  Ztrdfu  s  0  med.  p  machen,  wollen  wir 
die  Congnienz  (S^  nftmlich 

in  welcher  t»  nnd  q  ungerade  Zahlen  bedenten  sollen,  darauf  hin 
antenuchen,  ob  der  Best  r  numerisch  kleiner  oder  grosser  als 
2»-«  ist. 

Findet  dies  Letztere  statt,  niuss  also  mit  dem  halbeu  Modul 
rcducirt  werden,  so  iiiögc  es  durch  einen  dem  Keste  zugesetzten 
Punkt  angedeutet  sein  ').  Die  Keste  sind  nun  zwar  schliesslich  allo 
numerisch  als  positiv  zu  denken  doch  müssen  die,  welche  sich  ur- 
sprütiglich  negativ  ergaben,  markirt  (etwa  nnterstricheu)  werden. 
Benutzen  wir  die  lialbirende  Anordnung,  so  gilt  der  Satz  3):  „Ein 
mit  Punkt  verseheuer  markirter  liest  etwa  r.  in  dp  wird  au  corre- 

spoiitlirender  Stelle  in  ^r^^i  durch  das  nicht  markirte  Sapplcmeut 
2*-^ — r  (ob  mit  oder  ohne  Punkt,  entscheiden  die  folgenden  Sätze> 
ersetzt  and  ein  mit  Punkt  versehener,  nicht  markirter  Best  r.  durch 
2^-1  —  r,  denn  auf  eine  Periode,  scbematisch  durch 


»2»  (7/1+1)2" 
•    -  1.     mit  Punkt  _  ohucPunkt 

1  (markirtj    '  („.arkirt) 

dargestellt,  kommen  zwei  Perioden  Ton  (Cy^i 

.  ohne,  mit;  mit,  ohne  |  ohne,  mit;  mit,  ohne  | 

so  dasa  also  die  markirten  von  ^  nur  den  nicht  markirten  mit 
Pankt,  oder  auch  den  markirten  ohne  Punkt  entsprechen  können. 

Hervorzuheben  ist,  dass  die  jedesmaligen  Gruppen  der  Beste 
aoverändert  in  ihrem  Zasammenbauge  bleiben. 

Satz  4)  In  der  kleinsten  Gruppe  von  vieren  sind  stets  drei  Beste 
oder  nur  ein  Best  mit  Punkt  versehen.  Beweis. 

Die  Gruppe  sei: 

Da 


I)  ffiermil  bangen,  wie  leicht  eniehtlidi,  die  Yorseichen  der  eoe  in  der 
Determiaante  Dv  smainiDeD.  Tgl.  Archiv  der  Ifatli.  v.  Phji.  Ste  Beihe. 
T.  VI.   pag  S76. 


* 
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V  ^  4 

ist,  80  ist 

i»-*^»  also  2*»-<sOmod2» 

Ist  nun  q  nicht  5  iiino€L4,  so  sind  beide  Reste  in  der  Haupt- 
diagonale  entweder  mit  Pnnkt  versehen  oder  beide  ohne  Punkt.  £a 
sei  u  =  lniod.4,  so  ist,  je  nachdem  s  r;  — r;  2»-*+r|  2«^* — r 
mod  2»,  offenbar:  2»'-«  -«a  =  2»'-«-r;  +2»-i  -  (2»-» -r);  +2%-» 
+(2<'->— 1);  —  (2"2— r)mod.2'.  Das  kann  also  fftr  «  =  lmod.4 
znsammengefasst  werden  in:  „nicht  markirte  Paare  sind  entweder 
beide  mit  Pnnkt  versehen  oder  beide  ohne,  markirte  Paare  sind  in 
Rttcksicht  auf  den  Pnnkt  verschiedenartig*!.  Bei  «  »  —  1  mod.  4 
sind  markirte  gleichartig,  nicht  markirte  verschieden.  Hieraus  folgt 
denn  anch  schon  Satz  4). 

Endlich  gilt  noch,  wie  leicht  za  beweisen,  far  den  Rest  in 

r, 

J*  ,   wenn  mit     die  Grupi)&  voq  IG  zusammeugehörigen  Kesten 

r 

beginnt,  dass  in  der  linken  H&lfte  von  (Sv  dieselbe  entweder  mit 
r,  und  r ,  (wenn  diese  in  Bezog  auf  den  fehlenden  oder  vorhandenen 
Punkt  gleichartig  sind)  ebenfalls  gleichartig  ist  oder  andernfalls  mit 
dem  kleinem  ttbercinstimmt ,  dass  aber  in  der  rechten  H&lfte 
mit     und     nngleichartig  ist  oder  mit  dem  grössern  stimmt 

Dieser  Satz  5)  gilt  auch  ebonso  für  in  Bezug  auf  und 
r„„,  Anch  kann  er  statt  in  verticaler  Richtung,  natürlich  ebenso  in 
horizontaler  angewandt  werden;  (obere  nnd  untere  H&lfte  von  (^). 

6)  Fornor  ^'ilt  er  für  r^^,^  in  Bezug  auf  und  r„  etc.  ...  jedoch 
dann  für  iialb  sog  rosse  Räume,  (linkes  Viertel^i  ,  rechtes  Vicr- 
t(>l(n.  linkes  Viertel(?)  ,  rechtes  Yicrtel(2))  und  so  fort.  ...  Mit 
liillo  dieser  Begeln  kann  man  nun  ^p^i  aus  ^»  ohne  eine  licben- 
rcchuuug  hinschreiben. 

Ist  ein  Rest 

r  — 

80  bleibt  er  fortan  für  alle  grösseren  v  natürlich  ohne  Punkt.  Es 
ist  also  liirdurcb,  wenn  mau  so  will,  die  i\Iulti})lication  der  Zahlen 
auf  Addition  und  Subtraction  der  Potenzen  von  Zwei  untereinander 
gebracht,  was  wol  die  natürlichbtc  Kinluhrung  in  das  diadischo 
System  sein  dürfte. 


Ly  Google 
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Wir  lassen  (£4,  folgen 


^4 

^  {1 

3 

1  1 

7 

1 

1. 

5. 

K 

3 

o 

9. 

7 
<• 

1. 

K 

^{  1 

15 

7 

9. 

3 

13 

5 

11 

15 

1. 

9. 

7 

13. 

3 

11 

5. 

7 

9. 

15 

1 

11. 

5. 

3. 

13 

9 

7 

1 

15. 

5. 

11 

13. 

3. 

S 

13. 

11. 

5. 

9 

7. 

15 

1. 

18 

3 

5. 

11 

7. 

9. 

1 

15 

5 

11 

3. 

13. 

15 

1. 

7. 

0 

11 

5. 

13 

3. 

1. 

15 

9 

n 

Indem  wir  nun  in 

2:r<rdr  =  0mod.p^) 

die  Sabstitution 
macheB  wollen,  wo 

Jl£*'sl  mod.p 

vorausgesetzt,  werden  sieb  wegen  (—1)''  in 

für  an  gerades  r'  die  Punkte  bei  nicht  markirten  Kesten  wie  in  (£,. 
vortiiidcn,  bei  markirten  jedoch  da  vorhaudon  sein  (rcsp.  feblcu),  wo 
sie  dort  febleu  (resp.  vorbanden  sind). 

FOr  gerade  r'  =  2niod.  4  werden  sie  mit  denen  in  (£p^j  ftber^ 
einstimmen,  (wenn  zuvor  jede  zweite  Zeile  ausgelassen,  dann  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  mit  Punkten  versehen  wird,  wie  die  darttber 
stehende) ;  für  gerade  r'  =  4  med.  8  mit  denen  von  (£r-2 ,  wenn  jo 
drei  Zeilen  zuvor  ausgelassen  und  dann  die  erste  von  diesen  mit 
Punkten  in  demselben  Sinne,  wie  die  darüberstehende,  die  beiden 
andern  im  entgegengesetzten  Sinne  verseben  werden  und  so  fort  ... 


1)  Die  Anzflhl  der  Punkte  ist  1,  6,  26,  122,  478,  2030  ...  allgemein? 

2)  Dies  System  Congrucnzcn  crpicbt  sich  nnmitclbar  nus  tli  ti:  HachmilDn, 
Krciltcilung  X.  Vorl.  png.  187.  aafgcatelltcn  Jacobi'schcn  Congrucnzen. 


*^30  Jleimc»:  Kin  Salz  über  JJinumialcot'(jicten(en. 

Wir  haben  z.  B.: 


3  1 
)  1 

2  i  1  3  , 

2.  j  a  1.  1 

*»      \  0  4 

2 
2. 

6 
6. 

1  7 
7  1. 

3 

5. 

5 

3 

0  4. 
Ü  i  4. 

Ü 
6. 

2. 
2 

3  5. 
ö  3 

7 
1 

1 

7. 

Der  Pttukt  bei  deutet  dann  au,  dass  in  der  betreffenden 
Coogrueoz  «r^  negativ  tu  ncbmeu  ist  Eine  Folgerung  biovon  ist, 
daes  7) 

Während 


statthatv  die  Summe  aber 

Glieder  ausgcdubot. 
Setien  wir  jetzt 


9  «  2»-« 


wo  s  jeuaclidcm  r  gerade  oder  uiigcrado  nur  gerade  oder  uugerado 
NYcrte  aimimnit  <  v  {^^,  enthält  noch  das  Ulied  r^y^v']  und  fragen, 
w  0 1  c  h  e  n  C  o  e  f  f  i  c  i  e  n  t  (abgesehen  vou  Factor  u)  bat  w  o  1  dit)<^Xr^'i 
für  ein  gegebenes  uV 

Da 

ist,  so  wird  das  Producl,  wenu 

«+r'  —  n  Ist: 

-i->,(-)  ^a«  4-  { 1  I  ö"     { 2  1 2"-^+ . ..) 

Nun  aber  ist: 

Es  wird  also  von  d'2tx,M  der  Cocfticient 


■in 
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±(^1K4(-1)*(^_,)^,  1  P-ä-*--V-^ 
iMtei,  das  ist  nach  Formel  2) 

also  ein  BioomialcooflicicQt  ~t:(-"l)^'^*^»  wo  +  oder  —  davon  ab- 
blBgt,  ob  In  iSV  der  Rest 

r*  K  ttr  [nod.2' 

ebne  oder  mit  Punkt  versehen  ist;  jedoch  ist  bei  der  Formel  2) 
wie  Torbin  bewiesen  ja  die  Gittigkeit  Aber  die  fta  d  nrsprflnglieh 
Torbnndenen  Grenson  ausgedehnt;  (nur  bei  r'  »  0  nicht).  Da  gleich- 
wol  aber  diese  Grenzen  vorbanden,  so  mttssen  wir,  wenn 

ist,  etwa  um  ^'  die  Summo 

,-.K-;|,-,.(--;»)j,ii 

in  Abzug  bringen.  Es  ist  aber,  wie  sich  aus  der  crweiturteu  Tafel 
für  die  d  crgiebt. 


■itfain  «riniten  wir  ueh  Formel  2)  für  die  eben  erwlhnte  Samnie 
den  Wert 

und  ini  ganzen,  da  dieser  Wert  abzuziehen  ist,  als  Coeff icieutcu 
von       X  '/'^  den  Ausdruck: 

wo 

•--i — * 

und 


#-r' 
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Der  Coefücient  K^^^m-i)    von      wird  demnach  Ö) 

Ü^r<2t>  — 1 

uod 

Für  r  —  r*  =  0  würde 

es  ist  abrr  aus  dem  oben  angeführten  Grande  dennoch  nicht  zu  yer- 
doppeln.  Z.  R  wird,  wenn  die  Ordnung  v     6,  also  y  —  8  ist, 

In  das  System  der  Grössen  K^^  ftthren  wir  linear 

<^  •> 

Die   Substitutionsdotcnniiianto  dieser  linearen  Transformation 
von  ElenuMiton  hat  den  Wert  1,  daher  sind  auch  umge- 

kehrt die  j/r'»^  bequem  durch  die  a-r^*^  auszudrücken.  Danu  ergeben 
sich  wieder  Biiiomialcoefticicuten,  also 


1)  A'2y  ur»prttnglich  *!•  Co#Mcl«it  von  3f2y  gedacht.   I  ist  höchitens 

Werden  «Uber  »iie  ConuM»cn/.c-ii  mit  .V^'--  nnfmuhiidicirf .  ko  fol^ji 

0=  jr6,-4(3/«-*+l)+ir6-«(Ji^*-*+^W^)+...  Aat-a^/'-a 


Oigitized  by  Google 
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Durch  die  Trausformatioa  wird  die  Grösse 

iL-  — 

Nor  flAr  r  —  r'  «  0  erreicht  §+2i  den  böchBten  Wert  «.  GreifoD 
vir  diesen  Teil  der  £££  heraos,  so  wird  derselbe,  indem 

(-D'jfo^»)^^*'  ^  hinzugezogen  ond  4~  (^'^  einfach  zu  rechnen 
ist  (Tgl.  oben), 

-+(-i).-^^ix.(--f*)(:jw'-o 

nach  3),  wenn 

V 

—  2  — '   nicht   =  0 


wenn  aber 


)  bei  A  >  0  Terschwindet,  redndrt  er  sich  auf 

Gans  ebenso  verbalt  es  sich,  wenn  «+21  den  Wert  tf  annimmt, 
wihrend  r,  somit  auch  r'  constant  gedacht  wird.  Znnftchst  ist  für 
diesen  Teil  der  £££  dann  auch  nur  immer  eines  der  Zeichen  (±) 
gütig ,  das  ja  Ton  r'  in  (i,  abhängig  war  und  überdies  besteht  er 

wegen         und  (^»^        ^^^'ci  Suuimcu: 
nnd 

Diese  Summen  Terschwioden  beide,  ausser  wenn 
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oA-r'     r'  — «      ,  <f  —  r 

<-  oder    <-  ^ 

and  A  folglich  —  0  ist  Dann  erhalten  wir 

±(— l)^yr<">i     ±(— X)»|frt*'>  und  ±(-l)Cjfr^«> 

Dies  ist 

da 

(  —  ~2  2 —  —  niod.  2 

wird.   Ist  cudlicli  <  »  0  und  a  =  r\  so  orgiebt  sich 

+  (—!)•.  2. y,(<») 

jodoch  wieder: 

Dies  mügo 

gesetzt  worden,  indem 

ciugcführt  wird. 

Satz  'J)  Es  komniiMi  also  in  A3p|_2(/-i)  für  /  >  0  und  in  Ast-t-a 
gar  kciuü  andcru  Cocfticicuteu  bei  yr^">  vor  als:  Null,  4"^  oder— 1. 

bo  wird  z.  B.  für 

v  =  6,  f>  —  8,  «  —  4,  «  —  1 

der  Coefficiottt  transformirt 

Indem  wir  bei  den  so  umgoformtcu  Cougrueuzcu 

^tr^ru  =  0  mod.  p 

jedesmal  das  Gliod  mit  K:,t-2  ausscbliesscn ,  weil  es  offenbar  teilbar 
durcb  p  ist  und  die  Differenzen  K^i-2{y\\) —  f^M-%y~\)  bilden,  welche 
Ausdrttclte  auf  diese  Weise  nämlich  eine  gleichartige  Beschaffenheit 

mit  den  fibrigen  |  Grossen  iT  erhalten      Iftsst  sich  das  Goeffi» 

cientenschema  für  die  ,  wie  sich  aus  dem  Vürbcrgchcudcn 
unmittelbar  ergiobt,  folgeodormasseu  leicht  bilden. 


1)  Diese  AusdrOcke  mOgen  deshalb,  wie  auch  die  fibrigen  K  nannehr 
einfach  mit         bexcicbaet  werden. 
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Man  verteile  v{v-\-\)(v*-\'l)  Felder  in  ein  Rechteck,  desiicn 
Terticale  Soito  «(v-f-U»  dcssou  horizontale 

1  +  2+  j  +  2       1'       2  2^ 
Eittheiten  entb&It,  v  —  2»-*. 

Sellen  wir  von  der  er.>ten  liaml-t'ülaune,  wclclie  ein  Streifen  \(»n 
der  Breite  1  und  der  Läujjc  i'U'  +  l)  ist,  vorlantig  ab,  so  lassen  sich 

die  flbrigen  Streifen,  resp.  von  der  Breite  r.*  .>    T.  •  .>    •  *  *  in 

Rechtecke,  \  breit  nud  p+l  lang,  zerlegen,  die  wir  jetzt  aU 

Gruppen  ör*  bezeicbuen,  wo  der  Indt  x  r'  mit  dem  in  (ir  überein- 
stimmt. 

Die  Gruppe  %^  enthält  also  ^(v-f-l)  Felder,  die  mit  nnll,  + 

oder  —  eins  aus/.nlullen  sind  und  die  ('Di-niciL'ntcn  der  Unbekannten 
y^*^  n  präseutiren.  Als  verticulc  Kiujjänj^e  sind  daber  für  die  ein- 
zelne Gruppe 

l-sO,    l=sl,    <  — 2,    ...  — 1;  |=sv 

als  h(»ri7.ontale  die  Uubekanutt  n  j^r'"^  zu  denken,  wo  «  für  ^'eradcs  r 
die  ^VLrte  Ü,  2,  4  ...  «  —  2,  für  ungerades  r  die  Werte  1,  3,  5  ... 
9  ~  \  bat. 

Gruppen,  die  sich  vertical  nutereinander  befinden,  gehören  zn 
demselben  r;  Gruppen,  die  horizontal  nebeneinander  liegen,  zn  dem- 
selben  «,  welches  die  ungeraden  Zahlen,  so  wie  r  alle  Zahlen  in  der 
halbirendcn  Anordnung  wie  in  C^r  dnrchlfluft 

In  der  Gruppe  (^r«,  wo 

ru  =    mod.  2' 

wird  nun,  falls  r  ungerade  ist  und  in  (ip'  nicht  mit  einem  Punkt 
versehen  war,  in  der  ersten  Yerticalreiho 

von  9+1  Feldern  das  zn 
gehörige  mit  einem  +,  das  zu 

r'-l 


geborige  mit  einem  —  zn  füllen  sein,  in  der  zweiten  Verticalrcibe 


c.idu,^cd  by  Google 
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das  za        gehörige  mit  4-i  ^     ~2~  S^^^rtS®  ^ 

fort,  bis  entwoder  der  obere  oder  der  untere  Band  unter  45*  erreicht 
wird,  wo  dann  beide  Male  unter  rechtem  Winlcel  eine  Beflexion 
stattfindet,  beim  oberen  Rande  ohne,  beim  unter  mit  Zahlen ver- 
ftnderung  z.  B. 

9-8 


1  =  1 

1  —  2 

<-  3 

<-4 

Ii-  5 

1  =  6 

-i- 

•  •  • 
<  -8 

•  •  •  •  • 

■     •     •     *  • 

+  1 

(«)  -  1  3  5  7 


+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

•     •     •     •  • 

+ 

•     ■    •    •  • 

1357      0246  0246 


Ist  r*  gerade,  so  wird  in  der  ersten  Verticalen  der  Gmppo  ©r* 
nur  ein  Feld,  das  zu 

geiiürcnde  niil  einem  -f-  gefttllt  seiu,  in  der  zweiten  Yerticale  die 
zu 

r'— 2       ,  r'+2 
I  —  - g-   und  zu  t  —  ^ 

gehürcudcu,  beide  mit  -f-  und  so  furt  wie  vorhiu. 

Ist  r'  mit  einem  Pnnicte  in  (S'  versehen,  so  sind  durchweg  die 
entgegengesetzten  Zeichen  zu  nehmen. 

Bei  Q^o  ist  nur  eine  Beihe  von  +  Zeichen  far 

1  —  0,  1,  2  ... 
resp.  in  der  ersten,  zweiten,  dritten  Verticalen. 


Digitized  by  Google 
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Ii  dor  ersten  Baud-Coloono  ist  uur  jcdesnuU  das  zu 


geiiöreude  Fuid  mit      zu  bezciciiocu. 
Schliesslich  mUssen  alle  zu 

geböreodcD  HorizontalroihoD  fortgelassen  werden,  da  wir  das  Glied  mit 

aasscblossen,  nnd  mOgen  flberdies  die  jedesmal  complcmentftrcn 
Streifen  2*^* — r  statt  der  Anordnung  ...  *t  m-\-2^  »-{-^  , , .  die 

eiitgegiMigesetzto  .  . .  *-|-4,  »-{•'2,  «...  ihror  VerticalcoloDnen  er- 
halten. Wir  gewinnen  dann  die  ^-Elemente  (tiic  Haiidcolonne  nicht 
singerecbnet)  der  a.  a.  0.  erwähnten  Kroisteilnngsdetermi- 
nante  nnd  es  durfte  vielieicbt  von  Interesse  sein,  sie  für 

wirklich  anfimstellen. 

(Der  KUr/c  halber  sei  hier  nur  das  erste  Viertel  dieser  Deler- 
miuaute  gegebeu.) 
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Satz  10)  Die  Grössen  AV*^  müssen  einzeln  ver- 
flchwindeii.  Hierauf  wird  man  durch  folgeude  Betracbtaug  geführt 

Da 

3te+di0-ta  5  0  mod.  p 

wo  p  von  der  Form  M**-\-l  {und  M  =  2.2^~*\^  so  lassen  sich  die 
Glieder  iT,    ö,^ay  und  A's,    Ö8.-$y  in  /A'..  —  Ab,   \ö»+8y  zusam- 

menzieheii,  und  noBor  System  Goiigro«iii6D  wird,  wenn  wir  et  in  Fonn 
TOD  OleiehoDgeii  schreiben,  ftr  «  Werte:  u 

Nach  Archiv  der  Math.  o.  Fhys.  Ste  Reihe  T.  VI.  pag.  293.  gelten 
aber  sogleich 

£e^        nnd  £4k«H^  **  0 

ausserdem 

—  1  mod.  4 

Znr  Yereinfhchnng  behandeln  wir  diese  BedingnngsgleichiiDgon 
nnter  der  gemeinschaftlichen  Form : 

r3=4t-l 

S  «r^sy^l»  oder  «0 

r=0 

je  nachdem  y=0  ist,  oder  oder  die  Werte  1,  2  ...  (»—1)  an- 
nimmt. 

Dabei  ist 

Cr  —  — «r* 

wenn  r'  nm  r  grosser  als  4»  ist,  nnd 

WO  +  bei  nngeradem,  —  bei  geradem  r  gilt  Dann  noch 

«2.  — 0 

Diese  Beziehungen  können  oflTenbar  auf  die  «M*)  ttbertragen  werden, 
und  wir  erhalten  für  den  Goeffidenten  ft^rl  von  ^  Ar  ein  belie- 
biges /  abgesehen  von  dem  Factor  n*  den  Ansdmdc: 

laO  \      *      /•+»'=a<4-S»  0 


1)  Erat  bd  hohen  Oidmngon  v  wfad 

«s+l  mod.  4 

bei  der  letiten  wieder 

5  —  1  mod.  4. 
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wobei  «  and  4'  allo  zalässigen  Werte  annehmen  müssen ;  man  wird 
also  s-\-a'  wie  auch  wenn  bdide  ungleich  sind,  in  Rechnung 

zicliori  niüsspn.  Viele,  keineswegs  immer  alle  Glieder  Xr«xr|2y 
wiederhülcQ  sich,  wenn  r  >  2v  wird,  indem  die  eben  angefahrten 
Beziehougeu  Platz  greifen. 

Wird  nan,  da  M^9ag  « 1»  ist, 

angenommen,  so  ergiebt  sich,  nachdem  durch  dividirt,  ein  System 
Oleiebnngen: 

worin  das  lotete  Glied  nnr  fttr 

y  =  0 

hinzutritt  Da  bierin  die  d  Ton  M  und  somit  von  ^  abhftagig  sind, 

die  St(-/)  aber  nur  von  v,  da  also  jede  Giciclmng  des  System's  II) 
bestehen  bleibt,  auch  wenn  zu  anderm  (i  gehörige  3  zn  Omnde  ge- 
legt werden,  so  müssen  wir  die  St^vi  einzeln  —  0  setzen  und 


denn  die  Determinante  der  B 


^•«D  - 1 


1         84   .  . . 

1  B,'    84'  ... 

1  dg"    Ö4"  . . . 

1.  Jr.+  J3. 


18»    8»  ... 

1  y»  s"* ... 

1  Sf''  ff'*  ... 


•    •  • 


yerschwindet  nicht,  wenn  die  B  alle  unter  sidi  Tenchieden  sind. 
{Ob  sieb  die  gcnfigende  Anzahl  ungleicher  3,  für  welche  II)  gilt,  vor- 


I)  Vgl.  Bültser,  Delcmiiianl«n.   §  10. 
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findet,  konnte  freilich  in  Zweifel  gezogen  werden,  wenn  die  R«ilie 
der  Primzahlen  von  der  Form  p  abbrechen  möchte.) 

Weil  die  Goefdcieuten  &W  verschwinden,  nnd 
ist,  so  mnss  offenbar : 

11)      Z  J5>««r+2y(«')  -       ,5    oder  =0 
sein,  je  naebdem 

y  —  0  oder  >  0  ist 

Hiednrch  erhalten  wir  v'-i-l  Gleichnngen  2ten  Grades 
far  die  Unbekannten  «rW. 

ft,(0)  -  V^))«  =  1 
crgiebt: 

«^(•)  -  -  1 

wo  sich  das  Zeichen  ans: 

«Q  =  —  1  med.  4 

folgern  lisst  fft-i  wird 

4  t -1 

wird  * 

Ueber  die  Natur  der  Zahlen  arr<*)  lässt  sich  hieraus  wenigstens  so 
viel  ersehen,  dass  sie  nicht  von  (i  abhangen,  sondern  von  v,  denn  v 
war  =  2*-'.  Mithin  wird  die  Ditcruiinanto  der  aus  deu  «ft*)  au- 
sammeDgesetzteü  Grösseu  AV*'^  u&mlicb: 


AV«)        . . . 


keineswegs  den  Factor  p  enthalten  kOnnen ,  (?on  nnll  mal  p  natflr- 
lich  abgesehen);  es  sind  also  aneh  in  System  I)  die  yC«)«  0,  weil 
sich  sonst  ans  der  AnflOsong  des  Systems  I)  nach  den  n'.^  fftr 
diese  YielCMshe  von  p  ergeben  würden,  was  nicht  angeht,  so  dass 
also  das  System  der  Congmensen  schliesslich  in  die  Oleichnngen: 
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fibergebt,  aus  denen  sich  dann,  wie  Torlnu  crgiebt,  dass  die  Kt^**) 
einzeln  «—0  sein  müssen.  Dies  sind  dann  v*  lineare  Gleichun- 
gen für  Unbekannte  ar/*)  oder  nach  der  Transformation  auch 
für  f^«). 


Da  nim  bei  9m  in  den  Binomialcoeffidentan  (— 1) 
mnltiplieirt  war,  wälirend  «,<*~i>  als  Factor 


also  eben&IIs 


besitzt,  so  wird  man 


±(-1)' 


setzen  können,  jenacbdem  bei  Qr'  in  Zeile  u  der  Rest  r|  sl  mit 
Paokt  versehen  war  oder  nicht,  so  dass  sich  s.  B. 

eigeben,  hieraus  wieder  nach  der  Formel  und  die  Werte: 
ebenso 

gjßi  —  2,         -  - 1,  «gC«)  =  4,   x,o<">  —  -  3,  =  2 

afj^(«)  .  1  etc. 

Diese  Betrachtang  findet  darin  ihre  Bostfttigung,  dass  die  pag. 
288  unter  die  Kreisteilongsdetermioante  gesetzten  Werte  fv^*)  in 
der  Tat  die  einzelnen  Zeilen  Jr<^<*)  za  nall  machen,  wenn  man  sie  an 

die  mit  -{~  oder  —  gefüllten  Stellen  einsetzt  (^q^^^  —  1)  und  dass 
die  ans  den  yr^4  darch  Multiplication  mit  dem  beigefügten  Schema 
der  d  >)  gewonnenen  a-r^'^  die  in  den  Binomialcoefficienten  ß  aofge- 
stellten  Gleichongen  ir<(»)  »  0  z.  B. 


I)  B«i  r  =  0  bat  man  ahor: 

I— l  {l    8   20    16  2 

8  16    9  2 

—24  mit             14  2 

44  12 

(tJo»=-27);   yo«  54)  Ij 

»n  ncliiocii,  um  die  x,.(*)  xu  eilialtcii. 
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H«rme$',  £iH  SaU  über  BaumicUcotlficUitUn. 


m^)  -  0 

auf  pag.  282  erfüllen.  Hicdurch  haben  wir  also  auf  eine  durch  die 
Natnr  des  Gegenstandes  begründete  Weise,  nach  bestimmter  Regel 
construirta  Systeme  linearer  Gleichungen  mit  eben  sovielcn  Utibe- 
kanntcn,  als  ihre  Anzahl  beträgt,  erhalten,  welche  die  Eigenschaft 

besitzen,  durch  ganze  rationale  Zahlen  sich  auflösen  zu  lassen. 
Zugleich  sind  dadurch  die  Zahlen  fr  (ohne  Iiidextabclle)  direct  er- 
mittelt, wie  auch  die  IhHiingungsgloichungcn  erfüllt,  freilich  nur  in 
dem  durch  die  Ordnung  v  bediiigteu  Unifaiipe,  denn  v<|u-f-l  scheint 
zunächst  wenigstens  crfordurlich.  (Ausdehnung  auf  v  ^4~^  siebe 
a.  a.  0.) 

Königsberg  i./Pr.,  den  19.  October  1888. 
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XU. 

Independente  Darstellungen  der  Tangenten-  und 

Secanten-Coefficienten. 

Von 

Franz  Roosl« 


Wenn  in  der  bekannten  Formel: 

dw  Beibe  naeh  «,»,«,«,...  «»c,  wo  «  eine  elgentlidie  Einheitt- 

wnrzol  =  V+I  und  «r  =  ist,  statt  x  gesetzt  wird,  so  ergiebt 
lieh  durch  Moltiplication  der  «  Gleichaogeu: 

worin 

alio  bei  geradem  n 

-  1 

nad  bei  nngcradom  « 
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Diese  Beihen  bangen  in  einüuher  Weise  mit  den  Tangenten* 
und  SecMiten-Coefficienten     sosammen;  es  ist  nämlich: 

bei  nngeradem  n  sind  die  Tangenten- ,  bd  geradem  n  Secanten- 
CoeiBdenten. 

Mittelst  des  Mac-Laurin'schcn  Satzes  kann  y  in  eine  zweite 
Beihe  entwickelt  werden;  dio  Coefücieotea  gleich  hoher  Poteozen 
von  X  gleichsetzt,  führt  za 

Der  nte  Differentialqnotient  des  Prodnctes  jr  Icann  nnn  entweder 
dnrch  directes  Differentüren  desselben  oder  dnrch  das  sogenannte 
logarithmisdie  DMFerentiiren  gefunden  werden. 


1. 

Um       nach  ersterer  Art  sa  bestimmen,  sei  allgemein 

ff  •  •  .  CiM 

WO  7,  ,  Mr  ...  beliebige  Fanctionen  von  x  bedeuten  sollen; 
dann  ist: 

y'  =  «1*  .«j  . . .  arii-f-*i'/«ii  •  -  •         • « • 


woraus  zn  ersehen  ist,  dass  y<»)  jedenfalls  aus  der  Summe  von  Pro- 
ductcn  Pi,  /*,...  Pr  .  .  .  bestehen  wird,  welche  mit  noch  unbe- 
kannten, von  diT  Natur  der  Functionen  xr  unabhängigen,  dagegen 
vou  n  abhängigen  Zahlencoefficieuten  . . .  behaftet  sind,  also 

Die  Bestandteile  CrP,  von  haben  offenbar  dio  Form  C\x^^''Kx^^py 
.  .  .  r„<*'),  unter  r,'"),  x^^ß^  .  .  .  DiöVrential(iuotientcn  der  Ordnung 
a,  jS  . . .  der  Functionen  X|,  a-^  . . .  verstaudeu,  wobei  dieOrdnangs- 
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Exponenten  die  Werte  von  0  bis  n  annehmen.  Der  Oto  Dififeren- 
tialqaoticQt  ist  die  Faoctioa  selbst,  d.  b  es  ist 

Die  Bestimmung  der  Cocfticieuten  C\,  (\,  .  .  .  gosrhielit  am  ein- 
fachsten auf  die  Art,  dass  für  r,,  .  .  bekannte  Fnnc  tioni'n,  deren 
höhere  Ditrereiitialqiiotioutoa  sich  recht  leicht  angeben  lassen, 
sabstituirt  werden,  etwa 

=  «»i»  .  . .  rr  —  «"r*  • .  . 

dann  ist 

»  (ap)e jfr,    y  =  6««.+ jf<")  =  (rt,  -f  . . .  +  a»)V 

da 

ist,  folglich 

Die  Zahlen  C, ,  sind  daher  die  Polyuomialcocfficionten ,  er- 
halten durch  die  Erht'bung  eines  n  gliedrigen  Polynoms  zur  nten 
Potenz.  Das  System  der  Wiederholungs-Exponenten  n,  ...  ist 
somit  auf  diesclbo  Art,  wie  das  der  Potenz-Exponenten  bei  der  po- 
lyuomialen  Entwicklung  auf/ustellen,  es  ist  nämlich  das  volisläudigo 
Wertsystem  a,  ^  .  . . ,  welches  der  ßediuguug 

(a  SS  0,  1  . . .  i»\ 
/I  -  0,   1  . . .  •  j 

genügt. 

In  qrmboliacher  Aosdmcksweiso  kann  dahor  gcflchriebon  werden 
y<")  -  . . .  6] 

Dieses  Resnltat  kann  nicht  flbenascfaen,  da  der  Vorgang  bei  dor 
Poteuzirniig  eines  Polynoms,  analog  dorn  des  wiederholten  DitTeren- 
tUrens  eines  Prodnctes  ist 

Die  Ausführung  der  in  5]  angezeigten  0])eratien  bat  in  der 
Weise  zu  erfolgen,  dass  nach  g(schtbener  polyneniiaier  Ent>vii  klung 
iu  jedem  Bestandteil  die  uielit  vertretenen  Glieder  xj,  ...  des 
Polynoms  durch  ihre  Oten  Potenze  n  und  schliesslich  alle  Potenz- 
Expooeuteu  durch  die  gleich  hohen  Wiederholungs-Exponenten  er- 
setzt worden. 

Die  Anwendung  des  Satzes  5J  anf  y  in  Ij  ergicbt: 
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II,  sr^'  *«-  --^rf'^'*-r^»J 

coB  — —  nj  durch 

0 

ersetzt,  tTgiebt  für  t„  einen  von  deu  vorhergehenden  t„- i,  Vn-i  ... 
unabhängigen  Ausdruck.  I'as  i»ositive  Zeichen  kommt  allen  Ex- 
ponenten p  von  den  Formen  4k  und  U-f-S  und  das  negative  allen 
p  von  deu  Formen  4m-f-l  uud  4w  +  2  zu.  Erst  nach  erfolgter 
Zeichenbestimmung  sind  die  Puteuzcu  der  Eiuheitswurzclu  mit  Be- 
rücksichtigung von 

«** 

sosBinmeDsiuieiieii. 

Sämtliche  Glieder  der  so  entstandenen  Summe  haben  und 
weil  sie  n  CoBinoBBO  von  der  Form 

2p-{-l         .  1 

eotbalten,  aach  {i^F^  ^Is  gemeinwhafüichen  Factor;  folglich  ist 
nach  leichter  Redadnug: 


i    2:1  "1 

+        . . .  — * 

oder  in  symbolischer  Form 

mit  dem  Torbehalt,  dass  Dach  geschehener  polynomialer  Elotwickliing 
für  jede  Poteni  mit  BerOcksicbtigaog  der  Form  Ton  i»  das  Vor- 
Zeichen  auf  die  bereits  festgesetzte  Art  bestimmt  wird. 

Diese  Formel  erfährt  eine  Vereinfachung  durch  die  Bemerkung, 

dass 

r£ar  —  0 
1 


folglich  aoch 
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ist.  Letzteres  zn  7]  addirt,  macht  die  negativen  Glieder  innerluüb 
der  Klammer  verschwinden,  während  sich  die  positiven  Glieder  ver- 
doppeln; daher  kann  geschrieben  worden 

»0  das  positive  Zeichen  symboliscli  aiidi  uteii  soll,  dass  nur  die  nach 
dem  hier  geltenden  Zcichcngesctzc  als  positiv  auftretenden  üiieder 
beizubehalten  sind. 

In  der  Formol  6]  das  gemeinsame  n!  vor  das  Sommenzeicbcn 
gesetit  wird 

wenn  für  A,  fi  ...  wieder  nur  sämtliche  Glieder  positiv  machende 
oud  der  Bodingang 

. . .  » 

genügende  Werte  gedacht  werden. 

Da  alle  Vereinigungen  der  Einhcitswurzeln  mit  derselben  Ex- 
poiienteurcihe  A,  ;t  dasselbe  Vorzeichen  und  tlenselben  Nenner 
x!a!|u!  .  .  ,  haben,  so  ist  ihre  Summe  eine  mit  einem  gewisseu  Coef- 
öcicuten  behaftete  symmetrische  Functiou  [x,  f*  .  . .]  der  Eiuhoits* 
wurzeln  «j,  0|  . .  .  nämlich 

£  «»*«»^«jt^  ■»«  ^  K  A, y  . . .] 
»1  AI         .  ^  »!  l\  |il  ... 

demgemäss  gilt  auch: 

r^l  2ii^^+«!  A!nl... 

wodurch  die  indepcndente  Darstellung  der  Tangenten-  und  Secanten- 
Coefficientcn  durch  symmetrisebe  Functionen  der  Kiuheitswoneln 
bewirkt  wird. 

Fflr  X,  ft  . . .  sind  auf  alle  mögliche  Arten  solche  gleiche 
oder  ungleiche  Werte  von  0  bis  n  zu  setzen,  deren  Summe  jedesmal 
n  betrtgt  und  die  ein  positives  Yorseichen  bedingen. 

Beispiel. 

IC,    1,  fl 

Vorzeichen : 
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3,  0,  0  + 
2,    1,   0  + 

entfällt  daher 


n. 


Das  logarithmiwbe  MfercBtüren  fahrt  zu  einer  schönen  An- 
WCDdong  des  frachtharen  Hoppe'schcn  Satzes  über  höhere  DiflFeren- 
tialquotienten,  welcher  bekanntlich  in  folgender  Glcichnng  seinen 
Aosdrack  findet: 

In  Formol  2]  beiderseits  die  Logarithmen  genommen  ist: 

logy  =  Xlogoos  — n 
mit  BeontsaDg  obigen  Satzes  wird 

(")      T")  (") 

Für  s     0  ist 

=  (v-2) 

and  alle  Nnllwerte  der  höheren  Dififentialquotienten,  deren  Ordaaogs- 
zeigor  kein  Vielfaches  von  n  sind,  vorschwinden,  somit  ist 

x>^..«u<' [(;•)-  Ö+ (;)-•] = =<V«rw-. 

Ebenso  kann  die  Formel  11]  zur  Bildung  der  höhern  Differential- 
quotientenvonZlogcoi — —  n  Terwendet  werden; 
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COS  — ^  «  =•  «r    und   ^       —  9r 

gesetzt,  ist  zunächst 

Dt^Ur  «  ("^)  COS        +  ^)  »  —  (^)  COS  ^<pr  +  ^) 


Um  die  «ten  DifferentialqaotieDten  der  aafeiiiaiiderfolgeiiden 
Potenzen  von  «*r  sa  erbalCen,  ist  es  nur  notwendig,  dieselben  in 
TielfiMshe  des  Argumentes       in  verwandeln;  es  ist  bekanntlich: 

2*co8"9)  -=  (q^  cosmy-}-  C08(m— 2)y+  (2)^°^  (w»  —  4)9-]-  . . . 
daher 

Ds^ur-  -  ^  ^2  J  [(^*)  m«  cos  (m9r+  ^)  « 

+  (2)  (»»  -  4)» cos  ((m-4)9r  +  ^) 
Für  »  —  0  ist 

9r  *  i  nnd 

+  L  J(m  — 2)»»C08 — '-^  n-\-  .  .  .1 


Hier  entfallen  sftmtUche  Einheitswarzeln,  der  Ausdruck  rechter  Hand 
ist  daher  von  r  nnabbftngig;  da  aber  die  Formel  U]  fttr  eine  Summe 
von  n  sieh  eben  nur  dnreh  diesen  2Seiger  r  sich  unterscheidenden 
Functionen  logMr  zur  Anwendung  kommen  soll,  und  nur  die  Nullwerte 

benötigt  werden,  so  ist,  da  ug  «•  r^* 


X>j»logyio-»l>s<*^ogti| 
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-  +  ...] 

1  r/m\  2n-\-m 


und 
oder 

tn-l 


2»«+i(v'2)» 
»-t  


Aehnlidie  indeponde&te  AnsdrOcke  fttr  die  Taogonteii-  and  8e« 
caDton-Coefficientoii  können  bekanntlich  mit  Hilfe  der  hohem  Dif- 

1  e' 

fereutialquotieiitcü  der  Fuuctioueu  i  |  j^f  aufgestellt 

werden,  in  welchen  statt  der  Cooiäcienten  Cm  solche  von  der  Form 


Em 


-  (o )  -  (r)  -  + (r)  -   •  •  • 


erscheinen;  letztere  haben  daher  eine  doppolt  so  grosse  Gliederzahi 
als  crstere.  Diese  indepondento  Darstellung  erscheint  in  12]  in 
ihror  allgemeinsten  und  sehr  zusammengezogenen  Form.  Durch 
Unterscheidung  der  Fülle  eines  geraden  7/1  und  eines  ungeraden  m 
gelingt  es  die  Zahl  der  Glieder  von  Cm  auf  die  Hüllte  zu  redaciren 
und  die  Cosiuasse  auszuwerten.  £s  ist  für  gerades  1»: 

2*»"*C0S*9  —     ^  cosmy-f        C08(iil  -2)  9+  . . . 
and  Dir  ungerades  m 

2"»-*cos*"y  =       cos  »»9)  4"  ^^*^cos(i»— 2)y+  . . . 
folglich  ist 
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a)  bei  geradem  m 

^'-^-5^(l)"[(o)'^«*(-^+i)* 

m 

Vi )  («-2)- CO«  — s-^  »+  . . . 

b)  bei  QDgeradem  m: 

=  1=3  (f )  [(0)""*"  (-«^ä)  * 

+  (J*)  cos  ((m-.2)9»r  +  |)  *  +  . . . 

»  — Ot  »r  =  i 

+  (;*)(m>2)-C08^^±p?«+... 

. . .  3"  cos         «  +  cos         » J 

Bei  (ItT  Souderang  der  Tangenten-  von  den  Sccantcn-Coef- 
ficieuten  lassen  sich  die  von  m  unabhängigen  Cosinusse  der  letzten 
Glieder  sofort  bercchueu  j  es  ist  uiilhiu  vorteilhafter  mit  deoselbcu 
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boßinnontl  die»  Reihenfolge  der  Glieder  umzukehren,  wodurch  weitere 
ÜDterscheiduugea  der  Zablformeu  vou  m  voa  selbst  eutfalien. 

A.  Die  TangemteB-Coeffieienteo,  n  gerade. 

»)  m  gerade 

..-.»U  =  (-->|?(-)"[(f-2)4.-(^l)8. 

+  (^-6)l2-+...] 
b)  m  ungerade 

m 


8 

n 

2«+»(V2)-    _  (.-1) 


v  -  j.-,  [\,;  (v^j  1  jj. 

-6)(V2).^'.+  Q)(V2,^3^2^-+...] 

B.  Die  Secanten-Coeffieienten,  n  nogerade. 
a)  m  gerade 


+(1-5)10--+...] 


Digitized  by  Google 


b)  ai  «ngtiBde 

_(?=5)6« -++...] 

Dieso  Formeln  sind  wiiteror  Rcductionen  fähig;  die  uiiKoradcn  Po. 

teiizoii  voll  y'2  können  entfernt  werden.    Sehliesslich  lassen  sich  die 

Formeln  für  Tangenten-  und  Secautcu-Coeiticicnten  in  eine  einzige 
zasammcD ziehen,  und  zwar  wird 

Für  die  Taugeuteu-Cocfficienten  ist 

n 

2 

tn-l  ^  (-1) 

n  gftnide  und 


▲Kk.  dw  lUlk.  B.  rhjm.  2.  Ueth«,  T.  YUL  SO 


Digitlzed  by  Google 


.... = i^r)  -C'^ö  3-  -  (i-i^) 

Fttr  die  Secanteu-Coeföcientea  itt 

1 

3 

tn-l  =  (-1) 

n  nngerade 
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xm. 

Die  merkwürdigen  Punkte  derjenigen 
Tangentendreiecke  einer  Ciirve  zweiter  Ordnung, 
welche  von  zwei  festen  Tangenten  und  einer 
beweglichen  gebildet  werden. 

Von 

Dr.  Theodor  Meyer 

in  Sttarbrflekcii. 


Dar  Sats  von  den  HöhensebiiUtpaDkteii  der  Taugentandreieeko 
einer  Parabel  legt  die  Frage  nahe ,  ob  derselbe  ein  besonderer  Fali 
von  einem  fllr  Gnrven  II.  0.  allgemoingAltigen  Satze  ist,  und  er  regt 
weiter  zn  Untersadiangen  fiber  die  merkwflrdigen  Ponkte  in  den 
Tangentendreiecken  au,  in  deren  Bildung  irgend  «ine  Gesetzmftssig- 
keit  herrscbt  Wir  wollen  im  Folgenden  diejenigen  Tangentendreieeke 
einer  Cnrve  II.  0.  in  Bezug  auf  ihre  merkwOrdigen  Punkte  unter- 
saehen,  weldie  Ton  zwei  festen  und  einer  beweglichen  Tangente  ge- 
bildet werden.  Diese  Aufgabe  llsst  sich  vorteilhaft  auf  synthoti- 
schem  Wege  durchfuliren ,  und  es  wird  sich  dabei  unter  anderm 
eine  Bejahung  der  aufgeworfenen  Frage  ergeben. 


L  Der  Höhenschnittpunkt 

Von  einem  Punltte  A  seien  an  eine  Curvc  II.  0.  (iic  TanKonten 
und     gezogen,  und  eine  dritte  Tangente  t  sciineido  dieselben  in 
düD  Punkten      uud  S^.   B'eruer  sei  H  der  Scboittpaukt  der  beiden 

so» 
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dorch  iS,  und  gehendoD  Höhen  des  Dreiecks  AS^S^  nnd  mit  P, 
und  Pf  mOgen  die  beiden  nnendMch  fernen  Pankte  bezeichnet  wer* 
den,  nach  welchen  beide  Hohen  gerichtet  sind. 

Denkt  mau  sicli  dann  die  Tant,'onteii  und  fest,  die  dritte 
Tangente;  /  aber  beweglich,  dann  beschreiben  .S,  und  ^S^  auf  den  er- 
stcreu  Tangenten  zwei  zu  einander  projectiviscbe  Puuktreihen  I.  0. 
und  folglich  ihre  Verbindungsgoradeu  mit  den  festen  nnendlicben 
fernen  Punkten  P|  nnd  zwei  zu  einander  projectiTische  Parallel- 
Strahlenhfischol.  Je  zwei  entsprechende  Strahlen  dieser  BOschel 
schneiden  sich  in  dem  HOhenschnittpnnkt  H  des  verilnderlichen  Drei* 
ecks  AS^S^i  folglich  durchläuft  dieser  eine  Hyperbel,  wenn  t  längs 
der  Curve  als  Tangente  gleitet 

Diese  Hyperbel  geht  durch  die  unendlich  fernen  Punkte  J\  nnd 
7*2,  die  Mittelpunkte  der  beiden  Parallel-Strahlenbiischel ,  und  tritit 
die  Geraden  tj  und  in  4  Punkten  desjenigen  Kreises,  auf  welchem 
die  Schnittpunkte  von  je  xwei  zu  einander  normalen  Tangenten  der 
Curve  liegen.  Der  Geraden  von  J\ ,  welche  diesen  i  unkt  mit  dem 
IJcrührungspunkt  7',  auf  der  Tangente      verbindet,  entspricht  in 

dem  andern  Hüschcl  die  Gerade  J'^A-,  der  Schnittpunkt  dieser  bei- 
den zu  U  und  normalen  Geraden  ist  also  auch  ein  Punkt  der 
Hyperbel.  Ebenso  erkennt  mau,  dass  die  durch  A  gehende  Normale 
zu  von  derjeuigeu  Normalen  zu  <,  in  einem  Punkte  der  Hyperbel 
geschnitten  wird,  welche  durch  den  BerQhrungspuukt  der  Tangente 
geht.  Nennt  man  ferner  ßi  den  Pnnkt,  in  welchem  Ii  von  der 
zu  ti  parallelen  Tangente  geschnitten  wird,  nnd  Bf  den  Ponkt  von 
—1^  durch  welchen  die  zu  ^  parallele  Tangente  geht,  dann  entspricht 

in  den  beiden  Parallel -Strahlenbüscheln  der  (Geraden  P,  die  un- 
endlich f<Tne  Gerade  J'^l\  und  der  Geraden  /j/ig  ebenfalls  die  un- 
endlich ferne  Gerade  Diese  beiden  durch  Bi  und  zu  den 
Geraden  und  t]  gezogenen  Normalen  sind  also  die  Asymptoten  der 
llyperbeL 

Entsprechen  sich  in  den  beiden  projcctivischen  Puuktreiheu 
/,(;S|)  und  iti^i)  die  auendlich  fernen  Punkte ,  ist  also  die  vorlie* 
gcnde  Curve  eine  Parabel,  dann  haben  die  beiden  Parallel-Strablen* 

büschel  7',  (/jiS'j)  und  die  unendlich  lerne  Gerade  ent- 

sprechend gemein.  In  diesem  Falle  also  liegen  die  Höheuschnitt- 
puukto  //  der  Dreiecke  ASiS^  auf  einer  im  Endlichen  gelegeneu 
und  der  nnendlich  fernen  Geraden.  Weil  erstere  Gerade  auch  die 
Ponkto  enthält,  in  welchen  ti  nnd  von  den  zu  ihnen  normalen 
Parabeltangenten  geschnitten  werden,  so  ist  sie  identisch  mit  der 
Directrix,  und  wir  kommen  stets  auf  diese  Oerade,  von  welchem 
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Punkte  auch  die  Tiingeuteu  /j  und  /g  an  die  Parabel  gehen  mögen. 
Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  sieli  für  jede  Curve  II.  0.  der 
Ort  der  IIöheubchuitti)unktc  auf  den  Punkt  A  reducirt,  falls  uud 
^  ciucu  Wiukül  You  do^  ciuschliesscu. 

Wir  kOnoen  nan  als  Zusammenfiusaiig  der  yorhergehenden  Am* 
fthmog«!!  folgenden  Satz  anstellen: 

,.I)ie  Iluh<'iisehnitti)mikte  der  Tangentendreiecke,  welche  vou 
..zwei  festin  und  einrr  bfwcjzlichL'n  Tangente  einer  Curve  II.  O.  ge- 
.,bikh  t  werden,  liegen  auf  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  normal 
,.zu  den  festen  Tani,'enten  stehen.  —  Diese  Hyperbel  zerfällt  in  die 
„Directrix  und  die  unendlich  ferne  Gerade,  falls  dir  Curve  II.  0. 
„eine  Parabel  ist.  Sie  reducirt  sich  auf  einen  Punkt,  wcnu  dio 
„festen  Tangenten  einen  rechten- Winkel  bilden." 

Gewöhnlich  wird  als  Ort  der  Ilöhenschnittpnnkto  der  Tangenten- 
dreiecko  einer  Parabel  nur  die  Directrix  erwähnt ;  aus  der  Ableitung 
des  vorhergehenden  Satzes,  sowie  auch  aus  der  geometrischen  An- 
Bckauung  geht  jedocl»  hervor,  dass  auch  dio  unendlich  ferne  Gerade 
zu  diesem  Orte  gezählt  werden  muss.  Weil  nänüich  der  unendlich 
fernen  Geraden  keine  bestimmte  Kichtung  zukommt,  so  kann  sie  bei 
unendlich  ferner  Lage  von  S,  und  sowol  als  Höhe  zu  der  Tau- 
gente als  auch  als  Höhe  zu  angesehen  werden,  jeder  ihrer 
Punkte  also  als  Höhenschnittpunkt  des  von  ^  und  der  unendlich 
fernen  Gcradcu  gebildeteu  Taugcutcudroiccks  aufgelasst  wcrduu. 

n.  Der  Hittelpnnkt  des  Umkreises. 

In  dem  Dreieck  J^jaS,  sei  der  Mittelpunkt  der  Seite  Ä8i 
und  3/s  der  Mittelpunkt  der  Seite  A8^  Dann  entspricht  auf 
jedem  Punkt  5,  ein  Punkt  3f,  und  ebenso  auf  jedem  Punkte 
ein  Funkt  und  es  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  diese  Bcziobnng 
eine  projectivischc  ist.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Panktreiho 
/,(!/,)  um  A  in  die  Lage  irgend  einer  andern  Geraden  t^'  gedreht, 
dann  sind  die  Verbindungsgeraden  der  Punkte  3/j  auf  t^'  mit  iliren 
entsprechenden  Punkten  »S,  auf  alle  zu  einander  parallel;  folglich 
ist  ti'{Mi)  perspectivisch  zu  <|(/S,)  und  daher  auch  t^iM^)  projecti- 
visch  zu  Ebenso  überzeugt  man  sich,  dass  die  beiden  Punkt- 

reihen t^iM^)  and  t^{St)  zu  einander  in  projoctivischcr  Beziehung 


1)  In  ganz  ähnlicher  Weite  kann  man  zeigen,  dass  auch  die  Punkte, 
welche  die  Strecken  J^,  in  einem  ConetMiten  Verhftltais  teilen,  eine  so  ft(^i) 
projectiricchc  Punktreihe  bilden. 
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Stehen,  Da  nun  aber  die  PttiiktriilK  u  i,(iS,)  und  t^iS^)  selbst  za 
einander  projcctivisch  sind,  so  gilt  dies  auch  von  den  Punktroiben 
und  UM^)  und  daher  weiter  von  den  beiden  Parallel-Strablon- 
bOscbeln,  welche  tt{J^i)  Qod  t^{^f.J!)  aus  den  anendlich  fernen  und  in 
normaler  Uichtung  zu  und  gelegenen  Punkten  Q,  und  Q,  pro- 
jiciron.  Der  Schnittpunkt  3/ je  zweier  entsprechenden  Strahlen  dieser 
Büschel  ist  der  Mittelpunkt  des  einem  Dreieck  umgeschriebenen 
Kreises,  und  wir  erkennen  jetzt,  dass  sich  Jl/ auf  einer  Hyperbel 
bewegt,  wenn  t  den  der  Curvo  zugehörigen  Strahleubüsciul  II.  O. 
durchläuft.  Für  den  Fall  der  Parabel  haben  die  beiden  Parallcl- 
Strahlenbüschel  wieder  die  unendlich  frrne  CuMade  entsprechend  ge- 
mein, folglich  erhält  man  als  Ort  für  M  die  unendlich  ferne  und 
eine  im  Endlichen  gelegene  Gerade.  Wir  iLÖoaea  alflO  bis  jetzt  Xol- 
gendes  fiigebniss  aussprechen: 

„Die  Mittelpnekte  der  Umkreise  aller  Dreiecke,  welche  tod 
„zwei  festen  und  einer  beweglichen  Tangente  einer  Cnrve  IL  0.  ge- 
„bildet  werden,  li^n  auf  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  normal 
,,zu  den  festen  Tangenten  sind.  —  Diese  Hyperbel  zerfällt  in  die 
„uueudlich  ferne  and  eine  im  Endlichen  gelegene  Gerado,  wenn  die 
„Curve  eine  Parabel  isCS 

Im  Ictzterm  Falle  haben  alle  durch  die  Ecken  der  Tangentcn- 
dreiccko  ^i^S,  «s^  gelegten  Kreise  ausser  ii  noch  einen  zweiten  Punkt 
gemeinsam.   Ncnucu  wir  dcoselbou  F,  dann  ist 

als  coustant,  folglich  ist  der  Brennpunkt  der  Parabel.  Damit  sind 
wir  zu  einem  bckaunteu  Parabelsatz  gekommen .  ans  welchem  um- 
gekehrt der  zwoito  Teil  des  vorhergeheudeu  Satzes  folgt. 

Zu  jedem  Punkte  A  gehört  bei  gegebener  Parabel  cino  bc- 
stimmto  Gerade  m,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  M  der  den  Drei- 
ecken AS^Sg  umgeschriebenen  Kreise  liegen.  Am  einfachsten  con- 
stmirt  man  dieselbe,  Indem  man  A  mit  dem  Brennpunkte  F  ver- 
bindet nnd  dann  die  die  Strecke  il halbircude  Normale  zieht.  Sind 
die  Berflhrnugspuukte  7*,  nnd  Tf  der  beiden  Taugenten  nnd  <s 
bekannt,  dann  kann  man  auch  m  in  folgender  Weise  bestimmen. 
Man  zieht  durch  A  die  Normale  zn  l|  nnd  bringt  sie  znm  Durch- 
schnitt mit  derjenigen  Normalen  von  it,  welche  die  Strecke  AF^ 
halbirt;  ebenso  errichtet  man  in  if  zu  ^  die  Normale  und  durch- 
schneidet sie  mit  der  die  Strecke  AT^  halbirenden  Normalen.  Die 
Verbindnngsgerade  dieser  beiden  Schnittpunkte  ist  alsdann  die  Ge- 
rado M.  Von  der  Ridbtigkeil  dieser  Constmction  flberzeugt  man  sich 
leicht,  wenn  man  die  verftnderliche  Tangente  i  mit  «j  nnd  it  sn- 
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sunmeDfAlleo  ISsst  MH  denolben  haben  wir  fibrigens  xagloich  eine 
«D&cho  LOsang  der  Aufgabe:  „Den  Breunpnnkt  einer  Parabel  zn 
^bestimmen,  wenn  2  Tangenten  nnd  ihre  Bcrfllimugspnufcte  gegeben 
,^nd^ 

Liegt  A  auf  der  Hauptachso  der  Parabel  syninictriscli  zu  dem 
Breuiipuukt  biv.iiglicli  der  Dircctrix ,  dann  fallt  m  mit  diesir  Ge- 
raden zusamiiion,  und  diu  Tangenten  und  tg  bildeu  üiueu  Wiukol 
von  &ß  mit  einander. 

Im  Anschlass  hieran  wollen  wir  untersuchen,  ob  bei  einer  all- 
gemeinen Cnrve  II.  0.  die  beiden  Hyperbeln  h  und  m  sich  vereinigen 
können,  anf  denen  die  ilöbcnschnitto  und  die  Mittelpunkte  der  Um« 

kreise  von  den  Dreiecken  y4«S',  5^  liegen.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
achten wir  zunächst,  dass  die  uiieiullich  fernen  und  in  normaler 
Richtung  zu  /|  uüd  gelegenen  Curvenpunkto  Cl,  und  von  der 
Hyperbel  stets  mit  den  uuendiich  ferucu  Punkten  ig  und  i\  der 
Hyperbel  h  zasammonfalleu. 

Die  Asymptoten  der  letztem  Cnrve  geben  durch  B|  nnd 
die  beiden  gegeuObcrIiegcuden  Eckpunkte  des  Yon  l,  nnd  nnd  ihren 
parallelen  Tangeuten  gebildeten  Parallelogramms;  dio  Asymptoten 
der  Hyperbel  m  hinge^'en  halbircu  die  Strecken  ABf  nnd  ABi.  Eine 
Vereinigung  der  beiden  Asymptotenpaare  kann  also  nur  eintreten, 
wenn 

Wkl.  (<, =  60» 

nnd  zugleich 

ist,  also  A  auf  einer  Achse  der  gegebenen  Curve  liegt  In  diesem 
Falle  gibt  es  aber  unter  den  Dreiecken  AS^S.,  zwei  gleichseitige, 
und  folglich  haben  die  beiden  Hyperbelu  ausser  den  Asymptoten 
auch  noch  zwei  im  pjidüchen  gelegene  Punkte  gemein,  das  heisst, 
Bio  fallen  ganz  zasammcQ.    Wir  köuueu  also  sagen: 

„Schneiden  rieh  zwei  einen  Winkel  von  60®  einschliessenden 
ifTangeaten  dner  Curve  II.  0.  auf  einer  Achse  derselben,  dann  liegen 
„die  HObcnsebnittpunkte  nnd  dio  Mittelpunkte  der  Umkreise  der  von 
,,diescn  Tangenten  mit  den  übrigen  gebildeten  Dreiecke  anf  ein 
nund  derselben  Hyperbel*\ 

In  den  beiden  Hyperbeln  h  und  welche  durch  irgend  zwei  in 
einem  Punkte  .1  sicii  schneidende  Tangenten  und  eine  Curvo 
II.  0.  bestimmt  sind,  können  wir  je  zwei  Punkte  //  und  M  einander 
zuordnen,  welche  merkwürdige  Punkte  desselben  Dreiecks  ASjS^ 
sind.  Es  lässt  sich  dann  zeigen,  dass  dio  Punktreihen  II.  0.  Ä(//) 
aud  zu  einander  in  projectivischer  Beziehung  stehen.  Da 
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Dämlich  die  Punktreibe  t,{S^)  perspectiviscli  zu  dem  Parallcl-Strahlcn- 

büschcl  /i(/\-S, )  ist  und  dieser  perspectivische  Lage  mit  der  Punkt- 
reibe II.  0.  ?i(H)  hat,  so  ist  auch  t^iSj)  projoctiviscb  zu  /<(//).  In 
ibulicber  Weise  überzeugt  man  sich,  dass  auch  tiiS^)  und  m(M) 
projcctiviscb  sind.  Aus  beiden  Beziehaogcn  folgt  aber,  dass  h{H)  zu. 
in(jlf}  projcctiviscb  ist,  womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist. 
Wenn  nun  Winkel  *)  mehr  odt  r  weniger  als  60**  oder  120"  betrügt, 
dann  gibt  es  kein  Dreif^ck  AS^S^f  dessen  Ilöheuscbnittpunkt  zugleich 
Mittelpunkt  des  Umkreises  ist.  Die  beiden  projectivischoii  Hyper- 
beln haben  also  im  allgemeinen  keine  Pankte  entsprechend  gemein, 

folglich  *)  hilden  die  Geraden  ^Äf,  welche  die  Eulcr'schen  Geraden 
des  Dreiecks  ASgS^  sind,  einen  StrahlcnbOschel  IV.  0.  In  der  un- 
endlich fernen  Geraden  liegen  zwei  dieser  Strahlen,  da  den  nnend- 
lieh  fernen  Punkten  der  einen  Hyperbel  dieselben  nnendlich  fernen 
Punkte  der  andern  aber  in  umgekehrter  Reihenfolge  entsprochen. 
Ist  aber 

Wkl.         =  60®  oder  —  TiO» 

dann  gibt  es  unter  der  Schaar  von  Tangeutendreiecken  xwoi  gleich- 
seitige, uud  mithin  haben  alsdann  h  nnd  m  2  im  Endlichen  gelegene 
Punkte  K  und  L  entsprechend  gemein.  Ausser  den  beiden  Strahlen- 
bflscbeln  I.  0.  mit  den  Mittelpunkten  K  uud  L  erh&lt  man  also  noch 
einen  Strahlenhflschel  IL  0.  Da  aber  die  unendlich  ferne  Gerade 
2  Strahlen  des  Bftschels  enthalt,  so  gehen  durch  einen  Punkt,  in  welchem 
sie  von  einem  andern  Strahle  geschnitten  wird,  drei  und  folglich 

unendlich  viele  Strahlen  des  Büschels  Schneidet  ein  Strahl  HM 
die  beiden  Curven  zum  zweiten  Male  in  den  Punkten  //'  uud  M\ 
so  sind  auch  diese  Punkte  einander  entsprechend,  uud  somit  scheu 
wir,  dass  der  Strahlenbüschel  II.  0.  in  oiuen  Parallel- Stralilcu- 
büschei  zerfällt,  iu  welchem  jeder  Strahl  doppelt  gezählt  werden 
kann. 

Um  die  Richtung  der  Strahlen  zu  bestimmen,  betrachten  wir 
dasjenige  Dreieck  AS^Sf^  welches  bei  5,  einen  rechten  Winkel  hat 
In  diesem  ist  die  Gerade,  welche  S^  mit  der  Mitte  der  Hypotcuusc 
AS^  verbindet,  die  Euler'sche  Gerade  und  sie  steht  senkrecht  an  der 
Ualbirnngslinie  des  60^  betragenden  Winkels  (i|tt)* 

Folglich  Stollen  alle  Eulcr'schen  Geraden  der  Dreiecke  ÄSjSf 
senkrecht  zu  dieser  lialbirungsliuie,  und  wir  habcu  beiläufig  folgende 
Dreieckssätze: 


\)  Unter  Wkl.  (f, /,)  wulkii  \rir  denjenigen  Winkel  der  beiden  Tangenten 
verstehen,  innerhnlb  dessen  Schenkel  die  Cnrvc  li«*gt, 

2)  Kc)e,  Geom.  d.  Luge.    II  Aufl.    S.  116. 
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„Die  Eulcr'schc  Gerade  jedes  Dreiecks,  welches  eiiicD  Winkel 
„vou  Oo*^  oathult,  ist  uorinal  zu  der  üalbirungsliuio  dieses  Wiukels/^ 

„Die  EuUr  schc  üeradc  jedes  Dreiecks,  welches  einen  Winkel 
„von  120^  enthält,  ist  parallel  zu  der  Ualbirungsliuie  dieses  Win- 
kels." 

Liegen,  nm  diesen  Fall  noch  zu  erwiilmcii,  die  beiden  Ilyporbeln 
A  und  m  auf  eiuander,  dann  stolion  und  in(M)  zu  t  iiKunlcr  iu 
involutürischi-r  Bt  /ieliung,  und  die  Dojipelpuuktc  dieser  ruuktrciho 
sind  zugleich  die  Scheitelpunkte  der  Hyperbeln. 

Bei  der  Parabel  sind  die  beiden  projectivisehen  Pnnktroihen 
IL  0.  durch  zwei  projectiviscbo  ähnliche  Pnoktrcihou  L  0 ,  A  und  m, 
n  ersetzen,  von  welchen  erstere  stets  auf  der  Direetrix  liegt.  Da- 
her gilt  der  Satz: 

„Die  Euler*8chen  Cu'raden  aller  Tani/rnteudrciciko  eiiur  Ta- 
,,rabel,  welche  von  zwei  IV^tiMi  und  einer  bcwogliclien  drit'an  Tau- 
„geute  gebildet  werden,  unil)üllt.  a  im  allgi  incinon  eine  zweite  Pa- 
,^bol,  welche  auch  die  Dircctrix  der  ersteru  zur  Taugeute  hat*' 

Man  erhilt  einen  StrahlenbOscbcl,  wenn  A  aaf  der  Hanpt- 
scbse  der  Parabel  liegt,  und  einen  PorallelstrahlcnbUscbol,  wenn  A 
ausserhalb  der  Haaptacliso  liegt  und  zugleich 

Wkl*«a<b)-^  oder  ^12(P 
ist  Liegt  Ä  auf  der  Uauptachse,  und  ist  zugleich 

Wkl.  M  -  6^ 

dauu  licgeu  die  beidcu  projectivisehen  Tuuklreiheu  auf  der  Dircctrix. 


Hl.  Der  Schwerpunkt 

lu^dcm  Dreieck  AS^S^  werde  der  Schnitti)unkt  der  Mittellinien 

SjiUg  und  .s'..;U,  mit  .S  bezeichnet.  Schneidet  dann  die  durch  S 
gebende  Pai  alh  le  zu  /,  die  Gerade  in  T^,  uud  die  durch  gehende 
Parallele  zu     die  Gerade     in  1',,  dauu  ist 

Ä  V\  -  ^AS^    uud    A     -  iASt 

Diese  Punkte  V\  und       teilen  also  die  veränderlichen  Seiten  AS^ 
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und  A8^  in  eiiMm  coastMitoa  Yerb&ltDiss,  folglich ')  ist  <j(r,)  pro- 
jectivifch  sn  und  f|(K|)  projeetivisch  za  l^(i^).  Weil  aber 

hfßd  projeetivisch  sa  ist,  so  gilt  dies  aach  von  den  Pnnkt- 
reihen  it(K|)  nnd  tJiV^)  nnd  folglich  aoch  von  den  beiden  Parallel- 
Strahlenbflscheln,  welche  tti^i)  ^(^t)  *v  nnendlich  fernen 
Punkten  nnd  JB|  der  Oeraden  if  und  ^  projiciren.  Da  nun  der 
Schwerpunkt  8  des  Dreiecks  AS^Sg  als  Schnittpunkt  von  swei  ent- 
sprechenden Strahlen  dieser  beiden  Bttschel  erscheint,  so  erkennt 
man,  dass  er  sich  auf  dner  Hyperbel  bewegt,  wenn  i  den  cur  Cnrre 
gehörigen  Strahlenbaschel  II.  0.  beschreibt  Diese  Hyperbel  gebt 
durch  die  unendlich  fernen  Punkte  R%  nnd  der  Geraden  i|  und 
nnd  ihre  Asymptoten  teilen  die  Strecken  AB^  *)  und  AB^  in  dem 
Verhftltniss  1 :  2.  Fflr  die  Parabel  erhalten  wir  als  Ort  der  Schwer^ 
punkte  der  Dreiecke  A8x8g  wieder  eine  eigentliche  nnd  die  unend- 
lich ferne  Oerade. 

Wir  können  also  folgenden  Satz  anfstellea: 

„Die  Schwerpunkte  aller  Dreiecke,  welche  von  zwei  festen  und 
„einer  beweglichen  Tangente  einer  Curve  II.  0.  gebildet  worden, 
„liegen  auf  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  parallel  zu  den  feston 
„Tangenton  sind.  —  Die  Hyperbel  zerfUlt  in  eine  eigentiiche  und 
„die  nnendlich  ferne  Oerade,  wenn  die  Curve  eine  Parabel  ist*' 

Lässt  mau  /  mit  den  festen  Tan^'enten  /,  und  zusammeufallen, 
dauu  erkennt  man,  dass  auch  diejenigen  Punkte  dieser  Geraden  zu 
dem  Orte  gchüren,  w  elche  die  Slreckeu  A  l\  ^)  und  A  T^  in  dem  Ver- 
hftltniss 1  :  'J  teilen.  Die  rierade,  welche  bei  geirchener  Parabel  diese 
beiden  Punkte  mit  eiiuinder  virbindüt,  enthält  die  •ScUwurpunktO  aller 
eigcutilcbeu  Tangcutcudreiecko  ASiS^ 


1)  Vf^l  die  Fnrabpmerknng  auf  Sotto  809. 

Vgl.  8.  308. 
8)  Vgl.  8.  308. 
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XIV. 

Miscellen. 


1. 

C^nstnietioii  des  Behnlttes  einer  Qeraiw  nll  dner  H^pcrbeL 

Die  CfOUtractioneii,  weche  den  Zweck  verfolgen,  die  Dorch- 
iduüttepnnkte  einer  Geraden  mit  einem  durch  gewisse  Bestimmnngs- 
sttcke  gegebenen  Kcgciscbnitt  zn  finden  ohne  den  letzteren  zu 
zeichnen,  sind  zahlreich  and  sehr  mannigfaltig  je  nach  den  gegebenen 
Bettimmangsstftcken,  und  die  dabei  znr  Anwendung  gelangenden  60- 
sichtspnnkte  selbst  dementsprechend  sehr  Terschiedoner  Art  Be- 
sonders einfache  Lösungen  dieser  Aufgabe  ergeben  sich  flkr  die  El- 
lipse, wenn  von  derselben  ein  Paar  co^jugirter  Durchmesser  oder 
die  Axen  gegeben  sind,  indem  dann  die  Ellipse  durch  einen  ihr  affin 
verwandten  Kreis  ersetzt  werden  kann.  Die  Anwendung  des  Kreises 
als  verwandte  Figur  des  Kegelschnittes  kann  auch  bei  der  Hyperbel 
Platz  greifen,  wenn  man  dieselbe  coUlnear  auf  ihn  bezieht  Wollte 
■an  auch  hier  statt  der  Verwandtschaft  der  Gollineation  die 
spedellero  der  Affinität  gebrauchen,  so  wird  der  Hyperbel  wieder 
eine  solche  Curve  entsprechen  und  die  Aufgabe  nicht  vereinfacht 
erscheinen,  wenn  man  nicht  ein  einfaches  Mittel  hat  für  diesen  Fall 
jetzt,  die  Schnittpunkte  der  Geraden  die  der  gegebenen  affin  ent- 
spricht, mit  der  affinen  Hyperbel  ohne  diese  zeichnen  zu  mflssen,  an- 
sageben. 

Im  folgenden  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  mau  mit  Benutzung 
einer  der  gegebenen  aftin  verwandten  die  Sclinitt])unktc  cinur  durcb 
ihre  Asymptoten  und  die  liauptaxo  gegebeoca  Hyperbel  und 
einer  Geraden  ündeu  kann. 
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Im  1.  IMo.  2.  Rli.  dieses  Journals  wurde  «lio  Erzouyungsweisc  der 
Hyperbel  und  Ellipse  als:  „Ort  der  15eriilinnigspuiiktc  der  ge- 
iijuiusaujou  Taugeutcii  au  einen  Sclicitelkreis  ')  und  alle,  die  Asyrap- 
totoQ  borQbrendon  Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  der  Uauptaxe 
haben,  aber  welcher  der  Scbeitelkrcis  beschrieben  wurde'',  anafftbr- 
licb  erörtert. 

Hieraus  ergibt  sieh  aber,  dass  man  die  Sehnittimiikte  einer  den 
Schcitelkreis  übi  r  drr  reelli-ii  Axe  einer  Hyperbel  beruhreudcn  Ge- 
raden mit  dieser  sehr  einlach  linden  kanu. 

Ist,  siehe  die  Fissur,  g  eine  den  Scheitelkreis  berttbrende 
Gerade,  von  welcher  die  Schuittponkte  mit  der  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  und  <4  sind,  constniirt  werden  sollen,  so  hat  man 
eben  nur  jene  Kreise  zo  suchen,  welche  die  Gerade  g  und  die 
Asymptoten  und  berahren  und  ihre  Mittelpunkte  anf  der  Axe 
a  haben,  nm  iu  den  Berührungspunkten  mit  g  die  frag! ich eu^Schnitt- 
puuktc  zu  erhalten.  Diese  Berührungspunkte  lassen  sich  aber  etwa 
in  fulgendcr  Art  finden.  Zunächst  fiudct  man  die  Mittelpaukte  0| 
nud  Of  <icr  oben  genannten  berührenden  Krciso  entweder 

|1)  indem  man  dio  Winkelhalbirenden  XOi  and  10|  der  Ge- 
raden g  und  der  Asymptote  constmirt  (oder  20^  und 
20t  von  g  und  o^)  oder: 

2)  als  Endpunkte  des  anf  der  Axe  a  gelegenen  Durchmessers 
desjenigen  Kreises,  der  seinen  Mittelpunkt  auf  a  hat,  and 
welcher  durch  die  Schnittpunkte  1  und  2  von  g  mit  den 
Asymptoten  %  and  er,  geht,  wie  leicht  sofort  einzasehen 
ist,  da  ja  die  frtther  erwfthnten  Winkelhalbirenden  senk- 
rocht zu  einander  stehen.  Dass  man  nnr  12  in  m  za  hal- 
biren  nnd  mm,  senkrecht  zu  g  zu  errichten  hat,  am  den 
Mittelpunkt  dieses  Kreises  sa  erhalten,  ist  selbstrerstftnd- 
lieh. 

Aus  den  Punkten  O,  und  sind  dann  die  Seukrcchteu  zu  g 
za  legen,  um  in  ihren  Fusspunktcu  I  und  II  die  gesuchten  Durch- 
schnittspunkto  von  g  mit  der  Hyperbel  zu  erhalten. 

Auf  diesen  Fall  lilsst  sich  nun  der  allgemeinere,  wo  die  ge- 
gebene Gerade  den  Scheitelkreis  nicht  berührt,  zurackfabreu. 

Wäre  z.  B.,  siehe  die  Figur,  dfe  Gorade  y,  nnd  die  Hyperbel 
durch  ihre  Asymptoten  und  a,,  nnd  den  Uber  der  Hauptaze  be- 
schriebenen Scheitelkreis  A*  gegeben,  und  sind  ihre  gemeinsamen 


1)  Krvitt,  der  cioe  dor  Kegeiachnitt«axen  zum  Duicliuicsacr  hat. 
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Dwrcfasehiiittipmikte  anzagelwu,  so  legt  man  ans  dem  SehoHtponkte 
g  von  y  und  der  Axo  a  eine  Tangente  g  an  den  Scbeitelkreis  A* 
and  betrachtet  diese  als  affin  ')  verwandte  zur  gegebenen  /.  Die 
Gerade  y  schneidet  z.  B.  die  Asymptote  or^  in  (2),  nnd  der  affin  ent- 
tprecbendc  Punkt  2  auf  g  wird  auoli  ein  Punkt  der  einen  Asymptote 
%  jener  Hyperbel  sein,  durch  welche  die  gegebene  zu  ersetzen  ist. 

Die  gegebene  Hyperbel  ist  nnn  durch  eine  andere  ibr  affin  mit 
demselben  Scbeitelkreis  und  den  Asymptoten  und  a^,  die  sich 
nach  dem  Bemerkten  sehr  einfach  ergeben,  ersetzt,  nnd  die  gegebene 
Gerade  durch  eine  den  Scbeitelkreis  der  letztem  borabrende  Gerade, 
der  allgemeine  Fall  also  auf  diesen  froher  besprochenen  speciellen 
zurOckgefllhrt  Kach  dem  bereits  Auseinandergesetzten  wird  man 
nun  die  Punkte  1  nnd  II  auf  g  constmiren  und  dann  mit  Hilfe  der 
Senkrechten  in  diesen  Punkten  zur  Axe  a  die  Punkte  (I)  nnd  (II) 
auf  f  erhalten,  wodurch  die  allgemeine  Aufgabe  gelöst  erscheint 

Ist  die  gegebene  Gerade  parallel  der  Nebenaxc,  so  wird  die 
Methode  nicht  anwendbar  sein,  aber  hiefür  sich  noch  einfachero 
Constmctionen  auf  Grund  der  frflher  angefahrten  Erzeuguugswoise 
ei^eben,  die  an  oben  citirter  Stelle  augegeben  erscheinen. 

Auch  für  die  Elliitso,  wenn  diese  dnrch  die  Ilauptaxen  gegeben 
ist,  lässt  sich  das  Priucip  anwciidfn,  indem  hier  an  die  Stelle  der 
Asymptoten  gewisse  leiclit  anf/.utindondo  Gerade  treten;  alleiii  an- 
gesichts der  für  diesen  Fall  cxistirenden  äusserst  einfachen  Coustrue- 
tionea  sind  die  aus  diesem  Gesichtspunkte  tolgeudcu  ohne  Ikdeutang. 

F.  Ruth. 


2. 

Zur  Coustruction  der  Kegelschnittslinien. 

Unter  diesem  Titel  hat  Herr  K.  Schober  (Triest)  im  I.  Hefte, 
(2.  R  VII.  T.)  die  von  mir  in  dieser  Zeitschrift  (2.  R.  IH.  T.  S.  108 
—110  und  S.  223)  TerOffentlicbten  nnd  mittelst  analytischer  Geome- 
trie bewiesenen  Constmctionen  „durch  Specialisirung  des  Pascal*scben 
Satzes*'  angeblich  „naturgemftsser*'  abgeleitet  —  wie  er  es  schon  in 
zwei  andern  Aufsätzen  (Ztschrft.  f.  d.  Realschnlwesen  12.  J.  1887 
nnd  Programm  d.  k.  k.  Ob.  Realschule  in  Sechshaus  bei  Wien,  1887) 


1)  OrthogoDttl«  Ailnitat;  der  Scheilelkreii  bleibt  derselbo  für  Jede  dieicr 
Art  afflu  verwunilte  Ilyperbel. 
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getan  hat  —  obgleich  er  selbst  in  einem  seiner  Aufsätze  sagt ,  die 
analytische  Geometrie  eigne  sich  am  besten  dazu ,  die  Richtig- 
keit einer  gefundenen  Construction  zu  beweisen.  Welches  Beweis- 
vorfahreu  besser  ist,  das  ist  woi  meist  —  Geschmackssache. 

Ich  zog  das  analytische  vor,  trotzdem  ich  jene  Constructionen 
durch  synthetische  Untersnchangen  gefunden  hatte,  weil  ich  glaubte, 
es  sei  weiteren  Kreisen  zugänglich.  Das  ist  übrigens  Nebeosadie; 
ich  bringe  nur  deshalb  den  Gegenstand  zur  Sprache,  weil  ich  von 
einer  Vereinfachung  der  in  Rede  stehenden  Constractionea  Mitteilnqg 
machen  möchte. 

Das  früher  entwickelte  Verfahren  wird  besonders  bei  der  Ellipse 
nicht  gern  angewendet  werden,  weil  mau  über  die  Fläche  des  um- 
schriebeneu  PünUlelogramms  EFQH  hinausgehen  muss;  bei  nach- 
stehender Constractiou  eutltült  nicht  nur  dieser  Uebcistand,  sondern 
man  erspart  sich  auch  noch  eine  Liuic. 

Bind  AB  and  CD  conjugirte  Barehmosser  einer  Ellipse,  so 
schneidet  die  sn  CD  paralleie  Oerade  8  die  AC  and  AB  in  Ponkten 
M  uad  Q,  welche  ans  ß  and  D  durch  Strahlea  BM  und  DQ  pro- 
jidrt  werden,  di3  sich  iu  einem  Ellipscuponkte  P  treffen,  dessen 
Tangente  durch  den  Schnittpnnkt  L  jener  Parallelen  8  mit  der  Tan- 
gente CF  in  C  geht  Bei  der  Hyperbel  ändert  sich  die  Constractiott 
nur  dahin,  daas  QP  als  Parallele  sa  BC  (oder  Parallele  zur  Asymp- 
tote FH)  sa  seichnen  Ist,  and  L  auf  der  sn  AC  parallelea  Asymptote 
EQ  liegt. 

Ist  CD  eine  conjugirte  Sehne,  dann  ist  das  Constructionsver- 
fahrc  i)  tür  uile  drei  Kegelschiiittü  gleich  und  lautet  so,  wie  es  oben 
für  die  Ellipse  angegeben  wurde. 

Bei  Hyperbel- Constructionen  ist  oft  das  Bedürfiiiss  vorhandeu,  die 
Tangente  unabhängig  vom  IJerühruugspnuktc  zu  coustiuiien ;  wir 
geben  deshalb  in  Folgendem  noch  ein  Verluhren  an,  welches^  diese 
Iiediiiguiig  erfüllt  und  andern  gcgüuübor  deu  Vorlcii  hat,  ein  klciuos 
Couälructiousfeld  zu  benötigen. 

Es  seien  wieder  AB  und  CD  coiungirte  Durchmesser  einer 
Hyperbel,  ferner  sei  EFQH  das  Parallelogramm  mit  den  MltteUiaien 
AB  and  CD;  FH  and  EQ  siad  dann  die  Asymptoten. 

Projicirt  mau  einerseits  die  Punkte  M  der  Geraden  AC  aus  G 
auf  I-^F  nach  andererseits  durch  Parallele  6'  zu  CD  auf  KCi  nach 
L,  so  ist  LU  eine  Ilyperbeltaugeute  uud  ihr  licrührungspuukt  der 
Schnitt  mit  BM  oder  UP  i  FH, 
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Die  B«weiBe  lllr  alle  erwäbnteo  ConstroetioBeii  können  anf 
mehrere  Arten'  so  leicht  erbmeht  werden,  daas  es  aberflflssig  er- 
scheint, dieselben  hier  ansafthren. 

Pola,  im  December  1888. 

Fr.  Schiffner. 


3. 

Er^Uizang'  des  „Beitrutrs  zur  TiiIialtHreehninigr  der  KSrper^* 

Bd.  XXVI.  S.  204  des  ArcliiTs. 

Die  ErgänzuDg  betrifft  die  geometrische  Bestimmnug  des  Inhalts 
eines  Körpers,  dessen  Darchscbnittsfliehe  In  der  Höhe  *  dnrch 

fix)  =  d,a^ 

gegeben  ist 

Da  die  Gestalt  des  Schnittes  von  keinem  Einfloss  ist,  so  soll 
folgende  spedelte  Anordnung  getroffen  werden. 

In  der  Figur  stehen  die  Liuieu  OA',  O  Y  uud  02  seukrecht  so 
cioauder. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  C  seien  «,  y  und  e  und  dabd: 

die  Gnrve  OMß  ist  also  eine  Parabel  in  der  xy  Ebene. 
Bas  Bechteck  ABCD  hat  zum  Inhalt 

Der  lohalt  der  Pyramide  ABCDO  ist  also:  \d,t^. 
Das  Parabelsegment  0MB  hat  zum  Inhalt: 

lxy-\xy  =  \xy  -  jf- 

Der  Inhalt  des  prismatischen  Körpers  von  der  Hohe  «  mit  der  Gmnd- 
lÜehe  OMB  ist  daher: 
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Subtrahirt  man  die  Ilillftc  diosos  Körpers  von  der  Pyramide  ABCDO^ 
80  crgiebt  biili  als  lultalt  des  Körpers  OMBAÜCLO 

Die  Durchschuittsflächo  dieses  Kürpcrs  iu  der  Höhe  x  ist  ABCL, 
also: 

fix)  -«I.«« 

Dio  ZuBammcustcUuDg  auf  Seite  206  Band  26  wird  nun: 

Dnrchscbuittsflftcbe  io  der  Tolamen  des  KOipentlIcks 

Hoho  *  von  der  Hohe  x 

1 )  a  ax 

2)  bx  |/>x> 

4)   dk»  id^ 

und 

hx^       CX^  flj^ 

fix)  =  a-^bx-^cx*-\-tix^  2      T  4 


Kiel,  den  27.  Mai  1889. 


Ligowski. 


4. 

lieber  harinoulseke  Reihen  ungerader  Ordnung. 

In  der  Reibe  fftr  logIl[l-|-f>)  treten  bekanntlich  als  Coefflcienten 

die  harmoDischen  Reiben  Sn  auf «  von  welchen  nnr  diejenigen  ge- 
rader Ordnung  Bnmmirbar  sind.  Im  Folgenden  sollen  nun  für  die 
Reihen  Sn  mit  ungeradem  Stellenzeiger  Rccursionsformeln  auf- 
gestellt werden;  sie  enthalten  zwar  auch  unendliche  Reihen,  dio  aber 
bedeutend  rascher  als  die  nrsprflnglichen  Reiben  <Si»  convergiren. 

Diese  Transformation  wird  mit  Hilfe  der  Function  log  sin  .J ,  welcbe 

sicli  auf  zwciorUM  Art  in  couvergeuto  Reihen  verwandeln  lässt,  be- 
wirkt  Es  ist  gleichzeitig 

—  logsm^  =log*+  Y  •+  -3--+  •  • . »   0  ^  y  Ir-» 

und 
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-  logsin  I  =-log9-f  log2  \  S,  (.J^y  + (.j^)  +  . .  . 

—  2«  <  9  <+2« 


daher  aacli 

C08<P    ,    COSg»  ,  ,  I   c      ''''  \*  I   1  c   /<P  V  I 

1  +~2~+-- — ^°«''+^i2v+^^nw 

Darcli  wiederholte  Inl«grationen  dieser  Gloichang  entstohea  links 
Audrflcke,  welche  ftkr.  die  Werte 

9P  —  ^   und    9  =»  TS 

entweder  in  die  Potcuzrcihcu  S^p^i  oder 

%  (-1)" 

Qbergelieii,  jonachdcm  die  Auzahl  der  Intcgratiuiieu  eiue  gerade  uder 
ungerade  ist. 

Die  erste  Integration  zwischen  0  ond  9  giebt: 

0^  <p  <  » 

Dt  rechter  Hand  logg)  vorkommt,  sind  nur  positive  Werte  von  <p  zn- 
lissig;  for  9  iK  cutsteht  ein  Widersprach,  endlich  convcrgirt  das 
Integral  des  Rcstgliedes  von  1]  gegen  die  Kall;  als  Convergonz- 
bereich  kOnnen  daher  die  Werte  von  ind  0  bis  exdnsive  »  ange- 
nommen werden. 

Ans  den  weiteren  Integrationen  zwischen  0  und  cp  gehen  mit  Do- 
achtuug  von  {9/"*log9)}  » ')  folgende  Gleiciiuugen  hervor: 

COSiiy  ^iiXl    ln.«^A     ^      V*    I  '^'^ 

•»   +^  -  21  ^2;ry«  3.4  +  5  .  6+  - 

1'] 

wnnqp  '»^iiiii    I  XI 

.  4. 

2(2»)*  5.6.7 
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Os  9  <  * 


Das  Bildungsgeselz  dieser  Formeln  ist  ein  leiclit  erkennbares;  nach 
r  — 1  Inlegrationeu  zwiscbcu  0  und  fp  ist  oireubar,  weuu  aj  r  an- 
gerade : 

Irl 

2       COSny  tpr-t  yr-< 

(-1)  +^e=3)|~'^(;rZ6)!  +  -"--- 

r~l  r-fl 

+(-1)  ^  ^+(-1)   ^  '5«r=(^,(l+i+...+™l0gg>) 

■^1(2«)«  (r-|-l)!"T"^{2jt)Mr-|-3)!T"'*- 

b)  r  gerade: 
r+2 

r 

"'"1(2»)*  (r+l)l'^^(2«)*  (r  +  3)!"r'-"  *J 

TS 

Die  Substitution  9     ^  orgiebt,  da 

r— 1  r-J-1  »H-1 

(-1)         -^-j^T^+C— 0         5r-(-l)  «r 

(r  angeradfi) 

vnd 

X  'J!^  =  (-0'"^ '(I, - . +  t  -  +  •  •  •)  - 

(r  gerade) 

ist,  folgende  Beziehungen  zwischen  den  harmonischen  lleihcn  Sjpf  i 
und  den  Reiben  V%9  einerseits  uud  den  bekannten  Summen  Si»  au- 
dererseits: 
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(f-3)!V2/  (r-5)lV3/ 


(r  oDgcrade) 

r 

+(-1)  i^li-j)  +  r  -I  -"»82 


(r  gerade) 

Da  die  in  den  Formeln  4]  nnd  5]  auftretende  Reihe 
-  — -  J^^   .  ^  ungleich  rascher  als  Är  oder  Ur  convergirt, 

w  kann  erstere  zur  Berechnung  der  letstem  Reihen  mit  grossem 
Vorteil  angewendet  werden. 

Die  Convergenz  der  neuen  Reihen  kann  dadurch  noch  wesent- 
lich erhöht  werden,  dass  an  1] : 

^^=-«««»+tGy'+'^  (:)+••• 

<üe  Gleichung 

0— 4-a)Vi(a-Ka--- 

Mrt  wird,  woraus  entsteht: 

si» 
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Zwischen  0  and  9  wiederholt  integriert,  ergiebt  ziwächst: 

e  Co 

-yL(x+,^j-,-ff(.+,^y[i+i+...+i-^.+,^.)] 

somit 

+'-^'•(-01- 

Nach  r  -1  maliger  lategratioo  der  Gleichung  Gj  ist  uun 
a)  r  oBgerado 

r-f-l  r^-l 
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b)  r  gerade 

r  r-f2 

-  ^+-...+(-.)V-.,+(-xr^~  ^ 

Die  trigonometrisdieii  Reihen  gehen  fttr  den  epedeUen  Wert 

9  =  ^  wieder  in  reine  Potenzreihen  ttber: 

a)  r  vngeride 

+(-1)   ibi  Sr  -         ( J  . . . 

^^•+;rhi)  [1+3-1+ 5-i]-log  ^  «5r-i  logf-3r-i 

b)  r  gerade 
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+  3r-.l0g|-6-tl0gf  +  i^*^~.  l+i^^J.  ...]  10] 

V  2  ;     V  4  j 

Bei  Annahme  eines  groflsen  r  voncliwinden  die  reohten  Seiten 
der  Qleichongen  3]  nnd  3],  wfthrond  der  linksseitigen  Teile  m  den 
belcannten  Sinns*  und  Cosiniis-Reilien  führen. 

Frans  Bogel. 


6. 

Zahl  der  Gomhinatlenent  die  n  Steine  anf  dem  Daoienhrette 
TOtt  100  Felden  hllden  kgnnen. 

Wir  suchen  zunächst  die  Zahl  C'p^q  der  Combinationen  zu  be- 
stimmen, die  mit  p  einfachen  Steinen  und  q  Damen  möglich.  Be- 
zeichnen wir  mit  C',,p-i  die  Zahl  der  Combinationen,  die  p  eiufacho 
Steine,  worunter  /  weisse  und  (p—i)  schwarze  sich  befinden,  bilden 
können,  ferner  mit  C"k.q-k  die  Zahl  der  Combinationen,  dio  —  bei 
p  anf  dem  Brette  befindlichen  Steinen  —  mit  k  weissen  und  iq—k) 
schwanen  Damen  möglich,  so  haben  wir 

•  0 

Der  Klammeransdmck  ist  Ton  dem  Prodnct  der  beiden  Summen 
abznsiehen,  da  wir  die  Fftlle  aoszosoUiessen  haben,  wo  sftmfUche  auf 
dem  Brett  befindlichen  Steine  von  derselben  Farbe  sind. 

Indem  wir  in  Betracht  ziehen,  dass  ein  einfacher  Stein  nicht  die 
5  Eudfelder  seines  Gegners  einnehmen  kann,  haben  wir 

^   -  (D  CD  C^D + CD  Ca)  C-TO 

Mit  üttcksicüt  auf  die  Baziehang 

CtO = G)  G) + G:0  (0 + GlOG) + 

+  •+G)0 

können  wir  schreiben 
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+ G)  C-D  feto  CD + CiV-0  OJ 


+  CDC--:5X.-5) 

woraos  sich  mit  Hilfe  der  Beileliiing  (o  ergibt 

-   -  G)  (?:iO  CD + CD  (J^ö  C-0 

Nim  ist 

r  46— f  \  r45-J^  (45-0!  (45-7)! 

L  i-jJ  ~  (|»-<-J)l(46-p-K)I  (»-7)1  (45-0 ! 
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(45-7)1  (p-2J)i  . 

""(|>-a7)!(46-H-7)l  (^-j)I(pW-J)! 

somit 

Co)oc)+cDCA)at) 

+ CD  CA)  C:0  +-+0)  C -lo)  C-D 

losbosondore  ist 

Setaen  wir  in  Oleichang  (1)  der  Reihe  nach  »'«O,  1,  2  . . .  und 
addiren»  so  erhalten  wir,  da  belcamitllch 

£&  ist  aber 

o-cDcio-coaiTO 

somit  Itönnen  wir  schreiben: 

H-CDCA)-+  -CDCA)] 
+CD-'[CD(^,)-CDCA) 
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+ C-0  [CD  CD^+ CD  CD»'+CD  CD^ 


-4- 


Mit  Hinsicht  auf  dio  Beziehung 

CrD-G)CO-+G)a-D-' 

ergibt  sich  schliesslich 

--=CoOCD-C\OC-0-' 
+CDCA>-+-+GDC^io)-'- 

Ferner  erhalten  wir 

<^M-.-rrOC"^rO 

(50 -p)!  (50— p— ib)! 


(2) 


(3) 


*!(50-|»-Ä)!  («—*)  1(50-1»— a)l 

_    (so-p) !   q\_  r^p^  fa^ 

""g!(50-j»— a)I  q  JKhJ 

Insonderheit  ist 

<r'ow=CVo-(^^^Q  (8») 
Am  Gleicbnog  (3)  folgt 


Oigitized  by  Google 


330  HücttU». 
Beachten  wir  nan,  dass 

föO—n^röO-jT^         (50-0 !  (50-ji)l 

l  p—  «  >FL  9  J  "  ip—l)  l  (öO-p)  l  q  I  (5b— p-«)! 

(50-  0 !         (jy-^-a-  0 ! 

*  (l>-5-<)I(60-y-fl)l  (p-*)!gl 
80  gibt  dio  Multiplicatioa  der  Qleichaogea  (2)  and  (4) 

Ans  Olelehungou  (la)  and  (3a)  folgt 

C-o.,.C"o„  +  C',,o.t",,o  =  2^^)  C^T'D 
oder  mit  Rücksicht  auf  Beziehung  (ß): 

c-.c"+c..c"-.e7)[©(^)_Q)(,i!,) 

wofür  wir  unter  Beachtung  der  Beziehung  (*)  schreiben  können: 

+ Q  Uta)    -+••-  ©  u:-5) 

Somit  ergibt  sich 

'■"-('o)W('l')"- 
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-.-©(X-5)(^r)] 

Setzen  wir  hierin  der  Reihe  nach  =  0,  1,  2  .  .  .  n  und  gkich/.citig 
p  =  „,  «  —  1,  »— 2  . . .  0,  80  erhalten  wir  als  Zahl  der  gesuchton 
Combioationeu 

Bemorkangen. 

BeziohoDg  (a)  ergibt  sich,  wenn  wir  die  beiden  Seiten  der 
Idenütät 

(1  +  «)H-  —  (l+a:)r  {l-\-xy 

aacb  dem  binomischen  Lehraats  entwickeln  und  die  Coefficienten  dos 
Gliedes  Tergleichen. 

In  ähnlicher  Weise  erhalten  wir  Beziehung  (ß)  ans  der  Ver- 
gleicbaog  der  Coefficienten  des  Gliedes     in  der  Entwicklang  von 

Um  die  Beziehung  (y)  zn  beweisen,  haben  wir 
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+ o  (r-t)[(-o^) + Cr') + C'^o + . . . + cp] 

+ 0  Cid     + C   + C  -/•) + . . . + drt)] 

+(;)(:-»0Co')+(o)C:)(;) 

+ (':)  ( :*:;:)  Cö^') + C:,)  C:^,)  C-r'>+- 

...+  (- )("'-2l")C"''+'")+... 

+  

Nim  ist 

m!   (m— *-l-u)J  (r— 2«4-2tt)! 

(«-u}l(i»-3+tt)J  (r— 2#-i-2tt)!  (lÄ— r-H— u)!  ttl(r— 2H-«)1 
m !  (t»  — r-|-*)  l  (r  -«) ! 

somit 

«=(:)(v)(;) 

+  
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+  

od«r  mit  «iederiudter  Anwendung  vou  (a) 

»-C)(o)+Wfi)+C:2)0+- 
•••+W(:)+-+(o)(:) 

Louisville,  Juni  1889. 

Carl  Boeeklen. 


6. 

Baaerinnir  xvin  KSniglnnenprobleoi« 

Wo  das  Königinnonproblcm,  d.  ist  die  Auff,'abo,  8  Königinnen 
auf  dem  Schaclibrot  so  zu  stellen,  dass  keine  die  andere  angreift, 
zur  Unterhaltung  geübt  wird,  da  ist  wol  schon  öfters  bemerkt  wor- 
den, dass  bei  jeder  Lösung  eine  gerade  Zahl  vou  Königinneu  auf 
Feldern  gleicher  Farbe  steht.  Der  Grund  dieses  Umstandes,  den  ich 
hier  auf  Aulass  geschehener  Nachfrage  augebe,  ist  insofi-rn  instructiv, 
als  er  sich  darch  die  elemcnUirsto  Determiuautcabetrachtuug  dar- 
bietet 

Von  den  zweierlei  Zflgen  der  Königin  kommt  nur  der  Turmzug 
in  Anwoudang.  Sei  daher  <tt  ein  Turm  auf  dem  ^-ten  Felde  der 
Aten  Reihe.  Entwickelt  man  die  Determinante  |  ikh  \  für  h  1, 
S  . . .  8;  A  »  1,  2  ...  8  in  ihre  8!  Termo,  so  drUckt  jeder  Term 
eine  Aufstellung  von  8  Türmen  aus,  die  sich  nicht  angreifen,  weil 
kein  Wert  von  k  und  von  h  zweimal  darin  vorkommt.  Ausserdem 
ist  ersichtlich,  dass  keine  andre  Aufstellung  der  Bedingung  genügt, 
dass  mithin  jene  Xerme  alle  Liisaugeu  des  analogen  Turmprobiems 
repräseutiren. 

Ein  Tunn  iteht  nnn  auf  weisiem  oder  icbwanem  Felde  (oder 
o^gehehrt),  jenachdem  h-^-h  gerade  oder  ungerade  ist  Hiernach 
gibt  der  Anf^ngaterm  fuin    .  *w  ^  weisae  Felder.    Ana  diesem 
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gehen  alle  andern  Tcrme  hervor  durch  wicdcrholto  Vertausch uiig 
zweier  Werte  von  Ä%  z.  B.  k  und  k\  Ist  unn  k-\-k'  gerade,  so  bleiheii 
die  Farben  unverändert;  ist  es  ungerade,  so  wechseln  beide  betroften- 
den  Türme  die  Farbe.  Folglich  kann  sich  die  Anzahl  der  besetzten 
Felder  gleicher  Farbe  nur  am  eiuo  gerade  Zahl  ünderu  und  bleibt 
stets  gerade. 

Hiermit  ist  der  Satz  ftr  Tttrme  bewiesen.  In  einer  Stellung 
aber,  wo  sich  Tflrme  bedrohen,  bedrohen  nch  auch  Königinnen ;  daher 
können  8  Königinnen  nicht  anf  ungerader  Anzalil  weisser  und 
schwarzer  Felder  stehen  ohne  sich  zn  bedrohen»  w.  z.  b.  w. 

Alles  Gesa^^te,  mit  einziger  Ausnahme  dessen,  was  den  Ilaupt- 
(odcr  Diagonal-)Tcrm  betraf,  gilt  otfenbar  auch  für  n  Königinnen, 
resp.  Türiiit'ii,  auf  einem  Brete  von  nn  P'eldern.  Ist  n  gerade,  so 
ist  der  llauptterm  in  gleichem  Falle  wie  für  «  =°  8,  und  der  Satz 
besteht  fort.  Ist  n  ungerade,  so  gibt  es,  wie  im  Ilauptterm,  in  allen 
Lösungen  eine  ungerade  Anzahl  Felder  von  der  gemeinsamen  Farbe 
beider  Diagonalen,  eine  gerade  Anzahl  von  der  andern,  welclie  aus  uuli 
parweisc  durch  Permutation  eutstoheu.  K.  Uoppc. 


7. 

Naehtrigllche  Bemerkung  zn  Xr.  TU. 
Vir  haben  auf  Seite  206  d.  Teiles  gefanden,  dass  das  Konoid 

von  dem  Kegel 

nach  zwei  untereinander  und  mit  der  Directrix  des  ersteren  con- 
grueuteu  sph.  Schleifeuliuien  geschnitten  wird.  Hiemit  war  die  Existenz 
von  vier  derartigen  Schleifenliuien  auf  diesem  Konoide  nachgewiesen. 
Nun  kann  aber  leicht  gezeigt  werden,  dass  sich  nicht  nur  deren 
vier,  sondern  beliebig  viele  vorüudcn.  —  Denken  wir  uns  nämlich, 
es  vollführe  die  Directri.x  [x  =  rcosw^,  y  =  rsinucosu,  z=  rsiu«) 
eine  gleichförmige  Rotation  im  negat  Sinne  um  die  vertirale  Axe 
(x  =  y  =•  0),  während  diese  Axe  selber  gleichzeitig  eine  ebenfalls 
gleichfurniige  Kotation ,  aber  nur  mit  halber  Winkelgeschwindigkeit 
und  im  posit.  Sinne  um  die  J;-Axc  erleidet,  so  beschreibt  jeder  Punkt 
der  Directrix  (da  deren  Grundriss  eiu  durch  den  Ursprung  gehender 
Kreis  i*-}-?/*  =■  ri]  ist)  nach  einem  bekannten  Satze  der  Kinematik 
eine  horizontale,  die  (-Axe  schueideudo  Gerade,  also  eiuo  Erzeugeudo 
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unseres  Konoides,  und  folglicli  finden  sich  aaf  dosson  Obcrlläclie  un- 
endlich viele  sph.  Schlcifenliuicn  vor,  —  es  kann  duitli  die  angc- 
deatcto  zusammengesetzte  Bewegung  der  Dircctrix  erzeugt  werden. 

Es  ist  dieses  £rgebDiss  übrigens,  wie  leicht  zu  sehen,  blos  ein 
Aosflnss  eines  allgemeinen,  für  alle  geraden  Konoide  gütigen  Satzes, 
der  wie  folgt  aussosprochen  werden  kann :  „Alle  geraden  Krois- 
cylinder,  welche  congruente  Basen  haben,  und  von  denen  eine  Er- 
zeugende mit  der  Axe  irj^eiid  eines  gleiclifalls  geraden  Konoides  zu- 
saiumeuf&llt,  schneiden  das  letztere  in  congrucnteu  Curvcn". 

In  Betag  auf  den  voriiegonden  Fall  ergibt  sieh  deoigemftss,  dass 
die  DvrchdringongssiurTeo  aller  Kreiacjrlinder,  deren  Gleichungen  die 
Form  haben 

mit  dem  Konoide 

mit  dessen  Dircctrix  congmente  pph.  Scbioifeuliuicn  sind,  deren 
Doppelpunkte  auf  der  Abscissenaxc  liegen  und  zwar  in  der  Strecke 
Ton  a:  —  — r  bis  x  =•  -}-»*•  Hieraus  folgern  wir  weiter,  dass  die 
Kegel,  besiehangsweise  Kugeln  mit  den  Gleichungen 

(cf,  ß  beide  absolut  genommen  «<  r)  aus  dem  Konoide,  desgleichen 
mit  dessen  Dircctrix  congruente  Schleifenlinieu  herausschooiden, 
welche  BesttlUte  unschwer  analytisch  veriticirt  werden  können. 

Eduard  Janisch. 


a 

Zar  Bestimmung  der  Curveu  durch  die  Uclatiou  zwischen 
Krttmmuugs-  und  Torsionswiukel. 

Ist  der  Torsionswinkel  ^  als  Function  des  ErQmmnngswinkels  x 
gegeben,  so  lässt  sich  das  Problem  der  Darstellung  der  Curve  bei 
willkflrlieh  bleibendem  Bogen,  wie  ich  in  Grelle  J.  LX.  182.  LXIII. 
122  nnd  in  d.  Areh.  gezeigt  habe,  auf  die  lineare  Gleichung  2.  Ordn. 

surflckfahren,  wo  die  Striche  die  Diff.  nach  x  bezeichnen,  und,  wenn 
U  f  yl  die  Richtnngsoos.  der  Tangente,  Haupt«  nnd  Biuormalo  sind, 
die  Bedeutung  von  r  aus  den  Annahmen  hervorgeht: 
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/co8^+/r'8in,*  -  1  (2) 
/aIii,i-/'co8f»-«  (3) 

Unabhängig*)  hiervon  hat  nun  E.  Goursat  in  den  Ann.  do  la 
Fac.  de  Touloase  1.  C.  dasselbe  Problem  bei  der  Aunaboio 

f+a  -  (6) 

gleichfalls  auf  eine  Gleichung  2.  Ordn.,  und  zwar  für  F  zurückge- 
führt. Es  cntsü'ht  die  Frage,  ob  sich  die  complexen  >•  und  Y  als 
mouodrome  Fuiictioiien  von  einander  explicite  darstellen  lassen,  so 
dass  beide  Diti'creutialgleichungen  durch  Substitutioii  aus  einander 
liervorgeben.   Sei  lUr  reelle  p,  v 

r  —  pt*»  (6) 

dann  ergibt  sich  durch  Elimiuation  von  ^  aas  der  reellen  Doppcl* 
gleich.  (1)  nach  Integration: 

;/^+/>«y'2+ip« -c«  (constant)  (7) 
tt&d  darch  Elimination  von  v  zwischen  (6)  aad  (7): 

Hiernach  ist  erst  dann  nach  Gl.  (6)  v  in  r  dargestellt.  Ferner 
iBt  nach  lid.  II.  S.  421  Gl.  (22)  —  1  und  f  bekannt,  daher 

nach  Gl.  (2)  (3)  aoch  ^  also  nach  Gl.  (6)  Y  aasgedrUckt  als  Functioo 
von  r. 


*)  Goortftt  dtirt  mdne  oben  gmiiinfito  Arbeit,  hat  ri«  eher  allein  Antebein 
naeb  nicht  geleten.  Was  er  (p>  19)  alt  deren  Inhalt  angibt,  kommt  gar 
nicht  darin  vor.  Trotsdem  er  aie  nicht  kennt,  acbeut  er  sich  nicht  (p.  1) 
an  behaopten,  sie  behandle  nur  dnen  speeiellen  Fall  des  Problens. 


R.  Hoppe. 
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Drehbare  Sternkarte, 


ciostollbar  auf  jede  Staudo,  welche  bereits  iu  6.  AuÜage 
encbien,  eignet  gicb  gani  besondera  toih  Oeiehenlc  fflr 
Lobrcr  und  Scliülcr.    Dieselbe  wird  vielfach  bei  Prämien« 
Verteil un^joii  in  Scliuleu  benutzt.    Iu  Seniiuarien  wird  der 
hübsche  Apparat  gern  zur  Anschaffung  empfohlen  und  weil 
billiger  gleich  iu  Partieu  bezogen.    Preis  für  l  Exemplar 
I    1  ül  25.    20  Exemplare  20  M,    Transparente  Aasgabe 
i    1  Ezempl.  1  Jf.  60.    20  Eiemplare  28  M,  Derselbe  Ap- 
parat   als  ^roRRp    drehbare  SchulwAnd-Kitrtc 
M.  15.    Jode  Huchhaiullung  ist  iu  der  Lage  eiu  Exem- 
!    plar  zur  Ausicht  vorzulegen.    Näheres  darüber  und  andere 
Lehrmittel,  nOtzlicho  Apparate,  Spiele  u.  a.  siehe  Katalog 
I   der  Deatsehe«  LehrmitteNAastalt  Fhuiz  Hdmr.  Klodt, 
,    Frarnkfurt  a./J£,  welcher  gratis  Yenandt  wird. 
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XV. 

lieber  den  Brocard'schen  Kreis  als 
geometrischen  Ort  und  die  demselben  verwandten 

Kegelschnittscbaaren. 

Von 

Andr.  Hflller. 


Die  SfttM,  welche  hier  erörtert  worden  seilen,  worden  unter 
Anwendung  htrycentriflcher  Goordinaten  gewonnen.  Es  mOge  des- 
htlb  geitftttet  sein,  aneh  hier  dieses  Coordinatensystem,  das  sieh  für 
die  Torliegende  Frage  als  gaiis  besonders  geeignet  erweist,  beizube- 
halten. Zu  diesem  Zwecke  mdge  zunächst  daran  erinnert  werden, 
dass  die  Lage  eines  Punktes  M  in  Bezug  auf  drei  feste  Punkte 
A,  C  (Fondamentaldreieck)  ansgedrflckt  wird  durch  die  Gleichung: 

odep 

M^aÄ+hB+eC 

wenn  a,  h  und  0  die  Gewichte  darstellen,  welche  man  sich  in  den 
Punkten  B  und  C  zu  denken  hat,  damit  M  den  Schwerpunkt 
jener  drei  mit  den  bczflglichen  Gewichten  belasteten  Punkte  dar- 
steUei). 


1)  Möbius:  Der  hnrycentriiehe  Cnlcul  1.  Abschn.  2.  Cnp.  S.  10,  n.  ff. 
BelUvitit:  Spoiisione  dei  noori  metodi  di  geonetria  amilitira  IV  92  pag.  44. 

AMh.  S.  Ktth.    rhf«.  t.  n«ih«,  T.  Tm.  *9 
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Denkt  mau  sich  ferner  den  Punkt  ^f  mit  den  Ecken  des  Fun- 
damcntaldreiecks  yl/yc  verbunden  und  diese  Geraden  bis  zum  Schnitt 
mit  den  Seiten  BC  in  A\  CA  in  B\  AB  iu  C  verlängert,  so  ver- 
halten sich  auch 

A'M    n'M  CM 


oder  auch 


Ferner  mögen  hier  im  voraus  die  im  folgenden  znr  VerweDdang 
gelangenden  Formeln  zusammüngcsteilt  werden.  Betrachten  wir  näm- 
lich  zwei  Punkte  3/,  und  A/^,  deren  Coordinaten  beziehungsweise  o^, 
Ci  und  og,  seien,  so  müssen  die  Coordinaten  eines  dritten 

Punktes  tt^  arg  auf  der  Yerbiuduugslinio  derselben  die  Bediogaog 
erfüllen: 


1)') 


«I» 
«f. 


«8 


—  0 


Bezeichnen  wir  in  der  Entwiddmig  dieser  Determinante  die  mit 
c,  mnltiplicirte  Unterdeterminante  mit  Oit,  die  mit  moltiplicirte 
mit  ^]},  die  mit  mnltiplicirte  mit  y^^  und  ebenso  in  einer  zweiten 
und  dritten  Determinante,  welche  die  dnrch  die  Punkte  3,  4,  be- 
ziehongsw.  &,  6  gehenden  Geraden  darstellen,  die  betr.  Untordeter- 
minantcn  mit  etc.,  a^^  etc.,  so  sind  die  Schnitt puukt-Coordinaten 
der  beiden  ersten  Geraden  bestimmt  durch  die  Gleicbaog: 


3)  »iix^i»^  = 


18 


34 


i^34 


die  Bedingang  aber,  dass  die  drei  Geraden  durch  denselben  Paukt 
gehen,  ist: 

«jfi  Att  Vi* 


3) 


0 


Bezeichnet  mau  ferner  die  Länge  der  Strecken  BC^  CA^  AB  be- 
züglich mit  a,  h,  c,  so  ist  ein  Punkt  mit  den  Coordinaten  x,,  ar^, 
9*3  auf  der  dem  Dreieck  umschriebenen  Krcisperipheric  gebunden  an 
den  Ausdruck 

Aa  .  Bh  .  Ce 


1)  Die  Ableitung  der  Fomela  1—4  siehe  im  Frogranm  des  kgl.  Gyoi- 
nftsiuBS  M  Kempten  t*  J.  1880. 
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und  die  Gleichung,  welche  die  Goordinaten  eines  Panktes,  der  auf 
der  KreiBperipborie  liegen  soll,  erflUlen  mOsaen,  ist: 

a> 

»"l  '3 

Nach  diesen  allgemeinen  Erörterungen  wenden  wir  ods  der  be- 
aoodereo,  in  der  Ueborschrift  bczeicbaotou  Aufjgabe  zo. 


L 

Das  Dreieck,  an  welches  die  Untorsu(  bun^?  geknüpft  werden 
soll,  und  das  zugleich  als  Fuudainentaldreieck  dicut,  sei  AßC^),  die 
Segmcntärpunkto  seicu  und  fK\  ilio  Schnittpunkte  von  Ji(^>^ 
und  COi\  dann  von  CO^  mit  AO^\  (.ndiich  von  -10,  mit  BO^'  seien 
bezüglich  A^B^C^\  dann  sind  zuuächst  die  Tuakte  und  ü^'  bary- 
ceutriscU  ausgedrückt  durch 

and 

Die  Coordioaten  des  ersten  Ansdrockes  ergeben  sich  leicht  durch 
eine  elementare  Betrachtang.  Verbindet  man  n&mlich  die  Ecken 
B,  C  mit  0|  nnd  Terl&ngert  die  Yerbindnngslinien  bis  znm  Schnitt 
mit  den  gegenüber  stehenden  Seiten  in  ul«,  ßß,  Cy,  so  findet  sich 

AaO^      1      BßOt      1  CyO^  _  1 

AaA  ^  b*'    Bßß  ~  c*     ^     CyO  ~  a* 

Die  Coordinatcn  von  O^*  ergeben  sich  ebenso,  oder  noch  ein* 
&cher  nnter  Beachtung  des  Umstandes,  dass  O^'  der  Winkelgegen- 
pnnkt  von  ist.  Aus  diesen  Coordinatcn  lassen  sich  nun  die  der 
übrigen  in  Betracht  kommenden  Punkte  berechnen,  wenn  man  im 
besonderen  Fall  nicht  etwa  anderweitige  Erwägungen  anstellen  will. 
Für  .1^  den  Schnittpunkt  von  JJüg  mit  COg  sei  diese  Bechiiuug 
hier  ausgeführt. 

B  hat  die  Goordinaten: 

«1     0,   *i  —  1|       «=»  0 


t)  S.  6m  Artt  «Dor  Broc«4*Mho  Winkel"  tob  W.  FtthnMaii  im  «.  T. 
iir  t.  B.  dieser  Zellsebrift  ond  die  demielbeii  beigegebeoe  Figur. 

«2» 
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die  Coordinaten : 

ferner  Ci 

flj  =  0,        =  0,        =  1 

endlich  C^': 

1      .     1  _1 
«4  =  ^      ''^  ~  a»  6" 

Also  wird  naeh  2): 
oder 

Ebenso  findet  man  fftr 

«I :  ^ :  oTg  —     :     :  a* 

und  für  C^t 

«1 :  dTf  :     «s  6*  :  a'  : 

Die  Anwendang  der  Formel  3;  ergibt  nun  zunächst  folgenden 
Satz: 

Verbindet  man  homologe  Punkte  aaf  den  Selten  des  Fonda* 
mentaldreiecks  BC,  CA,  AB  bzhw.  mit  den  Punkten  A^,  B^^  C^^  wo 
schnoiden  sich  immer  je  drei  derselben  in  dem  nftmlichen  Punkte. 

Uuter  homologen  Punkten  sind  solche  zu  verstehen,  welche  man 
erhält,  wenn  man  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  der  Folge  nach  im 
nämlichen  Verhältnisse  teilt.  Teilt  nämlich  Pa  die  Seite  BC  im  Ver- 
hfiltniss  von  m:«,  so  sind  die  Coordinaten  dieses  Punktes 

a|=0,  bi  e^Hm 

teilt  Fß  die  Sdte  CA  im  Verhftttniss  m:«,  so  tM  dessen  Coor- 
dinaten: 

at  «  ffi,  h$^Of      s  n 

endlich  sind  die  Coordinaten  von  Py: 

Die  Coordinaten  von  A^,  B^^      aber  sind: 

<^ 

—        ^  =s  o',   ^  —  «■ 

Die  Determinante  3)  erhält  also  unter  Einführung  dieser  Werte 
folgende  Form: 
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ma', 


—Iii*,  nc^ — ma*, 

«K»*,  — IM»*, 


-na* 


Mau  ersieht  aber  sufort,  wenn  man  sich  die  Glieder  der  einzeloeu 
Coloanen  addirt  denkt,  dass  6  —  0  ist. 


U. 

Diese  Scbnittpnnkte  oan  liegen  sAntlidi  aaf  dem  Brocard'sdieii 
Kreise,  daher  der  weitere  Satz: 

Der  Brocard'scho  Kreis  ist  der  geometrische  Ort  der  Schnitt- 
punkte von  je  drei  Geraden,  welche  n»au  erhält,  wenn  man  homologe 
Punkte  auf  den  Seiten  Bt\  CAy  AU  des  Dreiecks  bzhw.  mit  den 
Punkten  Ä^,  iL,  verbindet. 

Um  den  Nachweis  dieses  Satzes  zn  liefern ,  müssen  wir  zavor 
eine  Coordinatentransforaiation  ausführen.  Die  Formel  4)  gilt  näm- 
lich für  die  Coordinaten  eines  Punktes,  welcher  auf  dem  Kreise 
li^t,  der  dem  Fun  da  mental  drei  eck  umbeschrieben  ist  Es  muss 
also  /\  i4j  6j,  um  welches  bekanntlich  der  Brocard'scho  Kreis  be- 
Bchriebeu  ist,  als  Fundamentaldrcicck  betrachtet  werden.  Das  Vor 
hältiiiss  der  Grössen  a',  in  4)  ändert  sich  dabei  nicht,  da, 

(wie  sich  auch  barycentrisch  zeigen  lässt) 

^AtB^C^co  A^BC  ist 

Um  aber  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  &\x(  A^B^C^  za 
beziehen,  erinnern  wir  uns,  dass 

A9  = 


Beieiclnien  wir  nmi  S  und  setzen  die  Determinante 


seist 


s 
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A  -  ^(«^,4-^i^,+y6',) 

B^§(ßAt+rB^+uC^) 

Ein  Punkt  Pa  also,  welclicr  BC  im  Verhältuiss  von  n'.m  tollt,  bat, 
bczügeu  auf  das  Dreieck  A^B^Cgf  dea  Ausdruck: 

Der  homologe  Punkt  Pß  auf  Cil  ist  aiugedrUckt  durch 
EodUch  ist 

Py  =  (m«  -j-  f^)Ai  +  («^  +  uy)i^s  4"     +  Q 
Vorbiodot  man  nnn  Pa  mit  A^,  so  bat  man  in  Formd  1): 

Of««l;  ^  =  0}  c^«»0 

und  irgend  ein  Punkt  auf  dieser  Geraden  genügt  also  der  Gleichung : 

Ebenso  genügt  ein  Punkt  auf  der  Geraden  P^B^  der  Gleichung: 

Endlich  gilt  für  P^Cg  die  Gleichung: 

(w/J+ny)«,  — (m«+itftr,  -0 

Die  CüorJinatcn  des  Schnittpunktes  je  zweier  dieser  Geraden 
genügen  den  beiilen  betr.  Gleichungen.    Da  sie  aber  dann  auch  der 
dritten  Gleichun«,'  genügen,  so  ersieht  man  auch  hieraus,  dass  dio 
drei  Geraden  durch  denselben  Punkt  geben.    Für  diesen  Schnitt-  . 
puukt  ist  also: 

+«y)  —  «i(«»M»+n/J)  =  fl^(iiix+iia) 

Soll  dieser  Punkt  auch  auf  dem  um  A^B^C^  beschriebenen  Kreise 
liegen,  so  mikssen  seine  Coordinaten  der  Gleichung  geutigen: 

—  ^-  «.0 
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Um  nun  darzutun,  dass  für  denselben  diese  Gleichung  erfüllt  ist, 
multipliciren  wir  Dividend  und  Divisor  des  ersten  Quotienten  mit 
m^-j-wy,  des  zweiten  mit  ma-{- nß,  des  dritten  mit  wy-j-na  Dadurch 
werden  alle  drei  Kenner  gleich,  und  diü  iiuko  Scito  der  obigen 
Gleichaug  erhält  also  die  Form: 

a W + n)r) + i^imu +nß)-^  e\my + im) 

oder  ■ 

m(a  V + «  +    y) -f- ii(a2  y -f  6« +  0*0) 

oder: 


a* 

io  welcher  Summe  ersichtlich  jeder  der  beiden  Sammaaden  für  sich 
gleich  0  ist  Da  also  die  Gleichung  fBr  beliebige  m  nnd  n  erfttUt 
ist,  80  ist  es  selbstrorständlich,  dass  auch  die  beiden  Segmentftr- 
pnnkte  U,  nnd  0*1  (m  s  0  bshw.  n  »  0),  femer  der  Greve'sehe  Punkt 

(**~f~"  =  0),  sowie  der  Punkt  M^'  (m  »  n)  auf  jenem  Kreise 
licj^cn.  Da  ferner  die  obige  Gleicliunr?  auch  für  ein  negatives  m 
oder  ift  erfallt  ist,  so  dürfen  die  homologen  Punkte  auch  auf  den 
YeriAngemngen  der  Dreiecksseiten  gewählt  werden. 

m. 

Die  soeben  durciigifülirti'n  Untersuchungen  sind  nun  nach 
doppelter  Richtung  der  VcrallgemeiucruDg  fähig.  Zunächst  ist  näm- 
fieh  miehtlich,  dass  die  analytischen  Formeln^  welche  aeifher  vm 
Beweise  der  an^stellten  Sfttze  Yerwendung  fonden,  auch  dann  ihre 
GUtigkeit  behalten,  wenn  an  Stelle  der  Exponenten  2,  mit  denen  die 
Coordinalen  der  in  Betracht  kommenden  Punkte  versehen  waren, 
iilgend  eine  andere  Zahl  tritt;  des  weiteren  aber  liest  «ine  genauere 
Untersnchnng  erkennen,  dass,  wenn  man  den  Punkt  mit  irgend 
welchen  Punkten  auf  CA  oder  AB  nnd  entsprechend  und 
mit  den  homologen  Punkten  auf  AB  nnd  BC  bzhw.  BC  und  CA 
verbindet,  sich  ähnliche  Sätze  ergeben,  wie  die  oben  abgeleiteten, 
ud  dass  auch  diese  Sfttze  sich  wieder  verallgemeinern  lassen. 

Um  nnn  die  Untersuchung  nach  der  eben  angedeuteten  dreilachen 
Richtung  ganz  allgemein  dorchzufllhren,  geben  wir  von  drei  Punkten 
aus,  welche  mit  Am,  Bm,  Cm  bezeichnet  seien  und  durch  die  Ans- 
drficke  bestimmt  sind 

1)  Ueber  die  Construction  dioscr  Punkte  für  den  Fall,  dass  m  eine  gnnze 
Zahl  vorstellt,  siehe  d««  Programm  des  kgl,  Gymnasiums  zu  Kempten  vom 
Jahre  1889. 
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Am  S  a»-4+c«»JB+*»C 

Cm  =  f^A  +  a'^B  +  c«C' 

in  welchen  AnsdrOcken  m  irgend  eine  posiÜTe  oder  negtÜTe  ZaU 
beieichnet  Terbindet  man  nnn  homologe  Pnnklo 

1)  auf  BC  mit       auf  CA  mit  B,^  auf  AB  mit  Cm 

2)  anf      mit  Cm  auf  CA  mit  Am  auf  ^iT  mit 

3)  anf      mit  5«  anf  CA  mit  O»  auf  AB  mit  i« 

so  schneiden  sich  in  allen  drei  Fällen  jo  drei  solcher  YerbindaDgs- 
linicu  iu  demselben  Punkte. 

Es  seien  oamUch  die  drM  Seiten  des  Coordinatendrelecks  im 
Verhftltniss  von  9 :  j»  geteilt,  nnd  es  werde  der  Toilnngspnnfct  anf 
BC  mit  Ap^  anf  CA  mit  Bpq  anf  AB  mit  beseidinet,  dann  er- 
scheint der  Pnnkt 

An^pB-\-qC 

m  ersten  Falle  mit  Am^  im  zweiten  mit  Cm,  im  dritten  mit  Bm  ver- 
bunden.  Sind  ferner  die  Punkte 

^ff  S  qA+pC 

nnd 

in  der  oben  näher  bezeichneten  Weise  mit  den  Punkten  Am^  Bm%  CU» 
jeweilig  verbunden,  nnd  bildet  man  in  jedem  der  drei  Fälle  die  der 
Formel  3)  entsprechende  Determinante,  so  eigibt  sich: 


1) 

=  0 

JMS» — 

2) 

— pa», 

=r  0 

 gjM^ 

8) 

ga*" 

-  0 

Es  ist  also  die  oftmliche  Determinante  (nnr  Coloonen  nnd  Beihen 
sind  cyklisch  Tertanscht),  welche  man  in  den  drei  Fällen  erhält, 
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lud  deren  Vencbwiaden  die  Bichtigkeit  der  obigen  BehMptOBgiB 
«hirtet 

Für  die  Coordiaaten  eines  Schnittpunktes  erhält  mau  in  jedem 
der  drei  Fälle  aus  der  betr.  Detcrnüoaote  den  Ausdruck: 

:  «^(g'a^+p**«  —/ige"») 

Wie  man  sieht,  treten  in  den  drei  Fällen  die  nämlichen  Coordloaton, 
Av  in  Terftnderter  Heilienfolgo  (cyklisch  vertanscbt)  auf. 

Setzen  wir  nun  in  diesen  Ausdrücken  ,  um  einige  Puiikto  näher 
kennen  zn  lernen,  p  =  0,  so  wird  der  Ausdruck  fttr  den  Schuitt- 
ponkt 

Her  erste  Paukt  ist  zn  bezeichnen  mit  O'm,  der  iwoite  mit  (7.m, 
4er  dritte  mit  O«. 

Setien  wir  g  —  0,  so  wird 

3)    F,=^^+J^5  +  ^(7 

Der  erste  Pnnkt  ist  wieder  Omt  der  zweite  O'..,  der  dritte 

Setzen  wir  p  —  verbinden  wir  also  die  Mitten  der  Seiten  des 
Coordioatendreiecks  mit  den  Punkten  Am^  Bm,  Cm,  so  wird 
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1)  1',  =  ««(i«-!-«^  ^a'^)4'^b'«{a-*-\-c^~b'^)B-\-c"*{a'^-\-b'>*—c^)C 

2)  y,  =  -(- c«  -  b'")A-{-c'»{<i'»-{-b'»—c*")n-\-n"'{h^-{-c"'—a"*)C 

3)  =  c^(a"»-f     —  c«)4-f-  a"\Ä"»-f  c"  —  a»*;ii-f*"(a'"4-c«  - 

Diese  Paukte  seien  bezeicbuct  bezQglidi  mit  J/mit  ^^«2  uud  Afmz» 

Setzen  wir  g-»  — p,  ziehen  wir  also  durch  die  Punkte  Jmy  Bmt 
Cm  Parallele  za  den  Seiten  des  Ccrardiiitteiidreiecks,  so  ergibt  sich 

2)  F,  =s  -}-<!»Ä-f-  ««(7 
8)    y,  =  fl"^ +a'"-ö  -f-  &"»C' 

Diese  Paokte  sind  dann  zu  bezeichnen  nitt  Gmu  <?«s  und  G^a. 

Kehren  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Anrdmcke  ftlr  einen  Schnitt- 
pnnkt  dreier  entsprechender  Verbindangslinien   der  Punkte  Am% 

Bmy  Cm  mit  homologen  Punkten  auf  dou  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
znrOck.  Derselbe  ist  fOr  den  ersten  Fall 

Fj  =  a'^iq'b'«-\-p^c*"  —  j»go'")il-|-6*(g«c»'  +  p*o«— j^gi»")!? 

Für  den  zweiten  und  dritton  Fall  sind  die  Ausdrücke  von  derselben 
Form,  nur  die  Coordiiialeu  erscheinen  cykliseb  um  eine  bzlnv.  zwei 
Stellen  verschoben.  Da  aber  diese  Ausdrücke,  falls  man  m  als  con- 
stant  betrachtet,  eigentlich  nur  eine  Uubekannti'  und  diest!  in  keiner 
iiöheren  als  in  der  zweiten  Potenz  enthalten,  so  erschliesst  mau 
daraus,  dass  alle  in  der  angegebenen  Weise  für  dasselbe  m  erhalte- 
nen Schnittpunkte  auf  Kegelschnitten  liegen  und  dass  mau  für 
dasselbe  m  drei  solche  Kegelschnitte  zu  unterscheiden  hat  Gibt 
man  aber  dem  m  verschiedene  Werte,  so  erhftlt  man  drei  Scharen 
von  Kegolschnittcn. 

Um  nnn  noch  Näheres  Aber  diese  Kogelschnitte  zn  erfiüiron, 
traasformiren  wir  die  Coordinaten,  indem  wir  das  Dreieck  AmBmCm 
als  Coordinatcudreicck  betracbteu.  Das  zn  diesem  Zwecke  einzn- 
Bchlagendo  Verfahren  ist  dasselbe ,  wie  es  bereits  fkUher  beobachtet 
wurde.  Mau  cutwickelt  aus  den  Ausdrücken  für  Am  etc.  die  Werte 
für  A^  B  und  C  und  setzt  diese  dann  in  die  im  nrsprflnglichen 
Coordinatensystem  gegebenen  Ausdrücke  ein.  Setzt  man  nnn 


1)  Möbius,  d.  b.  C.  1.  Abschn.  §  59. 
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Ä  =  /Jm  i4  w  +      Bm  +  CJn 

Nan  überzeugt  man  lieh  leicht,  dass  alle  hier  in  Betracht  kom- 
mendea  Kegelschnitte  dem  entsprechoDden  Dreieck  Am^Cm  nm- 
schrieben  sind.  Liegt  Dämlich  ein  Paokt  anf  einem  Kegelschnitte, 
vekher  einem  Dreiecke  nmflcbriebon  ist,  so  müssen  die  Coordiiiaten 
'ii  ^1  H  desselben,  belogen  auf  eben  dieses  Dreieck,  der  Gloicbang 
fsaSgen 

•^4-^  +  *  -0«) 
*t 

is  welcher  /,  g  und  h  Constantc  bezeichnen,  deren  YerhftUniss  durch 
nrei  weitere  Punkte,  welche  auf  dem  betreffenden  Kegelschnitte  lie- 
gen, bestimmt  werden  kann.  Wir  wfthlen  snr  Bestimmung  desselben 
ftr  den  ersten  Fall  die  Punkte  Om  und  O'«,,  Ar  den  sweiten  die 
Punkte  Om*  und  fftr  den  dritten  die  Punkte  und  On,  von 
denen  wir  oben  schon  gesehen,  dass  sie  jedesmal  auf  dem  betr.  Kegel- 
schnitte liegen. 

Zunächst  sind  nun  die  Ausdrücl«*  für  die  Punkte  O,«,  ()',„  und 
im  neuen  Coordinatcnsystem  abzaioiteu.   Da  nun  im  ursprüng- 
lichen Coordiuatensystemo 

WUT,  so  erhält  man  nunmehr 

Dieser  Ausdruck  iftsst  sich  nun  mit  Racksicht  auf  die  Deter- 
■Uttnte  umgestalten.  £s  ist  nftmlich  auf  Grund  dieser  Deter- 
ishiante 

ud 

-f-  a"»     +  c"»  ym  —  0 

Ilster  BerOeksichtigung  dieser  Gleichungen  eigibt  sich 


1)  MObiof,  d.  b.  C.  3.  Abschn.  §  250. 
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oder  endlich 

OmSVmYmAm+ßmrmBm+OmßmCm 

Der  Ausdruck  für  O'm  war  im  ursprUDglicbün  Coordioatea- 
Systeme 

Mitbin  erhAlt  mau  nunmoür 

oder  mit  ßUcksicht  aaf  Jm 
oder  eudlich 

0*m  S  ««/I«  4-  /J„  y„ 

Für  G-m  schliesslich  hatte  mau  im  urspraoglicheo  Coordioateo* 
System 

folglich  erhält  imn  naomebr 

-f.  (6'»c"»y«4-o'**c'"aiii-j-o'"Ä'"/J«i)Cii» 

oder 

oder  eodlich 

Wir  gehen  nun  zur  Bestimmnog  der  ConstanteD  /,  g  und  h  für 
die  drei  Kegelscbnittschaaren  aber. 

1)  Es  liegen  auf  jedem  hicher  gehörigen  Kegolscbuittc  die  Punkte 
Om  und  O'm  9  mitbin  erhält  man  zur  Bestimmung  jener  Constanten 
die  beiden  Oleiehingen 

§mf-\-ttmg-\-ymh  =  0 

Daraas  wird 

flgih^  (•K—ßmfm)  l  (f^m'^mmßm)  l  (ß^m-^rnym) 

Gestaltet  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  entsprechend  um,  so 
wird 
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2)  Auf  den  hiehcr  gehörigen  Kegelschnitten  liegen  die  Punkte 
O'm  und  (r-M,  deshalb  hat  man: 

Ilm  erlillt  daram 


also 


3)  Et  U^n  auf  den  Kegelscbnttten  der  dritten  Schaar  die 
Paukte  O-m  and  Ob,  deebalb  hat  man 

"«tf-i-yrny-^  ß„,h  =  0 

woiaas  man  zieht 
oder  umgestaltet 

DaM  nna  ia  allea  drei  Fallen  die  betr.  Schuittpnakte  je  dreier  Ge- 
raden auf  den  so  bestimmten  Kegelschnitten  liegen,  ei^ht  aich  ia 
ähnlicher  Weise,  wie  dies  oben  heafiglich  der  Punkte,  welche  anf 
dem  Brocard*8chen  Kreiae  liegeo,  aoagefahrt  warde. 

1.  Far  die  Goordinaten  x,,  irgend  einea  Panktee  aaf  der 
Oeraden,  welche  dea  Paakt  Am  mit  irgead  eiaem  Paakte  anf  BC, 
dar  dieee  Gerade  im  Verhftitaiaa  qsp  teilt,  Yerbindet,  hat  man  in 
Benig  aaf  ilailUd»  ala  Ceordinatendreieck 


d.  i. 


«k»  *ih  's 
1,  0.  0 

'^pam  +qßm)  =  <i^|(|>y«»+2«"«) 


-0 


Für  die  Goordinaten  eines  Punktes  auf  der  Geraden,  welche  den 
entaprecbenden  Punkt  auf  CA  mit  Jim  verbindet,  hat  maa 


'«1 


0,  1,  0 

pym+qvm^   P«m+qßm^  pßm-^qYm 


-0 
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Für  den  Schnittponkt  beider  Geraden  also  bat  man 

f^iipßm-i-qYm)  —  ac^iptim+qßm)  —  + 

Soll  aber  ein  Punkt  auf  einem  der  ersten  Reihe  angohörigcn  Kegel- 
schnitte liegen,  80  niiiäseu  seine  Coordiuaten  der  Gleichung  genügen 

0«n      im  ffm 

welchen  Ausdruck  man  auch  so  gestalten  kann 

a'^ipßm  +  qYm)  .  i^pam  +  qßm)  ,  c^(pYm-\-  qam)  _  ^ 

Da  für  den  vorliegenden  Fall  die  Divisoren  dieser  Quotienten  gleich 
sind,  so  müsste  nur  von  der  Samme  der  Dividenden  erwiesen  wer- 
den, dass  sie  verschwindet  Dies  ist  aber  in  der  Tat  der  Fall,  da 
auf  Grund  der  Determinante  4m  sowol 

als  auch 

y«  -^y^ßm  +  <?«•  «f«)  =  0 

ist.  Also  liegen  alle  hieher  gehörigen  Schuittpunkto  auf  Kegel- 
schnitten, welche  den  Dreiecken  Am%  Bm  (^m  umschrieben  sind. 

9.  Für  die  Cooidinaten  orj,  x^,  xg  irgend  eines  Ponktes  anf  der 
Qeraden,  welche  den  Punkt  Am  mit  einem  Punkte  anf  CA  verlnndet, 
welcher  diese  Seite  im  Verbältniss  qip  teilt,  hat  man  in  Beng 

wat  AmBrnCml 

Für  die  Coordiuaten  eines  Punktes  auf  der  Geraden,  welche 
den  entsprechenden  Punkt  auf  AB  mit  Bm  verbindet,  ergibt  sich 
ferner 

X,  ( IJym  +  qtfm)  —  »ii  pOm  +  qßm) 

Es  muss  aber  für  einen  Pnnkt,  welcher  auf  einem  snr  zweiten  Reibe 
geborigen  Kegelschnitte  liegen  soll,  die  QleicbttQg  erfttUt  sein 

«,         X,  Xj 

oder 

fH.ffm-^-qttm)   ,    aHpßm  +  qym)   ,    ^(  pgw -|- g^m)  ^  ^ 
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Aach  hier  sind  für  die  Schnittpankte  der  in  Betracht  gemgeoen 
Geraden  die  Divisoren  gleich  an4  die  Sanime  der  DiTidenden  Mif 
Grond  Toa  Jm  gleich  null. 

3.  Far  die  Coordinaten  xj,  x,,  ar,  irgend  eines  Punktes  auf  der 
Oeraden;  welche  den  Pnnkt  Am  mit  etaem  Punkte  anf  der  Geraden 
AB  Yerbindet,  welcher  diese  Gerade  im  YorhftltniBe  q :  p  teilt,  hat 

Ebenso  hat  man  für  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  der  Geraden 
welche  dcu  cutsprccheudeu  Punkt  auf  CA  mit  C'm  verbiudct 

SO  dass  auch  in  diesem  Falle 

— -I  h  — i-0 

*i      ar,  «3 

ist,  wovon  man  sich  in  derselben  Weise  wie  unter  1.  oder  2.  Uber- 
sengt 

Wir  haben  also  in  der  Tat  ftr  jedea  n»  drei  Kegelschnitte, 
welche  alle  drei  dem  Dreieck  AmBmCm  umschrieben  sind,  und  von 
denen  der  erste  und  zweite  ausserdem  noch  den  Punkt  o'm,  der 
erste  und  dritte  den  Pnnkt  Omt  der  zweite  und  dritte  den  Pnnkt  O^m 
gemein  h*ben. 

Auf  jedem  dieser  Kegelschnitte  können  wir  nun  noch  drei  merk* 
wflrdige  Punkte  nnteraeheiden,  welche  man  erhält,  wenn  man  einer- 
seitB  &Q  mit  AmBmCmt  anderseits  die  Pnnkte  Om  mit  il,  ß,  C  ?er- 
bhulet 

1.  Verbindet  man  ^'^  mit  Am  und  (7,„i  mit  A,  so  schneiden 
sich  diese  beiden  Geraden  auf  dem  der  ersten  lleihe  angohörigen 
Kegelschnitte;  ebenso  schneiden  sich  GqU,»  und  Omlü  und  endlich 
(rgCW  und  GmvC  auf  diesem  Kegelschnitte. 

Vorbindet  man  nämlich  C^^,  dessen  Coordinaten  anch  in  Boing 
anf  das  Dreieck  AmBm  Cm  wieder  dieselben  sind,  wie  in  Bezug  anf 
ABC^  da  er  auch  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  AmBmCm  ist,  mit 
A«(l,  0^  0),  so  wird  (Formel  2) 

««=0,  ftt  =  l|  rji=  — 1 
und  wenn  man  femer  den  Pnnkt 

ym)  Am 

mit 
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A  z=i  •mAm+ßmBm'{-fmCm 

verbindet,  lo  wird 

ß^^  =  A«(a««.  —  ßm  Ym)  —  C*^iY*„  —  «m  ßm) 

Kail  hat  mitliin  fftr  die  Coordinaten  «i,  i%  des  ScbnittpiiBkte« 
der  beiden  Oeraden  O^Am  nnd  €Ua  A 

:  [c«(^»w  —  «m  y»)  —  —  mm  ßm)i  :  —  «mfm) 

— «mW] 

Auf  Gruud  der  Determinante  lassen  sich  diese  Ausdrucke  am- 
gestalten,  so  dass  man  schliesslich  hat 

Soll  nun  der  Scbnittpnnkt  der  beiden  Oeraden  G^Am  und  G^iA 
avf  dem  der  enten  BeUie  angehörigen  Kegelschnitte  liegen,  so  mnns 
man  haben 

—+-+-=0 

also 

Ol"'  1  I        ^  t\ 

was  offenliar  der  Fall  ist 

Aus  der  Symmetrie  der  in  üctracht  gekommenen  Ausdrücke 
kauu  man  nun  schliessen,  dass  auch  die  Geraden  Gq  uud  Gmi  B 
einerseits,  sowie  die  Oeraden  G^^Cm  nnd  GmiC  anderseits  sich  auf 
dem  betr.  Kegelschnitte  schneiden,  nnd  man  bat  im  zweiten  Falle 
flir  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes 

im  letzten  Falle  aber 

«1 :    :  r«  SS  (dF+Ä^) :  («"• :  (—««■) 

2.  Verbindet  man  6',,  mit  Um  uud  G,n2  mit  C,  so  schneiden 
sich  beide  Gerade  auf  dem  Kegelschnitte,  welcher  der  zweiten  Reihe 
angehört,  ebenso  schneiden  sich  die  Geraden  6'o  Cm  und  G^2A  und 
endlich  die  Geraden  GqA^  nnd  Crm2 auf  diesem  Kegelschnitte. 

Man  erhält,  wenn  man  die  Rechnung  genau  so  wie  unter  1. 
dnrcbfttbrt,  fttr  den  Schnittpunkt  der  Oeraden  O^Bm  nnd  Om^C 
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«11  —  1>    ßit      0,    y,,  =  —  1 


Mithin  wird 


oder 

Da  nun  im  vorliegeuden  Falle  für  oinoii  Punkt,  wcichor  auf  iloin 
bütr.  Kogelscliuitto  liegen  soll,  wie  wir  obuu  faudou,  die  Gleichuug 
erfilUt  sciu  muss 

so  erkennt  man,  dass  der  Schnittpunkt  der  Geraden  G^iB,n  und  Gm2C 
aaf  diesem  Kegelschnitte  liegt.  Es  lie-^t  aber  auch  der  Schnittpunkt 
der  Geraden  (r^)  C»,  und  auf  demsolbou,  da  fUr  die  Cuordi- 

oaten  desselben  die  Gleichang  bestehtl 

«1 :    :  ort  — •  (a^+t"»/ :  (ä"  4"*")  * 

und  endlich  liegt  der  Schnittpunkt  {der  Geraden  Cr^^m  und  GmStß 
auf  demselben,  da  man  für  jenen  hat 

3.  Vorbindet  man  mit  7^»«  und  ^7,^3  mit  A,  so  schueiikn 
sich  beide  Gerade  auf  dem  betr.  Kegelschnitte,  welcher  der  dritten 
Schaar  angehört.  Auf  diesem  sciiueiden  sich  aber  auch  die  Geraden 
G^Cm  und  Gm^U  einerseits  und  G^^A,»  und  Gm^C  andrerseits.  Man 
hat  n&mlieh  filr  don  Schnittpunkt  von  Cr^      mit  6,,ia  A 

«11  —  U    ßt»  —  0,    y„  —  -  1 

ßi*  =  a"'(a'm  —  ß>.,  >'m)  -i-  |3„.  —  y» ,.) 

Es  wird  Also 

'  [«"»(«H.       cfw  ym  —  /32„,  -  y*„,)  H- +^«,„  — «»y«»  —  yiii>] 

:  [a-(«*«  -      y-)  +  f»^i«mß»  -  y»m)J 
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oder 

Soll  aber  der  Pnokt  auf  dem  Kogelschnitte  liegen ,  so  niiiss  für  den 
Torliegenden  Fall  die  Oleichnng  erfUIt  aein 

« 

wai  oimbar  der  Fall  ist 

Für  den  Scboittpankt  von  O^Cm  nnd  OaaB  bat  man 

und  fttr  den  SchaiUpuukt  von  GqAm  und  GnuC 

80  dass  also  anch  diese  beiden  Punkte  aof  dem  betr.  Kegelscbnitte 
liegen. 

Was  nun  die  besondere  Form  der  Kegelschnitte  angebt,  welcbe 
in  den  drei  FAllen  in  der  geschilderten  Weise  entstehen,  so  erfailt 
man  darüber  Anbchlnss,  wenn  man  beachtet,  dass  ein  Pnnkt  im 
Unendlichen  liegt,  wenn  dessen  Coordinaten  die  Gleichung  erfhllen 

IMe  Samme  der  Coordinaten  irgend  eines  Punktes,  der  auf  einem 
der  in  Betracht  kommenden  Kegelschnitte  liegt,  ist  aber  in  allen  diei 
Fallen  dargestellt  durch  den  Ausdruck: 

Unter  Beachtung  der  obigen  Bemerlning  leitet  man  daraus  leicht  die 
gaas  allgemein  geltende  Formel  ab,  dass  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  sei,  je  nachdem  der  Ausdruck 

ist.  Dieser  Ausdruck  lässt  erkennen,  dass  im  allgemeinen  für  jedes 
m  je  nach  der  Gestalt  des  Dreiecks  alle  möf^lichen  Arten  von  Kegel- 
schnitten auf  die  gescbilderte  Art  cutstehen  kunneu.  Nur  für  m=^l 
und  Ar  m  =  2  sind  die  Kegolschnitto  immer  Ellipsen 

Ist  nimlicfa  m  SS  1,  ao  lautet  der  obige  Ausdruck 
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dieser  aber  ist  immer  negativ.  Mau  kaun  nämlich  dafür  auch  setzen 

(<i— 6)S -e(2a4-2»  — 0) 

Nu  bt  aber  a — b<^e.  Setzt  man  also  dafür  das  grössere  c,  so 
wird  ^  obifO  Differenz  grösser^  sie  ist  aber  daun  immer  uocli  ne- 
gativ, wie  mao  sofort  erlronnt,  wenn  man  dieselbe  folgendermassen 
ordiet 

da  ja  a-f-6  — c  immer  positiv  ist 

Ist  ferner  tt»  =  2,  so  wird  wieder  der  fflr  die  Form  des  Kegel- 
sehnitts  massgebeodo  Aosdrodc 

Bezeichnet  nämlich  me  die  Mittellinie  znr  Seite  e  doe  fraglichen 
Dreiecks,  so  wird 

<*+(a«  2c«(o«+*«)  =  tf«+(&t^^  _  2ft<;cosa<-6S)> 

-  W)  -        -26008«)*  — 4«>fRe* 

UntecdrQckt  man  den  Factor  4«*,  so  ist  der  Ansdruck 


denn  es  ist  ^ — 5 cos  er  die  Kathete,  nie  aber  die  Uypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks. 

Hat  man  ftr  m  s  3  den  Kegelschnitt  im  Ange,  welcher  der 
ersten  Schaar  angehört,  so  hätte  et  des  Torstehenden  Nachweises 
nicht  bedarf!,  da  f&r  diesen  Fall  die  Formel  fttr  den  Kreis,  deren 
allgemeine  GUtigkeit  erwiesen  ist,  zur  Anwendung  gelangt,  nnd  der 
fragliche  Kfl0ei8chnitt  mit  dem  Brocard'schen  Kreise  Identisch  ist 
Ist  »>»8  odf.r  fii'<0,  so  hängt  die  Gestalt  der  entsprechenden 
Kegelschnitte  Ton  dem  Verhältnisse  der  Dreieckssciten  a:b:c  ab ;  so 
ist  z.  B.  für  das  rechtwinklige  Dreieck,  dessen  Seiten  im  Verhältniss 
von  5:4:3  stehen ,  und  für  m  =  4  der  Kegelschnitt  in  den  drei 
FiUen  eine  Parabel.  Es  geht  nämlich,  wie  noch  bemerkt  werden 
möge,  ans  der  obigen  für  alle  drei  Scbaaren  geltenden  Formel  her- 
vor, dass  die  Form  des  Kogolschnittes  in  allen  drei  Fällen  fttr  ein 
bestimmtes  m  (vom  Kreise  abgesehen)  die  nämliche  ist 

Was  endlich  die  Mittelpunkte  der  im  Vorhergehenden  betrach- 
teten Kegelschnitte  angeht,  so  ist  ganz  allgemein  der  Ansdmck  Dir 
einen  derselben 
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Z=fig-\'h~/)A-\-gif-{-h-g)B-^hif-\-g-h)C^) 

falls  die  betr.  Constanten  des  fraglichen  Kegelschnittes  /*,  g  und  k 
iliid.  Sind  also  die  Mittelpunkte  der  ersten  Schaar  mit  Zmi,  der 
iweiten  mit  Z^a,  der  dritten  mit  ZmA  boxeicbnet,  so  erb&lt  man 

Zml  =  a^^ih*'* -hJ«— rf^Mm+A^Ca"« -j-c»"  -i'«) U,»-\-c"' («"» -f-ft~— <?» ) C« 
Zm2  =  c'"(a"'-f-i"'  -c^)Am-\~a'»ih'^-^c"'—a'>')DM-{-li"*(a"*-{-c"*  '-b'»)Cm 
=  *«(o*-f  c»»-Ä«)^«-|-c"'(a'«-|-d'"  -c~)Äm-H»"'(i"«-i-c*"— a")C«i 

Um  dieie  Punkte  mit  anderen  Tergloiehen  sn  können,  eollen  dieselben 
raf  das  nrspranglicbe  Coordinatensystem  zvrOckgefOhrt  werden,  für 
weieben  Fall  für  wl»,  B^,  Cm  wieder  ihre  Worte  in  JS,  C  sn 
setM  sind.  Fttbrt  man  dieses  aas  und  redoeirt,  so  erbftlt  man 

-j-c«»(2a'*i»«-f^(«'"4"^"'"~c*'))^' 
ZmM  S  **(2a^c*4^"»(a*-|-<j"  -Ä«»))>44-c*»(2a'"&*-j-c*(a"-j-Ä'"--c*))Ä 

-|_Äm(2a'»c"»4-4"*(a"»-i-^— 

Jeder  dieser  Punkte  j7  liegt  nnn  auf  der  betr.  Geraden  GM^ 
also  z.  B.  ZwA  anf  der  Oeraden  Hm^Omit,  Da  der  Beweis  dieser 
Bebanptnng  in  allen  drei  FAllen  derselbe  ist,  soll  er  nnr  für  die  eben 
genannte  Gerade  geflibrt  werden.  Die  Determinante  (Formel  1) 
nimmt  fftr  diesen  Fall  die  Form  an 

Ä",  c*",  aF 

4f»t 

worin  r,  *  und  t  die  betreffenden  Faetoreu  der  Coordinaten  von 
Zn,2  bezeichnen.  Hebt  man  in  dieser  Deteriniiiaiite  die  den  Colon- 
nen  gemeinsamen  Factoren  lieraus,  multiplicirt  sodann  die  erste  Reihe 
mit  a**-\-b'" und  subtrahirt  dieselbe  von  der  zweiten,  so  kann 
man  nntcr  Hinweglasäung  des  Factors  — 2a'"2*"'c"'  die  Determinante 
so  schreiben 

1,     1,  1 
Ä**, 

r,     #,  I 
I)  Iföbini,  d.  b.  a    3.  Abfcbn.    §  267. 


I 


1. 
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Wean  man  nun  die  zweite  JEteibe  mit  a^-\-h*^'\-cf^  moltiplieirt  und 
dioselbe  zur  dritten  addirt,  «o  werden  die  Glieder  der  Jetsten  Reihe 
gleich,  wie  jene  der  ersten  es  sind,  so  dass  also  die  Determinante 

verschwiDdet  Da  nun,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die  Punkte  Afm 
und  (7»,  auf  den  betr.  Kegelschnitten  liefen,  die  Geraden  MmGm 
also  Sehnen  derselben  sind,  so  erkennt  mau  nunmehr,  da  ja  auch 
die  Mittelpunkte  der  betr.  Kegelschnitte  auf  diesen  Geraden  üegen» 
dass  dieselben  Durchmesser  jener  Cnrven  bilden« 


lY. 

Wir  denken  uns  nnn  durch  die  Punkte  O  PartUele  sn  den  Seiten 
des  Coordinatendreiockt  gesogen.  Die  Sehnittpnnkte  der  Parallelen 
tn  JLB  seien  beseichnet  mit  L'm  avf  BC  und  J**m  auf  ÄC^  die  der 
Parallelen  an  AC  seien  auf  BCx  Vm  nnf  AB :  N'mt  dio  der  Paral- 
lelen an  BC  endlich  seien  anf  ACxJ'm  und  auf  AB\2f*m^  Da  fBr 
jedes  fi»  drei  verschiedene  G  zu  unterscheiden  sind,  so  ergeben  sich 
achtzehn  solcher  Schnittpunkte,  und  es  sind  entsprechend  den  O  die 
</,  L  and  N  für  jeden  Fall  noch  mit  den  uoteron  Indicet  1,  2  und 
3  an  versehen.  Unter  Uinweglassung  der  unteren  Indices  m  erhalten 
wir  dann  fttr  diese  Schnittpunkte  die  folgenden  Ausdrttcke: 

1)  =  (a"'-f  ft-)Ä  +  o«C 

J"  =  (a«  +  6«)/l  +  c'"6' 
^1"=  eF^A+ii^+4f*)B 

Ja'  =         c^^  +  Ca^-f  i*)C 
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Was  die  Herleitunf?  dieser  Ausdrücke  angeht,  so  ist  dieselbe 
für  die  drei  Gruppeu  die  uämlicbe,  sie  möge  daher  nar  für  die  zweite 
Gruppe  durchgeführt  werden.  Wir  hatten  nämlich  für  Oma  den 
Aasdruck 

Es  hat  also  die  dorch  diesen  Punkt  zn  AB  gezogene  Parallele  die 
Gleichung 

für  den  Schnitt  dieeer  Geraden  mit  BC  hat  man  andern  noch 

mithin  wird  der  Schnittpunkt 

Für  den  Schnitt  der  Tarallelen  mit  AC  hat  man  noch 

%  =  0 

mithin  erhält  mau  fUr  den  Schnittpunkt 

Die  durch  O'mi  zü  AC  gezogene  Parallele  hat  die  Gleichung 

für  den  Schnitt  dieser  mit  BC  and  AB  ist  zudem 

M  0  bzhw.  «3  0 

mitbin  wird 
nnd 

Die  durch  Gm2  zu       gezogene  Parallele  endlich  hat  die  Gleichung 

und  da  fflr  den  Schnitt  derselben  mit  AC  und  AB  zudem 

—  0  bzhw.      S3  0 

ist,  so  erhält  mau 

J,'  =  b'»A'\-ia'''\-c«*)C 

nnd 

Dureh  die  sechs  Punkte  jeder  der  oben  aufgestellten  Grappeo 
lässt  sich  nun  immer  cia  Kegelschnitt  legen.   Um  dieses  darzutun, 


i)  S.  Programm  des  kgl.  Gjmo.  sa  Kempten     J.  1889.  I      8.  10. 


Digitized  by  Google 


MülUn  ÜIAtr  itm  Bnmr^td^  Xnit  «Ii  gtam9iH$d^  Ort  «fc  859 

transformircn  wir  die  Coordinaten,  indem  wir  für  die  erste  Grappe 
das  Dreieck  LgJi'üt  als  Coordioateadreieck  betracbteii.  Nui  war 
aber 

J^'  =  a'"il4-(Z*™-f-c")e 

Eatwkkelt  man  aas  dieieii  Oleiebangeo     B  and  c;  so  erlillt  man 

1=  —  d'"(i'»-j-c'")/.i'-f  ?y'"c'"Ji'-|-(a'»  +  6")  {b'"-\-c"*)N^' 

C=  d»d"ii,'-f(«^4-Ä»»)(«"4-d»)J,'  — a"»(«^+«»)ll^i* 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  oben  für  Jj",  N^'  gefondeoen 
Aasdrackc  ein,  so  erhält  man 

oder  nacb  Torgenommener  Bedaetioii 
Ebenso  erbAlt  man  fOr 

oder  redacirt 
Endlich  wird 

Nt^  =  4Pf -*«HÄ-+<P)X|'+*"«-Jt'+(«-+i^(*-+<P)-Wt'] 
oder  vereinüacht 

Wir  bestimmen  nnn,  wie  früher,  durch  die  Punkte  und  die 
Constanten  f,  g  und  h  des  betr.  Kegelschnitte.  Mau  erhält  za  diesem 
Behofe  die  beiden  Gleichangen 

f        ^-^4.  *  -0 
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wenn  wir  uns  in  den  Ausdrü^^kcu  für  umi  J,"  die  Glieder  in 
der  Reiheufolgo  iV,',  J^'  denken.  Aus  beiden  Glcicbungcu  erhält 
man 

Denkt  man  sieb  die  Glieder  von  iV,"  ebenso  geordnet,  wie  jene  von 
Li"  und  •^g",  so  erkennt  man  aus  der  Gloicbnng 

a*  Iß»  i_^-,A 


das«;  auch  dor  Punkt  .Y,"  auf  dem  dnrcb  die  fttnf  anderen  Punkte 
bestimmten  Kogolscbnitte  liegt 

Da  BttB  die  Coordinateii  der  Punkte  der  aweiten  niid  dritien 
Groppe  gani  &hnlieh  gebildet  sind,  wie  jene  der  ersten,  so  durften 
wir  wol  darans  sofort  den  Sciilnss  sieben,  dass  aoch  die  sechs  Punkte 
der  sweiten  und  dritten  Oroppo  immer  anf  einem  Kegelschnitte  lie- 
gen. Es  soll  indes  wegen  der  Werte  der  Constanten  /,  g  nnd  k  in 
Kflne  für  die  zweite  Grnppc  dieser  Beweis  noch  durchgeführt  wer- 
den. Zunächst  erbftlt  man  hier,  ganz  so  wie  oben,  hei  Transfor- 
mation der  Coordinaten  auf  das  Dreieck  Lf'J^'Nt  fttr  B  nnd  C 
die  Ansdracke 

A  =  —  c"(a»  -f  c*)         a™  c"» +  (a"'  +  -f-  c^^iV,' 

JS  —:  («'"  -f  c™)  (a"»  -f      ^2'  —  +      -^2'  +     i""  ^'t' 

C  =  b-c^  Z^'-|-  (a^-f  ^'")(^"'+         —  Ä'"(^'"+c'")iV,' 

Des  weiteren  erbilt  man  im  neuen  Coordinatcnsjrstem 

Benntzt  man  nun  znr  Bestimmung  der  Constanten  /,     h  die  Punkte 
14*  nnd        indem  man  deren  Ansdrücke  in  der  Botbenfolge 
•/'s',       nimmt,  so  erbftlt  man 

 L  -    4.      ^     -     -  0 

^±±.  £  4.  ^-^-0  ' 

Darans  wird 

und  man  erhält  endlich  for  den  Pnnkt  Ni\  nachdem  dessen  Aus- 
druck wie  oben  geordnet: 
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Pflr  die  dritte  Kegelschnittschaar,  fflr  welche  die  vorhergehende  Ab- 
leitung wiederkehren  wQrde,  mOge  nnr  noch  bemerkt  werden,  dass 
nan,  &1Ib  man  nach  Transformation  der  Coordinaten  die  AoBdrflcke 
in  der  Reihenfolge  Jg\  N^'y  L^'  nimmt,  fOr  die  den  Kegelschnitt  be- 
ttimmeadea  Constanten  erhftit 

Bestimmen  wir  nun  die  Mittelpankte  der  drei  soeben  betrach- 
teten Kegelscbnittscfaaaren ,  welche  einstweilen  mit  Q^«  Qi«  be- 
leichnet  werden  mOgeo.  Wir  erhalten  dafür  im  Coordinatensystem 
LfJ^y  nach  derselben  Kegel  wie  oben: 

Gebt  man  nunmehr  auf  das  ursprüugliche  Coordinatensystem  sorflck, 
indem  man  ftr  y,  L  und  N  die  oben  fflr  dieselben  aufgestellten 
Werte  in  S,  C  setzt,  so  erbftlt  man  nach  dnn^geffthrter  Bednctlon 
die  Ansdrflcke 

-|-c"( -.'a^i^+c^Ca^-f  6»"— 0*))  C? 

-|-a"»(2i'«c'"-}-a'"(Ä'"-|-e'"~  a'"))C 

S  c"(2a'"6^e*(a"»+i"»  -  c")-<l4Hi"»(2Ä"<H"-fa"»(6*-|-fl^o*))-ö 

Vergleicht  mau  aber  dicHC  Ausdrtukc  mit  denjenigen,  wolclic  oben 
mit  Z  bezeichnet  wurden,  so  tiudot  sich ,  dass  dieselben  bzbw.  iden- 
tisch sind,  d.  b.  es  sind  immer  zwei  Kegelschnitte,  welche  iu  beiden 
Fällen  TW  derselbeu  Schaar  und  zu  demselbeu  m  gehören,  concen- 
trisch.  Zwei  solche  zusammengehörige  Kegelschnitte  sind  aber  auch 
ubulich  und  iu  ähnlicher  Lage.  Diis  ergibt  sich  daraus,  dass  dio 
Mitlelpuukto  dreier  den  beiden  Kcgilschnitten  gemeinsamer  Sehnen 
Ton  Terschicdener  Richtung  zusammenfallen,  und  dass  somit  die 
twischen  die  beiden  Kegelschnitte  fiillenden  Stflcke  dieser  Sehnen 
gleich  lang  sind.  Es  soll  dieses  fflr  swei  znsammengeh<Mrige  Kegel- 
schnitte der  beiden  ersten  Schaaren  dargetan  werden.  Es  ist  die 
Mitte  der  Sehne  N^",  welche  die  andere  Cnnre  in  AmGmi  trifft, 
ansgedrflekt  durch 
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dies  Ist  aber,  wie  man  sofort  sieht,  auch  die  Mitte  voo  AmGmh  Ebenso 
erhalt  man  sowol  flDr  die  Mitte  von  Li'N^'  als  aneh  ftr  jene  Ton 
BmOaa  den  Allad^lei^ 

Endlich  ef^ibt  deh  sowol  für  die  Mitte  Toa  WM^"  als  ftr  die  Mitte 
Ton  Cm  Oma  der  Ansdrock 

Die  namliehen  Betracbtongen  aber  fflhren  bei  den  beiden  anderen 
Kegelsehnittschaaren  so  denselben  Resoltaton. 

Kempten  (Bayern). 
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XVI. 

lieber  das  sphärische  Folarsystem  und  seine 
Anwiandnng  auf  das  Tetraeder. 

Von 

Dr.  Karl  Tbaador  Mtyar 

im  SMrbrildnn. 


Im  BtuM  nehiBMi  wir  einen  feiten  Punkt  Jf  an  nnd  ordnen 
Jedem  Ponkte  P  dkgeniBe  Ebene  »  n,  wekhe  normnl  n  der  On- 
nden  PM  ist  und  diese  in  einem  Ponkte  Q  so  schneidet,  dass  das 
Frodnct  FM.  MQ  einen  constnnten,  positiven  oder  negitiTon  Wert 
hat  Dann  liest  sieh  adgen,  dass  dardi  diese  Zuordnung  von  Punkten 
nnd  Ebenen  ein  rtumliches  Polarstem  von  besonderer  Art  be- 
stimmt ist'). 

Legen  wir  nämlich  durch  den  Punkt  P  eine  Ebeuo  a  nnd  fällen 
auf  dieselbe  von  M  ans  die  Normale,  welche  n  in  A  und  die  Ebene 
a  selbst  in  B  schneidet,  dann  folgt  ans  der  Aehnlichkeit  der  Drei- 
ecke AMQ  and  PMB,  dass  AM,  MB  —  PM.MQ  ist,  dass  also  die 
durch  P  gebende  £bene  «  dem  auf  »  liegenden  Punkte  A  entspricht 
Ist  fsmer  g  eine  beliebige  Oerade  durch  und  schneidet  die  Nor- 
malebene  wuMMzug  diese  Gerade  in  einem  Punirte  Fnnd  die  Ebene 

n  in  einer  Geraden  g\  deren  Schnittpunkt  mit  MF  F'  heissen 
mAge,  so  sehen  wir,  dass  jedem  Pnnkte  G  von  g  die  zu  GM  normale 
Ebene  /  Ton  g'  entspricht,  und  dass  giG)  proj.y'(/)  ist.  Nennen  wir 


t)  a  mwA  lUf,  ^tb.  G«on.  d«r  Kagela.  Ldpdg  1679*  S,  S9. 
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luH'li  Cr'  (Jeu  Punkt  von  </,  dun-li  weklicu  die  Ebene  y  geht,  dann 

ist  in  dorn  Dreieck  GG'F'  G' M  Höhe  zu  der  Seite  GF\  folglich 
^'eht  di(!  dem  Punkte  G'  entsprechendp  Ebene  y'  auch  durch  G  und 
somit  erkcMiiKMi  wir,  dass  die  projectivische  lio/iehnng  zwischen  ij{G) 
unti  //'(y)  luuh  eine  involnforisclie  ist.  Ilimnit  ist  der  Beweis  für 
die  Hehauptunf;  erbraclit,  dass  die  üIx'u  ang(\;.;(  b<'nc  Zuordnung  von 
Punkten  und  Kbenen  ein  rauniliches  Polarsystem  bestimmt.  Es  be- 
sitzt —  und  dadurch  wird  es  zu  einem  besondern  —  die  charakte- 
ristische Eigenschaft,  dass  die  Normalen  aus  den  Punkten  des  Systems 
auf  die  eutsj)recbenden  Ebenen  alle  durch  einen  Punkt  gehen,  und 
von  ihm  so  geteilt  werden,  dass  das  Product  der  eutstandeaeu  Ab- 
tchnitto  einen  constantco  Wert  hat. 

Kiihert  sich  1'  N  n  Pnnkto  Af,  daoo  entfernt  sich  rr  von  letz- 
terem Punkte  und  bei  der  VcreinigaDg  von  P  und  M  wird  n  zor 
unendlich  fernen  Ebene.  M  ist  also  der  Mittelpunkt  des  Systems, 
und  folglich  (Mitspricht  jeder  durch  M  gehenden  Ebene  der  in  aoi> 
nialcr  Hicbtuug  unendlich  fern  gelegene  Punkt 

Die  OrdoaDgsflftcbo  des  Systems  ist  nor  dann  reell  and  zwtr 
eine  Kngelfläche,  wenn  das  constanto  Prodnct,  die  Potenz  des  8y- 
Sterns,  negativ  ist,  M  also  die  Streclco  PQ  ftnsserlich  teilt  Die  Kogel 
hat  Ii  zum  Mittelpunkt  nnd  die  Quadratwurzel  ans  dem  absolnten 
Werte  des  Products  zum  Radios  Wegen  dieser  Tatsache,  dass  die 
Ordnongsflftche  dos  Systems  eine  reelle  oder  imaginlie  Kogel  ist, 
kann  das  Polarsystem  ein  sphärisches  genannt  werden. 

Jedes  Poltctraeder  des  Systems  ist  von  besonderer  Art,  insofern 
sich  in  ihm  die  4  Ilöhcu  schneiden  und  zwar  im  Mittelpunkt  des 
Polarsystcms.  Diese  Tetraeder  sind  entweder  alle  sidtzwinklig, 
stumpfwinklig,  oder  alle  rechtwinklig,  je  nachdem  die  Potenz  des 
Systems  positiv,  negativ  oder  null  ist  *). 

IJcwegt  sich  in  dem  sphnrischen  Polarsystem  P  auf  einer  Fläche 
II.  0.  /",  dann  durchläuft  n  einen  Ebeneubüschel  II.  0.,  dessen  Ein- 
hüllunj^sfläche /'  von  besonderer  Art  ist,  je  nach  der  Lage,  die  M 
zu  /'  einnimmt.  Liegt  nämlich  M  auf/,  dann  wird  /'  von  der  un- 
endlich fernen  Ebene  berührt,  ist  also  ein  elliptisches  oder  hyper- 


1)  Auch  in  dietom  Ftlto  kiiiin  man  noch  voa  «In«»  iphirlMlMtt  Polar- 
syitciu  reden.  Jcd«m  Pankte  P  rntsprkbt  die  sn  'PAl  normal«  Eben«  voa 
M  vnd  Jede  Eboae,  dl«  nicht  darrii  M  geht,  hat  Irtrtercn  Punkt  sa  ihren 
Fol.  Eothllt  eine  Ebene  den  Punkt  JH,  dann  entipricht  ihr  jeder  Panlit  anf 
ihrar  durch  M  gehenden  Normalen.  Die  OrdnungtÜSche  redadr»  sieh  anf  den 
Punkt  M, 
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bolisches  Paraboloid,  jo  nachdem  /  eine  uicht  geradlinige  Fläche 
U.  0.  oder  eine  Regelfläche  II.  0.  ist.  Ist  /  eiae  K€gelfläche  H  O., 
dann  wird  f  za  einer  Parabel,  deren  Ebene  normal  zvl  dem  iwegel- 
strahl  steht,  auf  welchem  der  Punkt  M  liegt.  —  Nehmen  wir  zweitens 
M  innerhalb  /  an  und  sutzeu  diese  Fiilchc  zunächst  als  krummlinii^ 
voraus,  dann  ist  /'  ein  Ellipsoid.  Ist  aber  /"  eine  Ui-gel-  oder 
Kegelfliiclu'  II.  0.,  dann  wird  f  zu  einem  einsclialigen  ilyperholuid 
oder  zn  einer  Ellipse.  —  Für  den  Fall  ( inilicli,  dass  ausserhalb 
/"liegt,  erhalt  !n  wir  für/'  ein  zwei-  uder  cinsihaligrs  Hyperboloid, 
je  nachdem  /  eine  krummlinige  Flache  II.  O.  oder  eine  UegeltliUlio 
II.  O.  ist.  f  geht  über  in  eine  Hyperbel,  lall.s  /  eine  Kef^elHüehe 
ist  Jeder  Kugel  f  entspricht  in  dem  nphärischeu  Polarsysleni  eine 
Rotationsfläche  II.  0.  welcfac  M  zu  einem  Brennpunkt  und  die 
yerbindongsgeraiie  dieeas  Pauktes  mit  dem  Mittelpunkte  O  der  Kugel 
»ir  Rotationsachso  hat  Nimmt  man  daher  eine  Kogel  als  gegeben 
an  und  beachtet,  dass  in  Bezog  aof  dieselbe  das  Product  der  Seh- 
MB-  ud  Secanteaabschoitte  dos  Pooktes  M  coustaut  ist,  so  erkenut 
naa  sofort  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

,J..egt  man  zu  den  Strahlen  eines  Punktes  in  ihren  Scliiiitt- 
/,punkten  mit  einer  KugelHiiche  die  Nornialebeuen,  so  umhüllen  diese 
„ein  Rotationsellipsoid  oder  Ilutationghyi)erbo!oid ,  je  nachdem  der 
„Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Kugel  liegt 'J.  Der  Punkt  ist 
^ein  Brennpunkt  der  iiotatioustläche.^* 

—  Die  Tatsache,  dass  im  sphärischen  Polarsystem  jeder  Kogel  eiue 
Rotationsfläche  II.  0.  entspricht,  gibt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand, 
um  die  Sätze  der  Kogel  in  eiufacher  Weise  aof  jene  zu  übertragen. 
So  hat  z.  B.  der  Satz:  „Durch  4  Punkte,  von  denen  keine  drei  iu 
einer  Geraden  liegen,  ist. eine  Kugel  bestimmt^*  «-den  folgenden  zo 
seinem  reciiuroken: 

^Dorch  4  Ebenen,  von  denen  keine  drei  dnrch  eine  Gerade  gehen,' 
„ist  Mne  Rotationsfläche  II.  0.  bestimmt,  welche  einen  bestimmtro 
„Ponkt  zo  einem  Brennponkt  hat*^ 

Wir  verzichten  darauf,  andere  jKu«:elsätze  zu  übertragen,  da 
dies  wenigstens  teilweise  schon  von  Sainion  in  seiiin-  analyiisehea 
Geometrie  des  Raumes  geschehen  ist,  allerdin^-'s  uui  unter  der  be- 
schränkenden Voraussetzung,  dass  die  Ordnnnt:sfläehe  des  Systems 
reell  ist  Weil  einer  Curvo  II.  0.  in  dem  sphai  ist  iien  Polarsystem 
eine  bestimmte  KegelÜäche  II.  0.  entspricht,  (die  bupplemeutär  ist 


1)  Liegt  der  Pankt  auf  der  Kugelfiärhe,  dann  gehen  die  NurmnleUoiifii 
UOt  darcb  diesen  Ponkt,  teilt  durah  Minen  Gvg«-njaiiiki  nuf  ilrr  Kugel. 
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la  der  andern  Kegelfl&che,  welche  aus  dem  Pankte  Af  dio  Cnrre 
projicirt),  so  lassen  sich  auch  za  den  Sätzen  über  die  Gnnrcn  II.  0. 
bestimmte  rcciproke  Ober  die  Kegelflächcn  II.  0.  bilden.  Es  möge 
dies  durch  ein  Beispiel  gezeigt  werden.  Einem  Brennpunkt  P  der 
Corvo  II.  0.  k  entspricht  eine  Ebene  dorch  den  Mittelpunkt  O  der 

Kegelfläche,  deren  Strahlensystcm  ans  der  Geraden  ÖJf  durch  eine 
orthogonale  Ebeneninvolution  projicirt  wird.  Weil  niin  eine  Corve 
II.  0.  2  Brennpunkte  hat,  so  ergibt  sich  der  Sais: 

„Zu  jeder  dorcli  den  1flttel|Ninkt  einer  Kegelflidie  II.  0.  gelegten 
^Geraden  gibt  m  twei  Ebenen  von  der  Art,  dnts  dia  StmbleMiyalein 
„einer  Jeden  derselben  m§  der  Genulen  dorch  eine  orthogonale 
^beneniuToIntion  projidrt  wird.** 

Weil  ferner  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Brennpunkte  durch 
den  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  von  l  gebt,  so  folgt  weiter: 

^ene  beUen  Ebenen  lehneiden  sich  «nf  der  PoltfobeM  der 

„Geräden.** 

Man  sieht  leicht,  wie  mit  ,Uttlfe  der  Curve  II.  0.  die  Ebenen 
construirt  werden  können. 

Auch  anf  diese  Uebertragnngen  wollen  wir  hier  nicht  weiter 
eingehen,  sondern  nus  nunmehr  zu  dem  Tetraeder  wenden,  um  von 
demselben  mittelst  des  sphärischen  Polarsystens  eine  Reihe  fon 
S&tsen  absnleileii,  dio  noch  nicht  alle  bekannt  sein  dftrften. 

I.  Das  allgemeine  Tetraeder. 

Die  Eckpunkte  eines  Tetraeders  mögen  mit  B,  t\  D  und  die 
ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  mit  er,  ^,  y,  (5  bezeichnet  werden. 
Ferner  seien  in  den  bezüglich  eines  sphärischen  l'olarsystems  reci- 
proken  Tetraeder  ß\  y%  6'  die  den  Eckpuukteu  des  erstem  ent- 
sprechenden Seiten  und  A\  B\  C\  D'  die  den  Seiten  des  erstern 
entsprechenden  Eckpunkte. 

Ziehen  wir  nnn  im  Tetraeder  ABCD  die  Höhe  ans  il  tn  «,  so 
hat  dieselbe  im  reciproken  Tetraeder  A'BC'D'  als  entsprechendes 
Element  diigenigo  Gerade  von  0',  durch  welche  die  Nomialebene  des 
Punktes  If  ■)  an  der  Geraden*^'  geht  Da  nämlich  A*  der  Ebene 
«  «ntspricht,  so  ist  die  Gerade  3iA'  normal  n  tr,  also  parallel  sa 
der  Hohe  durch  A  nnd  mithin  nach  normal  in  der  Ebene,  welche 


I)  Jf  wk  thcu  IliUrIpnnkt  des  Bystema. 


Digitized  by  Google 


taut  MUM  ÄMMiubmg  mtf  da$  Tunudtr, 


867 


die  jcuer  Höhe  entsprechende  Gerado  enthält.  Da  nun  bei  dem  allge- 
meinen Tetraeder  die  4  Höhen  auf  einer  Rogelachaar  liegen,  weil 
sie  von  den  Normalen  der  SoiteiiHächen ,  welche  durch  die  Höben* 
schnittpunkto  der  letzteren  gekcu,  getro£foQ  werden,  so  folgt: 

„Legt  man  durch  einen  Punkt  die  Normalehonen  zu  seinen  Ver- 
„bindangsgeraden  mit  den  Eckpunkten  eines  Tetraeders,  so  schnei- 
„den  dieselben  die  gegen ttberliegeuden  Seiten  in  4  Geraden  einer 
„Regelschaar.** 

Dieae  4  Geradeo  können  in  einem  besondern  Falle  zu  zwei 
Paaren  in  swei  Ebenen  nnd  in  einem  noch  besonderen  in  ^er  Ebene 
liegen.  Dies  folgt  daraus,  dass  die  Hohen  des  Tetraedm  mit  2  an 
einander  normalen  Gegenkanten  zwei  Paare  deh  schneidender  Ge- 
raden bilden,  nnd  dasa  die  Hohen  des  Tetraeders  mit  3  Paar  nor- 
maler Gegenkanten  alle  durch  einen  Punkt,  den  HOhenschnittpunkt 
des  Tetraders,  gehen. 

Da  den  Eckpunkten  A  und  Ii  des  ersten  Tetraeders  die  Seiten 
a',  ß'  des  zweiten  cntspiociien,  so  entspricht  dem  nnendlich  fernen 

Punkte  Poo  <^i>f  der  Geraden  diejenige  (zu  AB)  normale  Ebene, 
welche  Jf  mit  der  Geraden  ▼erbindet  Weil  ferner  der  Mittel- 
punkt lig  der  Kante  AB  von  dem  nnendlich  fernen  Punkte  P^q 

durch  A  und  B  harmonisch  getrennt  ist,  so  ist  auch  die  entspre- 
chende Ebene  |t'  harmonisch  getrennt  von  M  durch  a'  nnd  ß'.  Ver- 
binden wir  nun  den  Punkt  Afi  mit  der  gegenüberliegenden  Kante 
CD  durch  eine  Ebene  —  die  Mittelcbenc  der  letztem  Kante  — ,  so 
entq>richt  derselben  in  dem  reciproken  Tetraeder  der  Tunkt,  in 

welchem  n'  von  der  Kante  y'ö'  getroffen  wird,  und  da  bekanntlich 
die  6  Mittclebenen  eines  Tetraeders  durch  einen  Punkt,  dou  Schwer- 
punkt S  desselben,  geben,  wobei  sie  sich  4 mal  zu  dreien  in  einer 
Geraden  schneiden,  80  ftlhrt  uns  das  sph&rische  Polarsystem  zn  fol- 
gendem Satze: 

,JjCgt  man  durch  jede  Kante  eines  Tetraeders  die  durch  die 
„Seiten  derselben  von  einem  festen  Punkt  M  harmonisch  getrennte 
„Ebene  und  bringt  sie  zum  Durchschnitt  mit  der  gogouüherliegenden 
„Kante,  so  erhält  mau  G  Punkte  einer  Ebene,  welche  4  mal  zu  dreien 
„in  einer  Geraden  liegen.** 

Die  Ebene  soll  gemftss  der  Bezeichnnnpwcise  bei  dem  ont* 
Bprechenden  Satze  Aber  das  Dreieck  die  Harmonikalebeno  des  Punktes 
M  genannt  werden,  und  sie  werde,  weil  sie  dem  Schwerpunkt  8  ent- 
spricht, mit  s  bezeichnet 
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Durch  reciproke  Uohertragaug  des  letzten  Satzes  crlialteu  wir 
weiter  den  folgeudeo: 

„Bestimmt  man  anf  Jeder  Kante  eines  Tetraeders  den  Punkt, 
„weldier  durch  die  Eckpunkte  von  einer  feston  Ebene  harmonisch  ge- 
„trennt  ist,  nnd  verbindet  denselben  mit  der  gegenflberiiegenden 
„Kante,  so  erhält  man  6  Ebenen  eines  Pnnktes,  welche  4 mal  sa 
„dreien  durch  eine  Gerade  gehen.*' 

In  diesem  Satze  ist  auch  der  von  dem  Schnittpunkte  der  G  Mittel- 
ebenen  eines  Tetraeders  cuthalten,  und  somit  erkennen  wir,  wie  uns 
das  sphärische  Polarsystcm  von  ctnctn  nur  für  einen  besondern  Fall 
gültigen  Satze  sofort  za  dem  allgemein  gQltigen  geftthrt  bat. 

Bcwegmi  wir  nun  das] Tetraeder  AUCD  so  lange  im  Räume  bis 
sein  Schwerpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  M  dos  sphärischen  Polar- 
systenis  zusammenfallt,  dann  rückt  die  iiarmonikalebone  s  des  Punktes 
M  in  Bezug  auf  das  reciproke  Tetraeder  A'B'CD'  in  die  uiiond- 
liche  Ferne,  und  folf,dieli  ist  letzterer  mit  S  vereinigter  Punkt  auch 
Schwerpunkt  des  Tetraeders  A'B'CD',  Wir  haben  also  für  das 
sphärische  Poiarsysteui  den  Satz: 

„Fftllt  der  Schwerpunkt  eines  Tetraeders  mit  dem  Mittelpunkte 
„eines  s^lrlsehen  Polarsystems  zusammen,  so  vereinigt  sich  mit 
„letzterem  Punkte  auch  der  Schwerpunkt  des  reciproken  Tetraeders." 

Legt  man  also  zu  jeder  Schwerlinie  eines  Tetraeders  die  Ebene, 
welche  die  Strecke  zwischen  dem  Eckpunkte  und  dem  Schwerpunkte 
in  2  Abschnitte  von  constantem  Producte  teilt ,  so  erhall  mau  ein 
zweites  Tetraeder,  welches  mit  dem  erstcreu  den  Schwerpunkt  ge- 
meinsam hat  nnd  za  ihm  reeaprok  in  Bezug  auf  ein  sphärisches 
Polarsystem  ist  Zugleich  erkennt  man  jetzt  die  Richtigkeit  des 
folgenden  Satzes: 

„Die  Normalebenen  der  'Schworlinion  eines  Tetraeders  in 
„ihren  zweiten  Schnittpunkten  mit  der  dem  Tetraeder  uniijrRchriebe- 
„nen  Kugel  bilden  ein  Tetraeder,  welciies  mit  dem  ersten  den 
„Schwerpunkt  gemeinsam  hat  und  zu  ihm  in  Bezug  auf  eiu  sphäri- 
„sches  Polarsystem  reciprok  isL^^ 

Eine  einfache  Folgerung  des  Satzes  von  den  5  Mittclebenen 
eines  Tetraeders  ist  aach  der:  Die  Verbindnngsstrecken  der  Mitten 
zweier  Gegenkanten  eines  Tetraeders  werden  durch  den  Schwerpunkt 
halbirt  Die  reciproke  Uebertragung  dieses  Satzes  lautet: 

„TiCgt  mau  durch  2  Gegenkanten  eines  Tetraeders  die  durch 
„ihre  Seiten  von  einem  Punkte    harmonisch  getrennten  Ebenen,  se 
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„BchiH  iJen  sich  diese  auf  der  Harmouikalebone  des  Puuktes  M  and 
^iud  durch  M  und  diese  Ebcue  harmonisch  getrennt**  ' 

Wir  denken  uns  non  zu  dem  Tetraeder  ABCD  dto  nmgeacbrie- 
bene  Kogel  mit  dem  Mittelpunkt  U,  Dann  entsprechen  den  Punkten 
derselben  die  Bertthningsebenen  einer  Rotationsfl&che  II.  0.,  welche 
den  Pnnkt  M  sn  einem  Brennpunkt  bat  nnd  auch  die  Seitenflftchen 
des  Tetraeden  A*B*C*Uf  berflhrt  Dem  Mittelpnnkt  IS  der  Kogel 
entspricht  eine  Ebene  «,  welche  die  Polarebene  des  Ponktes  M  be- 
sllglich  der  Rotationsflftehe  ist  Da  sich  non  in  dem  Ponkte  TJ  die 
normal  zn  den  Kanten  des  Tetraeders  ABCD  nnd  zwar  darch  deren 
Mittelpunkt  gelegten  Ebenen  schneiden,  wobei  sie  viermal  zu  dreien 
durch  eine  Gerade  gehen,  so  ergibt  sich  durch  reciproke  Ueber^ 
tragung  folgender  Satz: 

„Legt  man  durch  jede  Kaute  eines  Tetraeders  die  von  ihren 
nSeitanflSehea  durch  einen  Punkt  M  harmonisch  getrennte  Ebene 
„nnd  bringt  diese  zum  Durchschnitt  mit  der  Normale  des  Puuktes 

zu  seiner  Yerbindungsebene  mit  der  Kante,  so  erhalt  mau  6 
MPnnkte  einer  Ebene,  welche  4mal  so  dreien  auf  einer  Geraden 
fliegen/« 

Diese  Ebene  ist  die  Polarebeiie  (U'S  Punktes  M  bezüglich  der- 
jenigen Rotationsftilchc  II.  0  ,  welche  die  Seiten  des  Tetraeders  be- 
rührt und  M  zu  einem  Brennpunkt  hat. 

Verbinden  wir  nun  den  Mittelpunkt  -U,  der  Kante  AB  mit  dem 
Mittelpunkte  der  gegenttberliegenden  Kante  CD^  dann  wird,  wie 
bereits  hervorgehoben,  die  Strecke  M^M^  durch  den  Schwerpunkt 
&  halbirt.  Ziehen  wir  daher  durch  die  Parallele  zu  CD,  und 
nennen  wir  Cj  nnd       dio  Punkte,  in  welchen  diese  Parallele  die 

Geraden  CS  und  DS  trifft,  dann  ist  CS  =  SC,,  DS  =  SD^  und 
folglich  C,  Z),  CD.  l^benso  geht  die  durch  zu  der  Kante  AB 
gezogene  Parallele  durch  dio  zu  A  und  /i  bezüglich  des  Schworpunktes 
symmetrisch  gelegenen  Punkte  yf,  und  i/,,  und  wir  erkennen  weiter, 
dass  die  durch  die  Mitte  der  vier  übrigen  Kanten  zu  ihren  jedes- 
maligen Gegenkauten  gezogenen  ParalleleH  b/.hw.  die  Punktepaaro 
C,  yl,  ,  C, //j ,  J'jlli  verbinden.    iJas  Tetraeder  A^H^C^^D^^ 

welches  durch  jene  G  Gerade  bestimmt  ist,  hat  mit  dem  Tetraeder 
ABCD  die  Mitten  der  Kanten  uu  1  daher  auch  den  Scliwerpuukt  ge- 
meinsam; dio  Tetraeder  licf^en  ferner  zn  einander  ])erspcctivi8ch  und 
siud  symmetrisch,  aber  uiciit  cougrueut  Wir  haben  also  folgenden 
Sau  bewiesen: 

„Zieht  man  durch  die  Mitte  jeder  Kante  eines  Tetraeders  die 
„Parallele  zu  der  gegenflberliegenden  Kante,  so  erhalt  man  6  Gerade, 

A  nh.  4M  Math.  «.  FhfS.  2.  S«Ui«,  T.  VUL  S4 
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^welche  4iiial  in  dreien  durch  einen  Pnnkt  gehen,  also  die  Kanten 
„eines  sweiten  TotracderB  bilden.  Dicies  hat  mit  enterem  den 
„Schwerpnnict  gemeinsam,  liegt  fo  ihm  pcrspectivisch  und  symmetrisch.** 

Den  reciproken  Sats  wollen  wir,  wie  folgt,  anssprcchen: 

„Legt  man  durch  jede  Kaute  eines  Totraeders  die  von  ihren 
„Seiten  durch  einen  Punkt  M  harmonisch  getrennte  Ebene  und  bringt 
„letztere  zum  Durchschnitt  mit  der  Verbindungsebone  des  Punktes 
„A/ mit  der  Gegcnkiiuti",  so  erhält  nhin  G  (ierade,  weiche  4  mal  zu 
„dreien  in  einer  Ebene  lieuen,  also  dio  Kanten  eines  TctraeihTS 
„bilden.  —  Beide  Tetraeder  haben  »liesellie  Harinonikalebene  in  n<'/ug 
„auf  deu  Punkt  M  und  liegen  so  zu  einander  perspeetiviseli  ,  dass 
„sich  je  2  entsprechende  Ebenen  auf  der  Ilarnionikalebeue  si  lnicideu 
„und  von  dieser  und  dem  Puuktü  M  harmonisch  getreuut  siad/* 

Dieser  Sats  enthält  wieder  den  vorhergehenden,  ans  welchem  er 
abgeleitet  wurde,  als  besonderen  Fall. 

Errichten  wir  nun  zu  den  Kanten  des  Tetraeders  C\  in 
ihren  Mittelpunkten  if„  A/^  . . .  Af^  die  Normalebenen,  so  gehen  die- 
selben dnrch  einen  Pnnkt  nftmlich  den  Mittelpunkt  der  dem  Te- 
traeder A^  Jii  C\  Dl  amgcschriebenen  Kugel.  Da  nun  die  Kanten  des 
Tetraeders  ABCD  mit  denen  des  Tetraeders  i4,i?,C,D,  parallel  laufen 
und  die  Mittelpunkte  gemeinsam  haben,  so  können  jene  Ebenen  auch 
anfgefasst  werden  als  solche,  welche  durch  die  Mitte  der  Kanten  des 
Tetraeders  ABCD  normal  zn  den  Gegcukauteu  gelegt  sind,  nnd  somit 
ergibt  sich  sofort  der  Satz  von  Monge: 

„Die  Normalebenen  aus  den  Mitten  der  Kauten  eines  Tetraeders 
„zu  den  Gegenkanten  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  und  zwar  gehen 
„diese  Ebenen  viermal  zu  dreien  durch  eine  Gerade." 

Da  LT  der  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder ^-ÖCZ),  und  H  der 
Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  Aj/i^C^D^  unifiescbriebenen  Kugel 
ist,  so  sind  ü  und  //  entspreehende  Punkte  in  den  beiden  bezüglich 
des  gemeinsamen  Schwerpunktes  S  symtnetriscb  gelegenen  Tetraedern. 
Folglich  ergibt  sich  weiter  die  Beziehung: 

„In  jedem  Tetraeder  liegt  der  Schwerpunkt  iS,  der  Mittelpunkt 
„IT  der  umgeschriebenen  Kugel  nnd  derjenige  Punkt  //  in  einer 
„Geraden,  in  welchem  die  Normalebenen  aus  den  Mitten  der  Kanten 
„KU  den  Gegenkanten  sich  schneiden.  Dio  Strecke  ÜH  wird  durch 
„den  Punkt  8  halbirt.*' 

Der  Satz  von  Monge  lautet  in  seiner  reciproken  Uebertragung: 

„Legt  man  durch  jede  Kante  eines  Tetraeders  die  von  ibreu 
„Seiteu  durch  einen  festen  Punkt  M  harmonisch  getrennte  Ebene 
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,finHl  bringt  letztere  zam  Durchschnitt  mit  der  Kormalon  des  Puoktes 
„JK  za  seiner  YerbindoDgsebene  mit  der  GlegeolcftDte,  so  erhält  man 
„6  Punkte  einer  Ebene,  die  4  mal  zu  dreien  auf  einer  Geraden  liegen.*^ 

Ans  dem  vorletzten  Satze  folgt  weiter,  dass  für  jedes  Tetraeder 
die  Ebenen  s,  v  und  h  durch  eine  Gerado  gehoD  und  dass  «  von  « 
und  h  durch  M  barmouisch  getrennt  ist. 

Während  es  nur  eine  Kugel  gibt,  welche  durch  die  Ecken  eines 
Tetraeders  gebt,  gibt  es  deren  welche  die  Seiten  des  Tetraeders 
berühren.  Zu  dieser  Erkenutniss  füliit  uns  folgende  Ueberlegung. 
Ist  ./  der  Mittelpunkt  einer  die  Seitonllüolien  «,  y,  5  des  Tetraoders 
berülirondcii  Kugel,  dann  hat  dieser  Punkt  von  den  Ebenen  gleiche 
Eutlirnung,  liegt  also  auf  der  Ilalbirungsebeno  der  von  den  Ebenen 
gebildeten  Winkel.  In  dem  Punkte  A  stossen  die  Ebenen  y,  <J 
zusammen  und  die  Winkel,  weli  lie  2  von  diesen  Ebenen,  etwa  ß  und 
y  bilden,  werden  durch  2  /u  einander  normale,  durch  die  Kante  AH 
gehende  Ebenen  halbirt;  ebenso  liaiu'n  die  Winkt;!,  welche  y  und  J 
miteinander  bilden,  zwei  zu  einander  normale  durch  dio  Kante  AB 
gehende  Ilalbirungsebeucn.  Dieso  4  Halbirungsebenon  schneiden  sich 
ausser  in  dvn  Kanten  AD  und  AB  noch  in  4  andern  durch  A  gehenden 
Geraden.  Jeder  Punkt  derselben  ist  von  den  Ebenen  |3,  /,  6  gleich- 
weit  entfernt,  also  gehen  auch  die  Halbirungsebenon  der  Winkel, 
welche  ß  und  6  miteinander  bilden,  durch  die  4te  Gerade.  Diejeni- 
gen Punkte  dieser  Geraden  nun,  welche  von  der  vierten  Ebene  « 
des  Tetraeders  ebenso  weit  entfernt  sind  als  Ton  d,  liegen 
offenbar  auf  den  beiden  Halbirungsebencn  der  von  «  mit  einer  der 
flbrigen  Ebenen  gebildeten  Winkel.  Whr  crhalton  also  4.2  oder  8 
Punkte,  welche  von  den  Ebenen  glcichwcit  entfernt  sind,  also  dio 
Mittelpunkte  der  die  Seitenflächen  berQhrendon  Kugeln  sind.  Zu- 
gleich scheu  wir,  dass  diese  Pankto  16  mal  zu  zweien  mit  einer 
Ecke  in  einer  Geraden  und  12 mal  zu  vieren  mit  einer  Kante  in 
einer  Ebene  liegen. 

Bilden  wir  nun  die  reciproke  Beziehung,  so  erhalten  wir  den  Satz: 
„Es  gibt  8  Botationsflftchon  II.  0.,  welche  durch  4  Punkte  gehen 
„und  einen  andern  fünften  Punkt  zu  einem  Brennpunkt  haben.  Die 
^  Polarebenen  des  Brennpunktes  schneiden  sich  16  mal  zu  zweien 
„aof  einer  Soitenflilche  des  von  den  4  Punkten  gebildeten  Tetraeders 
„und  gehen  12  mal  zu  vieren  durch  einen  Punkt  auf  einer  Kante 
„des  Tetraeders.^ 

II.  Das  Tetraeder  mit  Höhenschnittpnnkt 

Wir  haben  bei  der  allgemeinen  Betrachtung  über  das  sphärische 
Polarsystem  bereits  erwähnt,  dass  dio  Poltetraeder  dieses  Systems 
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solche  sind,  in  welchen  die  4  Höhcu  durch  einen  Punkt  geben.  Um- 
gekehrt können  wir  jedes  Tetraeder  AJJCD  mit  einem  Höheuschuitt- 
punkte  H  zu  einem  Poltetraeder  eines  sphärischen  Polarsysteras 
machen,  wenn  wir  onr  bestimmen,  dass  JJ  der  Mittelpunkt  des 
SyBtemB  and  das  oonstante  Prodnct  der  Hdlienabseliiiitte  die  Potem 
deneiben  sein  soU.  Alsdann  ist  es  möglich ,  in  einfacher  Weise  m 
den  bisher  bekannten  Sätzen ')  Aber  das  Tetraeder  mit  Hdhensehnitt- 
pnnlct  noch  andere  interessante  abzuleiten,  die  gleich  den  frflber  be- 
kannten recht  dentlich  die  Analogie  dieses  rftamlichen  Gebildes  mit 
dem  Dreieck  hervortreten  lassen. 

Indem  wir  nun  beachten,  dass  den  Eckpunkten  AliCD  des  Te- 
traeders mit  dem  Ilöhcnsclinittpunkt  If  in  dem  sphärischen  Polar- 
system die  ihnen  grgenüberliegendt'ii  Seiten  er,  /?,  7,  6  cutsprechen, 
erkennen  wir  sofort  die  Richtigkeit  der  foigeuden  Sätze: 

„Durchschneidet  man  die  Kanten  eines  Tetraeden  mit  HOhen- 
„schnittpQnkt  dnrcb  eine  Ebene  in  6  Punkten  nnd  flUlt  zn  jeder 
„Yerbindongsgeraden  dieser  Punkte  mit  dem  Hdbenschnittpaokt  H 
fjun  der  gegeaOberliegenden  Kante  die  Normalebene,  so  erhftit  man 
„6  Ebenen,  welche  dorch  einen  Pankt  P  gehen,  der  anf  der  Normalen 
nTon  ffznn  liegt.  Ist  Q  der  Schnittpunkt  dieser  Normalen  mit 
„dann  ist  QH*  i/P  gleich  dem  constanten  Prodnct  der  Hdhenabsdinitte 
„des  Tetraeders.** 

„Verbindet  man  eiut-n  Punkt  mit  den  Kauten  eines  Tetraeders 
„mit  Höhenschnittpunkt  durch  Ebenen  und  fällt  zu  denselben  aus  dem 
„Ilühenschnittpuukt  //  die  Normalen,  so  treflVn  diese  die  jedesma- 
„ligen  gegenüberliegenden  Kanten  in  ü  Punkten  einer  lObene  rr,  welche 

„normal  zu  der  Geraden  rJJ  liegt.  Ist  (l  der  Scliaittpunkt  dieser 
„Normalen  mit  dann  ist  PH.  JIQ  gleich  dem  constanten  Product 
„der  Uöüeuabschnittü  des  Tetraeders.'* 

„Yerbindet  man  eine  Gerade  g  mit  den  4  Eckpunkten  eines 
„Tetraeders  mit  Höhenschnittpnnkt  und  fftllt  auf  diese  Ebenen  vom 
„HOhenschnittpunkt  H  aus  die  Normalen,  so  treffen  dieselben  die 
„gegenflberliegenden  Seiten  in  4  Punkten  einer  au  $  normal  gelegenen 
„Geraden  g\  Die  kürzeste  Entfernung  dieser  beiden  Geraden  wird 
„durch  H  in  zwei  Abschnitte  geteilt,  deren  Prodnct  gleich  dem  con- 
„stauten  Product  der  HOhenabschnitte  ist*^ 


1)  Am  cingehtndften  •cheint  bis  jeUt  Vogt  in  einer  intereuaaten  wiiMil* 

scbaftHchcn  Rpilngc  xum  Progrninni  des  Fricdrichs-Gymnasinms  in  Breslan 
vom  Jahre  tSSl  da*  Tetraeder  mit  Uöhonicbnittpankt  uotorsncbt  su  hab«n. 
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Dem  Mittelpunkte  J/j  der  Kante  Aß  entspricht  diejenige  Ebene 
lig  durch  die  gegenüberü^endc  Kante        welche  normal  zu  der 

Geraden  M^H  ist  Ferner  bat  der  nnendüch  ferne  Punkt  auf 
der  Ooraden  AB  diejenige  Ebene  n  zu  seinem  entsprechenden  Ele- 
ment, welche  H  mit  CD  verbindet  Da  nan  aber  lf|  von  dnrch 
die  Eckpunkte  A  und  B  harmonisch  getrennt  ist,  so  sind  nach  die 
Ebenen  |ij  and  n  harmonisch  getrennt  von  den  Seiten  a  und  ß. 
Wir  haben  also  den  Sats: 

„Ist  in  einem  Totraciier  mit  Ilohenschnittpunkt  letzterer  Punkt 
..mit  der  Mitte  einer  Kaute  durch  eine  Gerado  verbunden  und  legt 
„man  zu  derselben  aus  der  gegenüberliegenden  Kante  die  Normal- 
„t'bi'iu'.  dann  ist  diese  harmonisch  getrennt  von  dem  Uöheoschuitt- 
„puukt  durch  die  Seiteudaciieu  der  lotzterea  Kante." 

Oder: 

„Legt  man  durch  eine  Kante  eines  Tetraeders  mit  Höhenscbnitt- 
,,puDkt  die  von  diesem  Punkte  durch  die  Seiten  der  Kante  harmo- 
„nisch  getrennte  Ebene,  so  trifft  die  Normale  derselben  aus  dorn 
„Huheuscbnittpuukt  die  gegenüberliegende  Kaute  in  ihrer  Mitte." 

Legen  wir  ferner  durch  eine  Kante  die  Mittelebene,  d.  b.  die 
Ebene,  welche  diese  Kante  mit  der  Mitte  der  Gegenkante  verbindet, 
dann  ist  die  von  dieser  £bene  durch  die  beiden  Seitenflächen  der 
Kante  harmonisch  getrennte  Ebene  parallel  mit  der  Gegenkante,  und 
es  trifft  die  Normale  aus  dem  Ilöhenschuittpunkt  H  zu  letzterer 
Ebene  die  gegenüberliegende  iiante  in  ihrem  Uöhoufusspunkt  Daraus 
folgt  nun  der  Satz: 

„In  einem  Tetraeder  mit  HOhenschnittpnnkt  triift  die  Normale 
„ans  diesem  Punkte  zu  einer  Mittelebene  die  gogenflberliegende 
„Kante  in  einem  Punkte,  welcher  von  den  Eckpunktenderseiben  dnrch 
„ihren  HOhenfnsspnnlct  harmonisch  getrennt  ist** 

Bestimmen  wir  nun  auf  jeder  Kante  den  Punkt,  welcher  von  den 
Eckpunkten  durch  ihren  Höhenfusspunkt,  oder,  was  daasclbc  ist, 
welcher  von  den  Seiteutiäclieu  der  Gegenkante  durch  den  Höhen- 
Schnittpunkt  des  Tetraeders  harmonisch  getrennt  ist,  so  erhält  man 
6  Punkte  einer  Ebene,  nämlich  der  Harmonikalehene  des  Höhen* 
Schnittpunktes.  Da  femer  diese  Ebene  in  dem  Polarsystam  dem 
Schwerpunkt  8  des  Tetraeders  entspricht,  so  folgt: 

JLs  ehiem  Tetraeder  mit  HOhenscfanit^unkt  steht  die  Hannonilod- 
„ebene  des  Höhenschnittpnnkts  H  normal  zu  der  Yerbindnngsgeraden 
„dieses  Punktes  mit  dem  Schwerpunkt  8.  Heisst  Q  der  Sobnittpnnia 
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„TOD  SH  mit  der  Harmonikalcbcne,  dann  ist  das  Product  SH,  HQ 
f^Idch  dem  Prodoct  der  HöheDabscbnitte  des  Tetraedera/^ 

Don  Höhcufussponktcn  der  Kanteu  cutsprecheu  dicjeuigen  Ebenen 
durch  die  Gegcnkanten,  welche  parallel  zu  den  ersten  Kanten  laufen, 
Qnd  die  Mittelpunkte  der  Kanten  haben  zn  ihren  entsprechenden 
Elementen  diejenigen  £benen  durch  die  Gegenkanten,  welche  durch 
die  Seitenflftehen  derselben  durch  den  HOhenschoittpunkt  harmonisch 
getrennt  sind.  Da  nun  in  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt 
die  Mittelpunkte  der  Kanten  und  folglich  auch  die  HOhenfusspnnkte 
derselben  auf  einer  Kugel  liegen,  welche  den  Schwerpunkt  zum 
Hittelpunkt  hat,  so  folgt: 

„Legt  man  durch  jede  Kante  eines  Tetraeders  mit  Höhenschnitt- 
„punkt 

„1)  die  Parallclebene  zur  Gegenkante, 

„2)  die  von  den  Seitenflächen  der  Kante  durch  den  Höbon- 
„schnittpuukt  harmonisch  getiünntc  Ebeuc,  so  erhält  man  12  Ebencu, 
»,welche  von  einer  Rotationsfläche  II.  0.  berührt  werden,  die  den 
„Uöhenscbnittpankt  zu  einem  Brennpunkt  und  die  Uarmonikalcbene 
„desselben  za  der  zogehörigen  Leitebene  haV 

Die  Punkte,  in  welchen  die  Berahmngsebenen  einer  Rotations- 
fläche IL  0.  von  ihrer  Normalen  aus  einem  Brennpunkt  getroffen 
werden,  liegen  anf  einer  Kogel,  welche  mit  der  Fläche  den  Mittel- 
punkt gemeinsam  hat.  Da  nun  in  nnserm  Falle  die  Ebenen  der 
ersteren  Art  von  ihren  Normalen  aus  dem  Höhenschnittponkt  in  den 
Höhenfosspnnkten  der  Kanten  getroffen  werden,  so  liegen  auf  der 
durch  diese  und  die  Mittelpunkte  der  Kanten  gehenden  Kugel  anch 
die  Schnittpunkte  der  Ebenen  zweiter  Art  mit  ihren  Normalen  aus 
dem  Ilöhenschnittpunkt.  Indem  wir  noch  vorausschicken,  was  gleich 
bewiesen  werden  soll,  dass  der  ilöhenschnittpunkt  des  Tetraeders 
zu  dem  Mittelpunkt  IJ  der  umgeschriebenen  Kugel  bezüglich  des 
Schwerpunktes  S  symmetrisch  liegt,  so  künucu  wir  nun  folgenden 
Zusatz  zu  dem  letzten  Satze  bilden: 

„Die  Botationsflftche  hat  den  Schwerpunkt  des  Tetraeders  sum 
„Mittelpunkt  und  den  Höhenschnittpunkt  und  den  Mittelpunkt  der 
„umgeschriebenen  Kugel  zo  Bnmnpnnkten/^ 

Ferner  erkennen  wir  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

„In  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  liegen  die  Ponkto, 
„in  welchen  die  Verbindongsgeraden  des  Höhenschnittpunktes  mit 
„den  Mitten  der  Kanten  von  ihren  Normalebenen  ans  den  jedes* 
„maligen  gegenttberliegenden  Kanten  getroffen  werden,  auf  derselben 
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,,Kagcl,  welche  auch  durch  die  Mitten  der  Kanton  and  die  Hölieii- 
„fnasponkte  denelben  gebt** 

Nach  dem  im  ersten  Abschnitt  (S.  370)  dargelegteu  Satze  von 
Monge  liegt  in  jedem  Tetraeder  bezüglich  des  Schwerpunktes  S  der 
Mittelponkt  ü  der  umgeschriebenen  Kugel  zu  demjenigen  Punkte  H 
symmetrisch,  durch  welchen  die  aus  den  Mitten  der  Kanten  normal  zu 
des  Gogeukanten  gelegten  Ebenen  geben.  Wdl  nnn  aber  bei  einem 
Tetraeder  mit  HOhensebnittpmikt  je  3  Gegenkaoten  nt  einander 
normal  sind,  so  enth&lt  die  Ebene,  welche  normal  ni  der  einen 
Kante  durch  die  Mitte  der  Oegenkanto  gelegt  wird,  die  letitere 
Kante  gaas,  und  somit  erkennen  wir,  dass  bei  diesem  besonderen 
Tetraeder  der  Punkt  H  identisch  ist  mit  dem  HAbenschnittpnnkt 
Es  ist  also  jetzt  gezeigt,  was  wir  vorhin  als  erwiesen  annahmen,  dass 
in  einem  Tetraeder  mit  Höhenscbnittpnnkt  die  Strecke  zwischen 
diesem  Punkte  und  dem  Mittelpnnkte  der  omgeschriebenen  Knge 
dorch  den  Schwerpunkt  halbirt  wird. 

Die  Mittelpunkte  der  oberen  Ilöhenabschnitte  seien  mit  Jj,  B^y 
Cf,  Dj  bezeichnet.  Dann  ist  das  Tetraeder  A^li^C^D^  mit  dem 
Tetraeder  ABCD  ähnlich  und  ähnlich  liegend  in  Bezug  auf  JI  als 
tasaeren  Aebnlicbkeitspunkt.  Denn  jo  zwei  entsprechende  Kanten 
s.  B.  A^Bf  und  AB  sind  zu  einander  parallel  nad  stehen  in  dem 
Yerhaltaiss  1:2.  Der  Mittelpunkt  b\  der  dem  Tetraeder  A^  C\  Dt 
umgeschriebenen  Kugel  ist  der  Mittelpunkt  der  Strecke  üHy  also 
identisch  mit  dem  Schwerpunkt  8  des  Tetraeders  ABCD,  Folglich 
gilt  der  Sats>): 

„Die  Kogel,  welche  durch  die  Mitten  der  oberen  Huhenabschnitte 
„eines  Tetraeders  mit  Höhenschnittpunkt  geht^  hat  den  Schwerpunkt 
^des  Tetraeders  zum  Mittelpunkt  und  ihr  Radius  ist  gleich  der 
„H&lfte  von  dem  Radius  der  umgeschriebenen  Kugel.** 

Da  nun  in  dem  sphärischen  Polarstem  dem  Mittelpunkt  eines 
oberen  Höhenabecbnittes  die  zu  dem  Höhenschnittpunkt  bezüglich 
der  zugehörigen  Seitenfläche  symmetrisch  gelegene  Ebene  entspricht, 
so  gilt  der  Satz:  Legt  man  zu  jeder  Seite  eines  Tetraeders  mit 
Höhenscbnittpnnkt  diejenige  Parallelebene,  welche  mit  dem  Höhen- 
sdinittpunkt  bezflgUch  der  zugehörigen  Seitenfläche  qrmmetrisch  liegt, 
so  erhftlt  man  4  Berflhrongsebenen  einer  Botationsfliehe  II.  0., 
welche  den  Höhensehnittponkt  zu  einem  Brennpunkt  nnd  dessen  Har- 
monikalebene  zur  Directrizebene  hat 


1)  Tgt  aocb  VQgt  f  S. 
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Wir  benutzen  mm  noch  folgenden  Satz  und  verweisen  bezüglich 
seiner  Ableitung  auf  §  lü  der  erwähnten  Arbeit  von  Vogt: 

„In  jedem  Tetraeder  mit  HöheDBchuittpnnkt  liegen  die  Schwor- 
,,pnDkte  aod  die  HdhenBchnittpiiQkto  der  ScitenfiftcheD  aaf  einer 
„Kogel,  deren  Hittelponkt  F  auf  der  Verbindongsgeraden  der  Punkte 
„JSr  und  ü  liegt** 

Von  diesem  Satzo  führt  uns  das  sphäriscbo  Pularsystem  sofort 
zu  folgeudem: 

„Legt  man  doreh  die  Ecken  eines  Tetraeders  mit  HOheaschnitt- 
,4»nnkt  die  Farallelebenen  an  den  gegenAberliegonden  Seitenflächen 
^und  die  Normalebenen  zu  den  Verbinduugsgeraden  des  Höhenschnitt- 
„pnnktos  mit  den  Schwerpunkten  auf  den  gegenllherliegenden  Seiten- 
f^flichen,  so  erhilt  man  8  Ebenen,  welche  eine  BotaUonsflftche  II.  0. 
„bertthren,  die  den  Höhenschnittpunkt  zu  einem  Brennpunkt  bat,  and 

leeren  Mittelpunkt  auf  der  Geraden  Hü  liegt 

Da  nun  diese  Ebenen  von  ihren  Normalen  aus  dem  Höhenschuitt- 
punkt  in  den  Punkten  einer  Kugel  getruifen  werden,  und  4  von  diesMl 
Punkten  die  Eckpunkte  dos  Tetraeders  sind,  so  folgt  weiter: 

„Verbindet  man  in  einem  Tetraeder  mit  Ilölienschnittpunkt  den 
„Schwerpunkt  einer  Seitenfläche  mit  dem  Ilüliciischnittpunkt  des  Tc- 
„traeders  durch  eine  Gerade,  so  wird  dieselbe  von  ihrer  Normal- 
„cboue  aus  dem  gegenüberliegenden  Eckpunkte  in  einem  Punkte  der 
„dem  Tetraeder  umgeschriebenen  Kugel  getroffen/' 


Ist  in  einem  sphärischen  Polarsystcm  ein  Tetraeder  mit  dem 
Ilöheuschuittpunkt  //  gegeben,  und  fällt  letzterer  Punkt  nicht  mit 
dem  Mittelpunkt  M  des  Systems  zusammen,  dauu  ist  das  reciproke 
Tetraeder  nur  dann  von  derselben  Art,  falls  M  auf  einer  Höhe  des 

ersten  Tetraeders  liegt.  Ist  z.  B.  ^f  ein  Punkt  der  Höhe  AH,  dann 
entspricht  der  Kante  Ali  in  dem  reciproken  Tetraeder  eine  Kante 

A' Ii',  welche  normal  zu  der  Ebene  ABU,  also  parallel  mit  der  Kante 

CD  ist  Die  letzterer  Kante  in  dem  reciproken  Tetraeder  entspre- 
chende Kante  C'D'  ist  normal  za  CD,  also  auch  zu  A'B*.  Ebenso 
erkennt  man,  dass  auch  die  Kauton  A'C'  und  B'D'  zu  einander 
normal  sind.  Das  Tetraoder  A'B'C'n'  hat  also  2  Paaro  zu  einander 
normaler  Gegcukauten,  folglich  schneiden  sich  seine  Höhen  in  einem 
Punkte  //'.  Zugleich  aberzeugea  wir  uns  von  der  Richtigkeit  des 
folgenden  Satzes: 
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yNimmt  man  in  einem  Tetraeder  mit  HOhenschiiittpankt  auf  einer 
«Höhe  desselben  einen  Punld  3/  an  und  legt  za  den  Yerbindangs- 
„geradcn  dieses  Punktes  mit  den  Eckpanktcn  des  Tetraeders  in  ihren 
niwdten  Schnittpunkten  mit  der  umgeschriebenen  Kugel  die  Nurmal- 
„ebenen,  so  erhält  man  ein  Tetrader,  dessen  Höhen  durch  einen 
nPnnkt  geben,  der  auf  der  gemeineamen  Höbe  beider  Tetraeder  liegt" 

Aber  andi  dann,  wenn  M  nicht  anf  einer  Hohe  des  Tetraeders 
ABCD  Hegt,  ist  das  redproke  Tetraeder  A'B*C'jy  noch  Ton  be- 
waderer  Art  Wir  nnterlaasen  es,  seine  Eigenschaften  hier  näher 
amngebea;  dieselben  ergeben  sich  wieder  am  ein&chsteii  dnrch  red- 
ffoke  Uebertragnng  deijenigen  des  Tetraeders  mit  Höheaschnittpnnkt 
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Anwendung  des  Taylor'Bchen  Satzes 
zur  Bectification  der  BUipse  und  zur  Gomplanation 

des  Ellipsoids. 


Von 

Herrn  C.  Benz, 
Lehrer  in  LsdMBwelde. 


Beaoichnot  a£(e,  <p)  einen  Ellipscnbogcn ,  a  die  halbe  grosse 
Achse,  f  die  numerische  Excentricität,  <p  den  Wiukel  des  Bogens, 
von  der  kleinen  Achse  an  gerechnet,  so  ist 

»-OTsV'H- — 5| — V* 

(16«* -6Ü«*  4-45««)  - 
 7l  ^ 

.  (64«ä— 1008«* +  2520««  — lö7ö«8)  , 
+  ÖT  

(256«»  — 16320«*  4- 105^40««  - 189000««+ 99225«^«)       ,  \ 
 jl^  9 

Kach  dem  Taylor^schen  Satse  ist  nftmlich,  wenn  wir  £((,9)  knn  mit 
F(^)  nnd  die  aufeinanderfolgenden  Differentialqnotientea  von  F(f) 
nach  9  bezflglich  mit  -P(,)',  F{f^  1.  s,  w.  beaeichnen, 

Ans  der  Gieichoag  der  Ellipse 

c=sa8in9,     y  =  5coa9 

folgt  nan 
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also  ^ 


folglich 

ferner  '^^-^ 
=  yi-«»8m«9,     F(,=o/  -  0 

^i9y"  -  -  - — rn"^'    ^«^"  -  0 

(1  — «*8111*9)» 

jr,^»m  — f *  sin V  cos'y 

jTj^j»  —  ^*  (cos'  <p  —  sin'y )    22g*  sin*  y  cos'y  —  3g  ^  (si    y  4-  cos*  y) 

^  18i^(rin*  y  cos*  y  —  sin*  <p  cos*y) 
(1— f»8la«y)l 

16i*8in*ycos*y  r     ^  t  0-4 

(1  — t*8iii»y)i 

_      ISt'gin  y  CO8  y  ,  60t*  (rin  y  cos»  y  —  gin»  y coa  y) 
(l-««8lB«y)^  (1  -  ««siii^y)! 

,  210 sin^ y  cos^ y  —  45  g^(siii    cos^ y siu^  y  cos  y) 

(1  —  f«  8in«y)i 

1 60  8*  (ai  n'  y  cos*  y — sin*  y  coa*  y) 

(1  — g«8in»y)i 

106t"BiB*ycogfty       ,^      „  a 
 (l-t«sin«y)!  '      ^^'^'^^  " 
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(l-««8in>9)* 

_^  6Ut*(8in^y4-cot*^  —  6sin»  qp  cos*  q>)  —  16t*8in*y  cos'y 

_^  i086<*(8inVcoB^y  —  Bin^y  cos^y)  --45g*(co8*^y  -  sia'^y) 

(1  — ««8m«9)§ 

^  2550t^giB*y eo8*y — 675g»  (sin*  <p  cos^  y  -|-  sin^y  cos^y) 

(1  — f«gin»y)? 

_  lOSQg'o  (8in*y  cosV  —  ginV  cog*y)  -  625«'Q(aiu*y cos*—  sio^ycoi»*») 

945    sin*  y  cos''  y  cos®  o) 

 i    ,  Tv  — •   16i«+60i«- 46H 

(1  —  f'sin'y)  s 

und  abgekürzt: 

_  64<«  sitt  y  cos  y    1006t*  ain  y  cos'y 
^''^     "  (l  ~  ««sm«  y)i      (1  —  f  «sittV* 

2520t*' sin  y  COS"' y     iö7öf*8in  y  cos«  y 
(1  —  8*810*9)1         (1  —  c*Btn*y)i 

-P(y^o)'^  -  64«»  — 1008c*  +  2520c«  ir>75£8 

u.  s.  w. 

Setzt  man  die  Werte  von  -F(y=o),  -F(f=0)^'  u.  8.  w.  m 

dio  Taylur'schc  Reihe  für  aE(t^  9»)  aF(y)  ein,  80  erhAlt  man  die 
oben  angegebene  Reibe  1). 

Für  den  EllipBenqnadranten  erhalt  man 

in  "\        f'*  /«V,  (4c«-3c*)/7r\ö 

60c 
71 

n 

nnd  für  den  Grenzfall  c  »  1,  9  =  2 

-0.3 -U"-¥+f -¥+•••! 


(168«  —  60c*  -M5«^)  ^^^^  I 


asiUg  —  a 
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Au  deo  5  ersten  Gliedern  der  Reihe  III)  erhält  män  a  —  1,0000036a, 
tu  den  6  enteo  a  =  0,999 99d9a. 

Da  (p)  eine  stetige  Fuuctioo  von  £  uud  <p  ist,  und  Reihe  I) 
ftr  die  grtaten  ood  kleinsten  Werte  von  £(s,  q»)  convergirt,  so 
mm  sie  nach  f&r  tlle  dsxwisehon  liegenden  Werte  convergiren. 

Anmerkung.  Den  directeu  Beweis  für  die  Convorgcnz  der 
Reihe  I)  vermag  Verfasser  nicht  zu  erbringen.  Ebenso  ist  es  dem 
Vtrfassor  nicht  gelungen,  in  A„  für  den  grösston  Coefficienten  der 
bezügiicheu  Potenz  von  i  ciuo  ollgemoiuo  Furmel  bohufs  Uerleitaog 
der  Convergenz  zu  hudeu. 

ün  bei  solchen  Werten  von  s,  welche  sehr  nthe  bei  1  liegen, 
bei  der  Snmmimng  der  ersten  Glieder  eine  grössere  Genanigkeit  für 
den  Näherungswert  xn  erhalten,  addire  man  in  Reihe  I)  sin 9  i^nd 
nbtrahire  die  Sinnsreihe;  man  erhält  dann 

,  l-(lCt^-6Qg*+i6<*)   ,  \ 
+  -  j^-^.— 9'-...  ) 

Das  Integral  /   ,  lässt  sich  ähnlich  wie  das  In- 

</  a(l  -<ssin*9)s 

tagrsl  a ^Jy  l  ^    tUn*  q>  ä(p  entwickeln.  Fttr  das  zweifache  Integral 

f  f 

^  I  dtp  I  Vi  — i'sin*7c<^  erhält  man 

9 


r  r, — s   iv*  A  •  (4«*— 3«*  .  \ 

aj <upjvizr^üii^ ^9  -  a  ^2  -1:2,3. 4 H 

For  c  —  1  wird  diese  Reihe  —  a(l  —  cos  9)). 

Himmt  man  in  Gleichung  I)  links  und  rechts  den  Differential* 
qsotienten  nach  9  und  dividirt  beiderseits  durch  a,  so  erhält  man 

VI— t'sin^v«!  — 2  H  jj  V*  — 

Anmerkung.  Die  Convergens  dieser  Beihe  lässt  sieh  ebenso 
vis  die  Conveigenz  der  Beihe  I)  beweisen.  Fär  9  «  0  wird  dieselbe 
-  1,  für  <  —  1  wird  sie  —  oos^,  für  t  =s0  wird  sie  ebenüaUs  1« 
eoitvergirt  also  für  den  gritasten  und  kleinsten  Wert  von  t. 
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Will  man  nuu  beispielsweise  iu  Reihe  I)  aar  die  eratea  6  Glieder 
berttdnicbtigen,  so  setso  num 

V  Vi  -  .«s,o-9  -  ii-r2  n+i'äXTil 

 eTu  ^ 

Addirt  man  nun  in  Reiho  I)  den  Ausdruck  ^  and  «ub- 

trahirt  die  demselben  gleiche  Reihe,  so  erhftlt  man 

aMt,»)-«|  n  ^-0x11^" 

,  6(4f2— 3«*)        4(16«='— G0£^  +  4ö««)  - 

+~ö!.ii~'^  TTrn  ^ 

,  2(GU-     l()08f«+2520£C  -  lOTf»*)  „ 
+  gyyii  —  9>^ 

-0  +  ...} 

Setzt  man  in ^ Vi  —  t»  sin«  9  dtp 

sin  9>  —  AB 

also 

und  entwickelt  letzteren  Ausdruck  nach  dem  Taylor'schen  oder,  was 
bequemer  ist,  nach  dem  binomischen  Satze,  so  erhftlt  man 


-i-   2  1«.7  % 

,  6.6.7.8(3.6.7  ->60f«-18g*~l2g<— 15»«) 

2*.9I  *^ 

,  101(1.3.6.7.9  - 525tg—  1 50t^—  «JOc« -  7ü£"—  105g'<>)  .  \ 
»  ÖI2MU  +•••) 
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Das  nie  Glied  dieier  Reihe  ist  inmer  kleioer  alt 

K«+l)       (2»  — 2)|1.3.5.7  ...  (2» —3)^ 
oder  kleiner  als 

(2n-2 )]  (»-D» 


das  n  -|-  1  to  Glied  kleiner  als 

(2n)!N* 


nl2-(2ii4.|)l 

also 


ftr  «-CD,  gleich 

«e  Reihe  eoB?ergirt  also.  Far  t  -  0  geht  dieselbe  fiber  In  aresin  m 
ftr  ff  «.  1  in  «.  Entwickelt  man 


0 

.9 


ebeuso  wie      Vi  -<>sia>9  <<9  in  Gleichung  I),  so  erh&lt  man  in 

0 


den  Gliedern  der  Reibe  Ansdrflcke  von  der  Form 


nu-P 


2p- r 

Für  i       werden  dieselben  Fttr  Werte  von  t,  welche  nahe 

bei  1  liegen,  wQrde  also  die  Reihe  nnbranchbar  sein.  Sie  ist  des. 
bsib  inr  Rectification  der  Ellipse  nicht  geeignet,  nm  so  flBr  ^  den 

Aosdrock  |  einzuführen  and  die  Reihe  I)  für  den  GrcnzfaU  auf 
n 

|-  sn  rednclren. 

Fuhrt  man  in  die  Reihe  I)  statt  des  Winkels  tp  die  geographi- 
tehe  Breite  ^  ein,  so  ist 

^cotg^  =  - tgtf;,  V  —  arccotglyi— «Mgi|;|  — /? 
bt  nnn  gegeben 

1)  a£(«,  Ä)  -  • 

2)  «E(ff,  ft)  -  a:+l| 

3)  aB{t,      -  m+t^ 
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wo  ßi  <^  ßi  K  ßsi  und  diese  Grössen,  sowie  /j  und  1^  bekannt  sind, 
so  erhält  man  nach  Elimination  von  r  unil  n.  wenn  für  c  der  rich- 
tige Wert  eingesetzt  ist,  eine  Gleichung  von  der  Form 

wo 


L,  -    _  /J,  -  ^  ^  (ft,»  -  ^,  3^  _j_ 


^  -  ^9  -      17278  (V-^»'>+ . 

Der  Wert  von  e  lässt  sich  durch  Versuche  und  luterpolatiou  be- 
stimmen.  Ist  £  gefuuden,  so  hat  mau 


a 


Ist  2,  und      für  die  Meereshühc  h  gegcbeu  und 

--^ 

gefondeu,  so  ist 

a  =    —  h 

Ist  z.  Bw  gegeben         —  70<»  40'  11,23" 
It  —  1370,  2159ihn         ^,  =  58  22  47,56 
2i»145l,5730i»i        ^  —  45  20  2,94 


also 


so  ist 


wenn 


/3,  -=  19  23  27,63 
/^jj  ==  31  42  25,11 
/ja-44  45  46,93 

0,214  817^ 
0,227  574  788 

c  «  0,082  235 


gesetzt  wird,  ferner 

log    - log     =0,  0;*00052. 

Anmerkung.  Die  benutzten  Daton  sind  dem  Werke  des  Herrn 
Pr.  Martus,  „Astronomische  Geographie",  Leipzig,  Koch's  Verlags- 
bnchhandluog,  entnommen. 

Die  gewöhnliche  Berecbming  tou  s  ans  den  Krflmraangsradieo 
dnes  Meridians  und  den  bezttgUchen  Breiten  ist  allerdings  weit  be- 
quemer und,  da  wogen  der  Kleinheit  Ton  s  die  Bogen  des  Meridians 
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von  den  Bogen  der  etitsprcchendon  Ki  Qmmangskreisc  oomcrklich 
verschiedea  sind,  auch  binreicbeud  genau. 

Das  DiiEereatial  einer  krommeD  FUche,  weichet  nutn  aoch  ras 
der  Berechnung  eines  PAnUlelogramms,  dessen  msamnienstossende 

Seiten  y(«te)M- und  y(<'y)*+W  nnd  dessen  Diagonale 
y(<fe)'-)>(diy)'+  (dMg—dM^)*  ist,  erhalten  kann,  ist 

die  Oleiehnng  dea  dreiachsigen  EUipBoids  ist 

z* 

Berechuel  man  aus  dieser  Gleichung  die  Differentialquoticntcu,  setzt 

und  führt  Polareoordioateo  ciu,  so  erhält  man 

  U    {(1— «*)>/'sip^;t-f  f'co**li''^  i 

;o«(l-«*) 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  r  entweder  nach  dem  Taylor- 
sehen  oder,  was  bequemer  ist,  nach  dem  biuomiscluu  Sut/e,  so  er* 
hftlt  man,  wenn  man  im  letxtoren  Falle  nach  r  iutogrirt  und 

setst, 

X     . .  ^     t(l~i')V8iny  Wii  ^,  .  i 
J    V""       1.28.4  •^■T*  2^6!  *^ 

0 

PH  ""^ 

4-'^^|-ll.3.öJjJ»-(l.3.ö«»4-3.4««/3'^+2.3.3oV*+1.3.4.5ft*/3«j)r><> 

4-^|^j^ll.3.ö.7.9/f»«-(1.3.ö.7a'0-fl.3.ö.öa«^*-|-1.3.3.2.öaC/J* 
Ank  i.  Ib«h.  «.  Fliy«.  t.  n*ili«,  T.  f  OL 
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Setzt  man  nun 

h  I  

.  .  g'gin'y  .  6*cos*y         a\\  —  i*)  cobV 

•0  geht  das  letste  Integral  ober  in 

wo 
and 

ist  Der  Ansdnick  ist  also  leicht  m  iategriren. 

Die  Reihe  Y)  convorgirt  zunächst,  wie  ans  den  Bedingungen  der 
Gültigkeit    des    binomischen   Satzes    hervorgeht,    wenn  sowd 

da  man  aber  nach  dem  Taylor'schen  Satze  dieselbe  Reihe  ohne 
Integration  nach  r  erhält,  weil/(r,jf)  sowol  für  r^O,  als  auch  für 

9  —  0  Terschwinden  mnss,  ebenso  ^^j^  für  r  s  0,  so  oonTeigirt 

dieselbe  auch  noch,  wenn 

ist  Da  sowol  i}  als  nach  C  ^  1«  so  ist  diese  Bedingung  erfilUt 
Das  «te  Olied  der  Reihe  Y)  —  il«.^^)  ist  immer  kleiner  als 

/2||  l)!ln  1)* 

0i--i)12^^(&») J  ^'  8*^^  Grcnzfail  und  f ür  n  = 

An\\.<P  1  ... 

FOr  f  -0,  (  — 0,  9»0  wird  die  Beihe  V) 

,    f .  ,     1    ,        3  _I5  105  \ 


00 
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—  aV»  Wie  sich  aug  /    /  ^Y""^-  ergibt 


Anaieriniiig.  Bas  Integral  für  den  Teil  der  OberflAciie  des  Bo- 
titionieilliMoids,   welcher   vom   Winkel   tp   nm&sst  wird,  ist 

f 

^  ^  /  Vi  — c'sln*9C08^<lip.  Setzt  man  nnn 


cos  Mf 


cos*«//  . 

c/^     U.  8.  W. 

0 

Fir       1,        1  wird  die  Reihe  V)  —  oft  |. 

flirf  —  0,       l^i}  —  !  wird  sie  o« 
ffir  f  —       1  wird  sie  —  a 

FOr  9  =  ^  erhalt  man  in  den  GreasCUten  jt  der  Oberfläche 
<icT  Kugel  —  a'^,  rosp.  ^  der  Oberfläche  dos  UoUtiouseUipsoids 


n  jVl  — «*  arcCsinf)) 


n  n 
eioea  Ellipseiiquailrauteu  "-"'(^^  rcsp.  eiuen  Krcisqaadrantcn  '^o'^  * 

Nähert  sich  Beihe  V)  einer  dieser  Grossen,  so  kann  man  letstm 
n  der  Beihe  addiren  und  die  der  addirten  Grosse  entsprechende 
Seihe  sabtrahiron,  nm  bei  der  Snmmimng  der  ersten  Glieder  fftr 
den  Nftherangswert  eine  grossere  Genaniglceit  an  erhalten. 
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XVIU. 

Die  Ciirven,  welche  von  Punkten  von  Kegel- 
schnitten, die  sich  ohne  zu  gleiten  längs  anderer 
Curven  wälzen,  beschrieben  werden. 

Von 

H.  Ekana. 


AllgMieiM  FonMli. 

In  der  ZeilBchrift  Nonvelle  oorrespondance  mAthöinatique,  Tome 
II  Qnd  in  hat  Brocard  getnebtet  die  EigeoaehafteD  der  Canre,  welche 
ein  Punkt  dnrchlftaft»  fett  mit  einem  Kegelschnitte  Yerbnnden,  weicher 
lieh  ohne  an  gleiten  eine  gerade  Linie  entlang  wftht,  zn  finden.  Ich 
hahe  venncht  die  Betrachtnngen  fiber  diese  Cnrven  allgemeiner  an 
machen,  indem  ich  den  beschreibenden  Pnnkt  nicht  nnr  anf  den 
Haoptacbseu  wählte  nnd  auch  einige  Falle  nnteraachte,  bei  wdchen 
die  Directriz  Iceine  gerade  Linie  ist. 

Die  gesuchte  Curve  wird  bestimmt  in  einem  geradwinkligen 
Coordinatensysteme,  in  welchem  auch  die  Directrix  gegeben  ist  Das 
Coordinatensystem,  in  weldiem  die  Generatriz  bestimmt  ist,  iat  im 
allgemeinen  schiefwinklig  und  ftndert  seine  Lage  in  Besag  som  gerad* 
winkligen  Systeme.  Zwei  conjugirte  Achsen  sind,  wenn  die  Oeneratrix 
tin  Kegelschnitt  ist,  die  Achsen  nnd  zwar  so  gewfthlt,  dass  der  be- 
schreibende Pnnkt  anf  der  ^' Achse  lingt.  |  nnd  i;  sind  die  Coordi- 
naten  eines  Punktes  der  Directrix ,  welche  vorUnlig  willkOrlich  ge- 
nommen wird,  in  dem  festen  Coordinaten^steme.  Die  Eutfemnng 
des  boschroibeDden  Pnuktos  von  dem  Coordinatenanfang  sei  j».  |  nnd 
if,  I'  nnd  V  sind  die  Coordinaten  des  Berfibrnngspunktes  der  beiden 
gegebenen  Curven  in  jedem  Coordinatensysteme.  Die  von  dem 
Punkte  beschriebene  Cunre  wird  ?erschicden  sein,  je  nach  der  Seite 
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der  Directrix,  an  welcher  die  Genoratrix  sich  wälzt.  Die  Normalen 
im  Berührungspunkte  au  beiden  Curven  gezogen,  können  eine  in  der 
andern  Verlängerung  oder  zusammen  fallen.  Enteres  ist  in  Fig.  1, 
letzteres  in  Fig.  2  vorausgesetzt 

P  und  P'  sind  die  besebrelbeDdea  Punkte,  PE  und  P'^  sind 
die  l'Achseii  des  KegelsebDitlea,  BE  ood  BEf  sind  die  Normalen 
an  dem  Kegelschnitte  in  den  Prallten  B  nnd  jr*  welche  die  Berahmogt- 
puikte  ftind. 

0  und  o'  sind  die  >^'inkel,  welche  die  geniciusamc  Normale  mit 
der  'i  und  mit  der  ^'Achse  macht 

In  Fig.  1  ist 

Wkl.  DBE=  »-.tf'+180<» 

Wkl.  DBC  ^  ö)  -  a  -  ö'+900 

In  Fig.  2  ist 

Wkl.  D'B'E'  =  »  — ö'-f-18(y> 
Wkl.  Z>'Z^'C'=  900-(ff~a'+a») 
WkL  £'P'P'  —  90»— (tf-e^ 

Folglich  ist  fttr  Fig.  1 

mm         Vc08(ö4-ö'— »)  — (p~^'')COS(a-f  O 

90  -  fl+Vria{tf+«*-«)-(p-S')»in(tf+«') 

und  für  Fig.  3 

-  $  —  i?'co9  { a  -  (a'—  «)  I  +  (p  —  I')  COS  (tf  -  a') 

-  ij-Vain {«-(«'-••)J+(ji-S')»in(*--<'')  ^  ^ 

:r  and  y  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  gesachten  Comn 
Aus  diesen  Formeln  folgt,  wenn  wir  m  nnd  y  naeh  dem  Bogen  der 
Generatrix,  welcher  dem  dnrehlanfenen  Bogen  der  Directrix  gleidi 
ist,  diiferentiiren: 

±f  ^■(•±«'IT(j'-r)eot(.±«')  }^^±^} 


Digitized  by  Google 
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In  diesen  Formeln  so  wie  im  Folgenden  haben  die  obcnsteliciidcn 
Zeichen  ßcziebnng  auf  den  Fall,  dass  dio  Normalen  eine  in  der 
andern  Verlängerung  fallen;  dio  UDteostehcudeu  hingegen  auf  den 
Fall,  dass  sie  zusammeDfalleD. 

Nun  ist 

weil  dio  Normalen  an  den  gegebeneu  Cunrcn  nach  dem  KrOmiDiiogs- 
mittelpankt  gezogen  werden.  Ebenso  ist 

C08(tt  —  «*)—^8m»  und   cos«*—  —  sm« 

Man  bat  also 

d»  _  C08<j'cOS{<Ji:(<T'  -  (O)}   ,  C08(m  — tf')C08(ö±ö') 

^-8ina+  ^—  ^±  ^  

d»  —cosa'sin  j(y±(ö'~io)}  ,  co8(«i»— ö')sin(tfiö') 

-7- cos  9  +  T  T  .       '  '  -  ■ 

d§  ^  sm«  8inc0 

±  (1^  ±      }     cos  I  (T  ±  (0 '  -  a>) }  -  (p  -  i")  cos  (<j  ±  a')] 

Folglich 

5  -  T  {    ± '^1  h'Bin |<i±(«'- •»))  -  (i»-$')8iB {c± •')] 

(H) 

*  =r  ±  I  ^'±'^  I  h'cos  {a±(a'-  «,)!  -  (p  -  i')c08(a±O] 

'  Sei  T  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  der  gesocbten  Cnrve 
mit  der  JTAchte  macht,  so  ist: 

dy  I a  +  (0'  —  w) }  -  ip  —  :^')cosia±a')  ..^ 

Ist  £  der  Winkel,  welchen  die  Normale  der  gesnchten  Oorre 
mit  der  JTAchse  macht,  so  ist 

du 

MS  ^ 

Nennen  wir  die  ver&nderlichen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Nor- 
male ri  nnd  yj,.so  wird  die  Oleichnng 

(«-*i)tg2;  =  (jr  -yi) 

oder 
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was  nns  lehrt,  dass  die  Normale  der  gesuchten  Curve  immer  durch 
den  BerühruDgspunkt  der  gegebenen  Curven  geht,  was  auch  zu  er- 
warten war,  weil  dieser  Punkt  das  Momentancentrum  ist.  Aus  dieser 
Eigenschaft  folgt,  dass  wenn  au  jeder  Seite  der  Directrix  sich  dieselbe 
Corvo  walzt,  bei  demselben  Punkte  der  Directrix  anfangend  und  mit 
demselben  beschreibenden  Punkte,  die  Tangeuten  in  zwei  entsprechen- 
den Punkten  der  entstandenen  Cur>Tn  und  an  der  Directrix  im 
Berührungspunkte  gezogen,  einander  in  einem  Punkte  schneiden. 

Ein  Teil  der  Nonoale  liegt  swisohen  dem  beschreibenden  Pankte 
und  dem  BerflbnuigspQiikte.  NemiMi  wir  diesea  Teil  Ip,  ao  iat 


Wir  können  auch  den  Krammnngsradias  P  in  jedem  Pankte  der  ge- 
sachten  Cnrve  bestimmen,  wof&r  wir  die  bekaante  Formel  gebnueben 


B  ±  Vow  f  tf  ±  (•'-•)}  T  ( p  -  r)  C08  (.  ±    -  r,]  tg  ir  - 

iy  ±  17*  8in  I  o  ±  (o'—  ©)  +  (;)  —  i')  sin  (o  ±  o')  —  yi 

Kacb  Sobstitation  des  Wertes  for  tg£  finden  wir 

(|-x,)tg^-»/-y, 


dißd9  di^dt 


T(^±^yCVcoii«±(e'-.)J-(i»-r)«)s(*±a')] 


ffly 
dt» 


T  (^^±^yh'«iiiJtf±(«'-«)}-(i»-5')«ia(*±*')] 


FolgUcb 


(da     da'\*         /de  d0'\» 


oder 


Digitized  by  Google 


392    £kama:  Die  Curvtn,  wicht  von  I^IOtm  90»  KegtUekmitUmf  «Im 


P  =-  7   (IV) 

±|i,'cos(«'-.«)-(f,-^')co««'|  .7^5.1^^^+*' 

in  welcher  Formel  q  und  q*  die  KrOmmaogsnidieii  der  beiden  ge- 
gebenen Curvon  im  Berübrangsponkte  sind. 

Um  den  Winkel  f,  welchen  die  Normale  der  gesuchten  Curve 
im  Berührungspunkte  mit  der  Tangente  ao  der  iJircctrix  machte  za 
bestimmen,  babcu  wir: 

cotgf  tg(0-£)  -  ±,'c^(o'-«)-(p-4')cMe^ 

oder 

t;'  cos  (g*  —  (o)  —  (p  —  i')  cos  a' 

"  "  yiv'H-<i»-r)«-2ir(i»-r)co8«} 

Folglich  wird  jetit  ■) 


P- 


Die  Curve  wird  einen  Wcndepunlit  haben,  wenn 

*-±^;^8in«  (V) 

Berühren  die  beiden  gegebenen  Curven  einander  inwendig,  das  heisst 
fallen  die  Normalen  zusammen,  so  wird  P=0  fUr  9  g'i  die  ge- 
sucbto  Curve  hat  eine  Spitze. 

FQr  die  Längo  eines  Bogeneleoientos  finden  wir 

t  -      .'(,"+<.-^-)'-:,-(,-^-)co.»,-  (;+;.). 

nnd 


q>q*    also  'lq<Vq* 

nnd  nwn  hat 

-{V«-V«'l*df 

folglich 

dLa+dLi  -  SV9'^<<'  (VI) 


1 )  Salmun  Fiedler.    Höhere  cbcno  Curvcii.    Seite  S47. 
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Ist  imincr  «7  >>  q\  so  ist  die  Sainme  der  Comn  ta  beiden 
SdtcD  der  Directriz  beschrieben,  anabhängig  von  der  Form  der 
JKrectrix  aod  zwar  zweimal  so  gross  als  die  Gurre,  welche  bei  einer 
gleich  grossen  Wälzang  der  Genemtrix  eine  gerade  Linie  entlang 

dorchlaafcn  sein  wQrdc. 

Sei  aber  q  <q  also 

und  folglich 

dLa—  dU  -  SVf'A  d9  (YII) 

Nun  ist  die  Differenz  der  Cnrven  an  beiden  Seiten  der  Directrix 
beschrieben  anabh&ngig  von  der  Form  dieser  Corvo.  Während  der 

betrachteten  Wllinng  darf  die  Form  -  —    nicht  die  Zeidien  wedueln. 

Berühren  die  Generatrix  und  die  Directrix  einander  immer  in 
dbereinküiiftigen  Punkten,  während  sie  congrneut  sind,  so  ist  dLi 
immer  null,  folglich  ist  dann  La  zweimal  so  lang  als  die  Corvo, 
welche  bei  einer  gleich  grossen  Wälzong  längs  einer  geraden  Linie 
beschrieben  wird. 

Um  die  Oberflielie  n  betttnunen,  welehe  eingeieliloiien  wird 
dnreb  die  Cnne»  die  Directrix  nnd  die  Normalen  beim  Anfang  und 
beim  Ende  der  Bewegung,  so  können  wir  nns  die  Oberfläche  ge- 
teilt denken  in  kleine  Vierecke  (Fig.  3),  von  welchen  d»  die  eine 
Seite  ist,  nnd  die  Normalen  der  durchlaufenen  Cnrve,  welche  durch 
die  Enden  von  dg  gehen,  die  anliegenden  Seiten  sind,  während  die 
vierte  Seite  das  Bogcnelement  der  geenchten  Cnrve  ist. 

Teilen  wir  jetit  das  Viereck  ABCD  in  iwei  Dreiecke  ABC  and 
ACD^  BO  ist 

Ist  weiter 

Wkl  CBA  =  1800  —  «    und    Wkl.  DAC  -  d 

10  ist  die  Oberfläche  eines  Yierecks  \li^9+\kd»^nt,  BerOhrendie 
beiden  Cunren  einander  antwendig,  so  lat 

bei  innerer  Berflhmng  Ist 

d-  ±{da-d<S*) 

die  ganzo  ObtTtiiuhe  eingeschlossen  zwisclicn  den  beiden  Curvon, 
wciclic  durch  den  Punkt  bei  einer  Wälzung  der  Directrix  an  beiden 
Seiten  der  Generatrix  durchlaufen  werden,  und  die  Normalen  beim 
Anfang  und  beim  Ende  sind  immer  gleich 

—/ 1  il'cos  (•'—»)— (p — I')  cos«* ) 

+/I VH  ip  -  i)"-    (p  -  r)  cos  •!  (VUl) 
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Innerhalb  der  Grenzen  des  Infeurals  dürfcu  jedoch  die  gegebenen 
Curven  keine  Spitzen  haben.  jMan  findet  also,  dass  die  gesuchte 
Oberfläche  unabhängig  von  der  Directrix  ist,  und  dass  sie  immer 
zweimal  grösser  ist  als  die  Oberfläche,  eingeschlossen  durch  die 
Curve,  welche  durch  den  Punkt  bei  einer  gleich  grossen  Wälzuog 
längs  einer  geraden  Linie  beschrieben  wird.^) 


A.  Die  Genoratrix  ist  oino  Ellipse. 

Seien  die  beiden  halben  coi\jogirtea  Acbscu  jS  and  und  der 
Goordiuatenwiokcl      so  ist 

^ßcosB    nnd     17'  =  ß'i\n  B 

in  welcher  Formel  S  die  cxcoDtrische  Anomalie  ist.  ß  kann  grösser 
uud  Ideincr  sein  als  ß'. 

Die  halben  Hauptachsen  der  Ellipse  sind  a  und  6^  w&hreiid  ^ 
der  excentrische  Winket  zwischen  den  Achsen  ß  nnd  a  ist,  dann  bat 
man 

ß*  —  a«co8«^4-i*sin«^  \ 

ß'^  =  a*sin>V+^«o«'t      I  M 
nnd  ^ßß'm  »  ->  (5*— a*)  sin*  ^  ' 

Weiter  ist: 

G0S(C»  — 0*)  ß 


eoso'  dfi'  ß' 

und 


dt'  dB 
cos(«  — «')  —  +-^sin»  s  —  ^sin6sin  m 


(c) 


cose's  —  ^sin«  —  —  |>'cof8iincö*^ 

^  -  W  «n«  y  (d 

Endlich  finden  wir*) 

/(hY    frWW  f^vV ,  „'^^''^V  ^. 


=  ^sia'6-|-/iI'*cos*#— 3/}/S'sineco8dcoas» 


I)  Mnn    kann  dietei  Rciultat  nuch  nuf  einem  viel    länj^orcn  Wege  an 
rein  nnuljtischo  Wci«e  erhalten.     Die  obeo  gegeben«    Ableitung  Tcrdanke 
ich  Pruf.  Dr.  H.  A.  Lorentt  ra  Leiden. 

8)  Schlömilch.    Comp,  der  höheren  Analyiis.    Seite  386. 
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Liegt  der  beschreibende  Punkt  tnf  der  Hanptadne,  lo  wird  ßssa, 
»•^i  and  «  —  90». 

Die  Formeln  (IV)  md  (?)  werden 

1  /3 ' « sin«  e  +  (f  -  /3  cos  8)»  —  2/3'  ( p     cos  6)  Bin  ^  cos  0»)  '/t 
*  j  (^»  ) 

H-  ^  (/J-pcoea)  V7±V5^  

+  { /3 ' « sin«  e-\-{p~  /J cos  e)« — 2/J •  (|>  —  /3  cos  ö)  öi u  0  cos  w I 

Dud 

|^'*8ia2f:^  +  (;)  — /3co8©)«— i8co8Ö)»inöcos»  —  ^y^^ 

.  /?'(g-pco8  8)  1   

»/«  ±  V«'    y  {/3*»iu«ö-f/3'«co8*ö— a/J/J'sinecose-coi»! 

In  diesen  Formeln  ist 

1     dB*  ßß'sinm 


q     dt     v'f/9*8in'64-^ 'coB*9— S/I/f'sin^GOt^eoe«!* 

Die  Furiiiel  (VUI)  gibt  fOr  die  OberflAcbo  bei  einer  gansen  WUxung 
der  Ellipse: 

0  — /}'8ia»  y       pcose)da+/3/3'8m«  X 

/*  y»Bin«  a+ (y— /icoi#)'—  9y  rin  e  (p -ßcoB  ^  coe  o 
,/         /S'Seo8<  9+  j}>tin>  9  -  2/}/9*  lin  eoos  0  coe» 

0 

oder 

n 

0  =  2M'8in«i ^ <f0 


rß'^sin^  G  -f  ;7»-f- /3»co8«  S  +  2<j/3'  sin  ^  cos  S  cos  m 
V     (3'*co8*ÖH-/J»8in»a— 2j(?iS'8inöco8«coe»  ''^ 

0 

-2^J^'8iu  0,(^*4- /3'»-fp*jX 

 de  

./  /)'>coB*e+/3'8in*<#— 2/7/}'iinaeo8eooi« 

olglich 

Dieses  lehrt  nns,  dass  diese  Oberfläche  immer  gleich  ist  zweimal  der 
Summe  der  Oberfl&cben  von  drei  Kreisen»  von  welehen  die  halben 
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copjugirtfu  Achsen  uiul  die  Kiitfornung  des  boBcbreibeiideo  Punktes 
vou  dem  Mittelpunkte  die  fiadicu  siod. 

I.  Die  Ellipse  wAlzt  eine  gende  Linie  ontlaog. 

^)iL'  gerade  Linie  sei  die  X  Achse  des  fcstcu  Coordinatcnsystcnis 
und  zum  Coordinatunaiifang  wählen  wir  den  Punkt,  wo  die  ^'  Achse 
die  A' Aebsc  beim  Anfang  der  Bewegung  schneidet,  Nnu  ist  ff  =-270® 
und  ;  ist  gleicii  dem  Bogen  der  Ellipse  zwischen  dem  Berührungs- 
punkte und  dem  Punkte ,  wo  die  Achse,  auf  welcher  der  bescbrci- 
büudc  Punkt  liegt,  die  Ellipse  schneidet  Nun  ist  a  =  270*'  und  'i 
ist  gleich  dem  Bogen  der  Ellipse  zwischen  dem  Berührungspunkte 
und  dem  Punkte,  wo  die  Achse,  auf  welcher  der  besclireiboudo  Punkt 
liegt,  die  Ellipse  schneidet.  Also  wird  (I) 

«  =  I -I- V  sin  (o' —  0))  —  ( p  —  {')  sin 
y  =  —  V^tt  cot  0* 

H  ist  negativ,  weil  sich  die  Ellipse  nach  der  negativeu  Seite  der  X 
Achse  wälzt.  Nehmen  wir  die  positive  Seite  der  X  Achse  in  Uebec- 
einstimmung  mit  der  Richtung  der  Wälzung,  so  linden  wir: 

atss  {4-i|'Bin((n  — a')+(|»— l')8iatf' 

Diese  Formeln  können  auch  unmittelbar  aus  einer  Figur  abgeleitet 
werden. 

Wir  werden  nntorsnchcn,  welche  Culmioationspnnkte  die  GoffO 
in  Bezog  cor  X  Achse  haben  kann.  Es  mnss  die  Ordinate  $  ihr 

du 

Maximum  oder  Minimum  erreichen,  also  ,  «-  0  sein. 

ds 

da* 


dy  d^  ,  ,da' 
^  «  —  ^  C08(a»-  o'J  -  »/8in(a)  -  ö') 


.     ,dit*  dp 
—  (/»— ^)8mö'-^  — ^cosa  =  0 

and  nach  (c) 

q'iin(«~a')  —  —  (p— ^'Jsina' 

Diese  Formel  ist,  wio  sa  erwarten  war,  die  Bedingung,  dass  das 
Perpendikel  ans  einem  willkariichen  Punkte  nach  der  Tangente  der 
Ellipse  gezogen  so  klein  oder  so  gross  als  möglich  ist.  Es  wird  sein 
Minimnm  erreichen ,  fwenn  dies  Perpendikel  gerade  durch  den  Be- 
rührungspunkt geht  (Fig.  4.),  sein  Maximum,  wenn  es  durch  den 
Punkt  geht,  der  auf  derselben  Achse  gleichweit  vom  Mittelpunkte 
der  Ellipse  wie  der  Punkt  P  liegt  (Fig.  &.)• 
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In  deo  Droiecken  FRC  and  F*C'U  ist: 

VU'-i^  —  Büi«':iin(«— •*) 

odsr 

VBin(»— ^)  s= 

Tnnafonniren  wir  diese  Gleicbaog  durch  filnfahrang  der  8 : 

f]'  sin  cö  cos  a'  —      C08  CO  — p  -f~     sin  a' 
/S'»8in»(ösin  ö  =.  {jS'sin  öcosm /*co8  6}  {/3tgö  —  jS'cos  o)} 
^"8in6»coBa  -  /}(3'co8tt(8iQ''^  — coft'a)— p/^iiu  3 4-/?* sin 9 cos  6 

+1»/'' cos« cos e  (1) 

Aus  dieser  Gleichong  muss  0  bestimmt  werden,  wenn  wir  ein- 
fuhren tg^fe^,  sü  liiKien  wir  in  lii'/.u>?  auf  diese  Unbekannte  eine 
Gleichong  vom  vierten  Grade,  welche  im  allgemeinen  nicht  za  lösen 
ist 

Für  den  Winkel,  welchen  die  Tnegente  der  Cnnre  mit  der  X 
AebaB  macht,  finden  wir  nach  (III) 

V8iD(«>-g')-i-(P~r)  Sin  «' 

Fttr  a  =  IT  wird  tf '  =  «  also 

tgT  —  —colg» 

Die  Tangente  eteht  in  jenem  Falle  senkrecht  anf  der  bewegten 
Achse. 

Um  zu  tindcn,  ub  die  Curve  auch  Wendepunkte  hat,  mOsseo  wir 
(V*)  gebrauchen,  alsdann  tiudeu  wir 

{ß—pCMBl  b}*8in*e + ß'*  GOS*e  -~  Zßy  sin  e  cos  6  cos  «} 

ß\ß'Hm*S-\-{p  -  ßeMB)*-2ß  (p—ßcosS)anSrwti^  (3) 

Auch  aas  dieser  Formel  ist  &  im  allgemeiueu  nicht  zu  lösen. 
Den  KrOmmnngsradins  finden  wir  mittels  (IV*) 

^  \fi'We-\-(p  -  ßcoBB^  '^(p  -  j>cose)sin<»cos-t^ 

l/i'-siu^e-fdi-ZScosö)"  -2/J'(;»-i»co8Ö)sinHCüij<a|  -J-^ '^^^ 

X  (/S*sittse+/9'W9— S^|}/^sineco66eos«)  (4) 

FOr  e  -i  2im  ist 

^'^  ip -ß)ßi-ß'* 

fttr  «  -  (2h +  1)» 
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und  für  e  ->  (2n4-l)iff 

Für  die  LAoge  L  dm  Weges,  welchen  der  Pankt  bei  einer 
WAlsaag  der  Ellipse  darelilftnft,  fiodet  man: 

^  -  /  h'* + (f>  -  i')'  -  '^n\p  -  4')cos  «i  i  dö' 

oder 

-    .    /X^^»8iü^6>-i-(p -/?co9Q)''-2|3'(p  <3cose)sinecosM|l 
smy        fJ«8in*d-f *C08''«  -2^3^  cosösiuöcosw 


Fabreu  wir  iu  diese  Formol  ein  tgi9  —  r,  so  wird  sie 

 -4(pH-<?)/3'cosa>x»+(p+<»'^3* 


Für  die  OboHläcbo,  weicht'  oiiigeschlüsscu  wird  dun  li  liii'  C'iirvi», 
die  gerade  Linie  und  die  Nornialeu  beim  Aufaug  uud  beiiu  Kudc 
einer  Wälzuug  der  KUipsc,  tiuden  wir  nach  (VIII)  und  uauh  (Vlll*) 

O  -  nß*^nß'*-^np*  —  na*'^nb*+tip*  (7) 

die  Oberfläche  ist  also  gleich  der  Summe  der  Oborflftebea  von  drei 
Kreisen,  von  weldien  die  lialbea  Haaptaclison  nnd  die  Entfernnng  des 
besehreibendeu  Pauktes  vom  Mittelpnnkt  die  Radien  sind  Ge- 
bnraekeo  wir  diese  Formeln  far  einige  besonderen  Fülle. 

1.  Der  beschreibende  Pankt  liegt  anf  der  Ellipse. 

In  diesem  Faite  ist  p  =  ß. 

Die  Gleichung  (1)«  welche  ans  die  Calnüoationspnnkte  gibt, 
wird  jetst: 

/3'*sin6cos0  =  —  ^|3'cosa)cos20  -  ^i^'siuÖCl  -  cosö) -f  jS^  costoeosÖ 
2^'28iui6co8i&cos&  »  2^/3'cosa}8ia|&siui^-2p;'^iu&siu''||e 

folglich 

sinie  —  O         8  —  2»« 

dieses  ist  der  Fall,  wenn  der  beschreibende  Punkt  in  die  gerade 
Linie  kommt. 


1)  NoaT.  Corr.  Math.  Tome  III.  p.  II  nmt  Jueob  Steiner'«  Getammelte 
Werk«  S  ter  Bund,  Seile  136. 
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Weiter  ist 

/»'^tg»ie  — 3jJ/?'co8wcotg»je-f-(2/3«  •-/J'*)cotgi0-|-|3/i'cosüi  -  ü 

Wir  mUssea  aatcrsucben,  wann  diese  Gleichaog  drei  reolle  Wur- 
zeln hat.  Sei 

80  finden  wir 

Sollen  die  Worzeln  reell  sein,  so  mnsa  sein 

[2^,  gin<»  cos  « j  -f-  ^7  (jr,  - 1-  3  ^r,  cos«  «]  <  0 

oder 

-27(^'»+/J«)A«8iu*i»H-27/IHin«»  <  0 

Nach  EinlQhning  der  Hauptachsen  finden  wir 

- (a«-h*«>>+9(a«+*«)       -  27 <  0 

folglich 

Soll  ß  reell  sein,  so  mass  der  Zähler  positiv  sciu.  Dii8os  ist  immer 
der  Fall,  denn  man  kann  ihn  transformiren  in 

Sei  a  die  kleinste  halbe  Achse,  so  mnss  /3  >  a  sein,  also 

a«</P<  ^  (a) 

folglich 
oder 

2a*— <  0 

also 

Soll  die  Curve  drei  GnlminationB|ninkte  In  Beiag  anf  die  Ä 
Achse  haben  künnen,  so  mnss  die  läogate  Achse  der  Ellipse  grosser 
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sein  als  die  kürzeste  Achse  multiplicirt  mit  \/2\  was  UbenMiistinimt 
mit  2»'  —  a'  >  das  hcisst,  die  Excentricitüt  muss  grösser  sein,  als 
die  halbe  kleine  Achse  der  Ellipse. 

Die  Grauen  Ten  ß  sind  durch  die  Formel  (a)  bestimmt  Die 
Gleichang  (3)  wird  in  dieiem  Falle 

(1  —  cos  9) siu^e  +  /3'=' cos'ö  —  2ßß's\n  B cos S cos  o,\ 
—  /J'«sia*e-i-/3»(l— cosö;«  — 2/J/3'cos«8iüö(l  — cosö) 

Diese  Gleichung  kauu  dividirt  wenien  durch  1 — cos  ö,  also  Ö— 2«» 
dieses  gibt  wieder  dieselben  Punkte  iu  der  X  Achse. 

Auch  ist 

/J«sin»e+/J'»co««e  — 2^iS'8in  »cosOcos  o» 

=  ß'Hl  +  cos     4-       —  cos     —  '2ßß'cos  o  siu  6> 

/l^sin*e— l+coB6)+/f'^cos*e  •  cose  -1) 
+ üpfi'eo»  «1(1  -  eos       6  =  0 

oder 

/J'«tg*Jö4-8/SiS'coso>tg»ie-|-(2/J«-4/J'«)tg«]e  ■{2ß^i-ß  *)  -o 

Diese  Oleicbnng  bat  immer  zwei  imaginftre  Wnrzelo,  die  beiden 
anderen  Wnrxeln  werden  reell  sein,  wenn  die  Corvo  drei  Cnlml- 
nationspnnkte  in  Bezog  auf  die  X  Achse  hat 

In  den  Punkttn,  welche  iu  der  A'  Achse  liefen,  ist  der  KrQin- 
mungsradius  r  ^  0^  diese  Punkte  sind  also  Spitzeu. 

Für  die  Lftnge  der  Cnrve,  wdeho  dnrchlanfon  wird  bei  einer 
WUznng  der  Ellipse,  fiuden  wir  nach  (6) 

l*—4pp  Siowy  4ß^x*-[.ß^(i-^x^)*-  4/ip  coswx(l- 

2.   Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  einer  Hauptachse 

Die  Gleiehnngen  der  Corvo  sind 

flf  =  J-j-iy'cosff' -f-(;>  c')8ino' 
jf-*   —  i|'8iuff'-i-(i»— i')cosa' 

Fflhren  wir  die  Werte  fttr  i\  ii'  und  o'  ein,  so  ist: 

•  .       .        .^v.^    (6*  — rt^)sineco8ö-a|»8in€> 
V(a«s.n>l>+i«cos-ö)iie-  ^^a^^^^^^-^vJ-%) 

9 
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 i(»—p  C08  ß) 

Ist  |)  >  a,  10  werden  Tenehiedene  Teile  der  Curve  einander  schnei- 
den, wir  werden  den  Ort  dieser  Doppelpnnkie  bestimmen. 

FOr  zwei  Punkte  «jyi  and  se^yt  moss 

— «a  nnd  ifi  —  jff 

sein,  folgUcb 

g— jJCOB^  a—p  cos  S'  

Vlos-Ii^-As^cos'ai  "  Vi««— (a«- 6«) cos«»'} 

Setzen  wir 


(a— j>cos©)Hl— ^*co8*ö')  =  (a— />cosö')*(l  -l^cos^y) 

— sa(eo8  e— cose')+j»(co8«e— cos»e') 

+2a<*(cos  B  eoi^B*  -  cos  e'cos*a)  =  0 
folglich  kann 

cos  0  =  cosö' 

sdn  und  also 
oder  auch 

— 2a+|i(G08d+cos6')— 2aj>C0S  S  cose'  =  0 

Dieser  Gleichung  können  nicht  zugleich  reelle  Werte  von  O  and 
genügen,  weil  entweder  cosO  oder  cos 9'  grösser  als  1  sein 
mfisste. 

Soll  «1  *°  «t 

s 

y(a^8in»e-+^'co8»^'M^'-^  V(a4n»e'+^s4T" 
Nach  Sabstitatiou  wird 

(ftt—  ai)oogggin»  4-y<»  ^ 
*  V(a*Bin>a+6*cos*e) 

y(6«cos«e+o«sin««)de--y i/(»«cos«d+a»sin«e>i© 

Aick.  d.  lU«k.     Fhf*.  t.  liih«,  1,  JUL  S8 
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Neuneu  wir  ein  Viertel  des  KUipseuanilanges  bK^  ia  welcher 
Formel 

ist,  so  haben  wir  nach  der  Lehre  der  elliptischen  Functionen: 

(A*  —  a")  cos  H  sin  Ö  -{-pa  sin  Ö 

-  2nbK—  f  y(««8in*ö+A*C08*d)<i^ 

Sobstitniren  wir  dieses  in  die  Gleichung  für  9,  so  finden  wir  filr  die 
Doppelpunkte 

X  —  Steif 

Diese  Formel  lehrt  uus,'  Uass  diese  Puukto  immer  liegen  auf 
Lioieo,  welche  senkrecht  zur  X  Achse  stehen,  und  welche  den  halben 
Umfang  der  Ellipse  von  einander  entfernt  sind. 

Die  Formel  (1)  gibt  uns  zur  Bestimmung  der  Culminationspnnitte 

Msin^cos^s  —  fMi8ine-|-o'8in9co8  9 

diesem  genttgt 

sine-O 

also 
and 

pa 


cose  — 


a  ist  die  Achse,  auf  welcher  der  beschreibende  Punkt  liegt 

a 


Ist  a  ^  &  so  muss  j»  <^ 


sein,  damit  cos  6  reell  ist. 


FOr  die  Calminationspnnkte  ist 

nn 

/  V(a'biu-ö  +  4-co8^0)</ö—  2nbK 

und 


y  — a — p  oder  jf  — a+p 
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Gibt  es  noch  swei  CalmiDationspimkCe,  so  ist 

3.   Das  Eode  der  Haaptacbse  ist  der  beschreibende  Puukt. 
Jetzt  ist  p  =  o,  so  gibt  die  Formel  (1) 

i*8in  6  cos  ö  =»  —    siu  Ö  4~    siu  cos  ö 
folgUeh  ist  wieder 

sin6  =  0  also  B^wt 

und 

o' — 

IKeeer  leiste  Wert  ist  reell,  wenn  ^  >  2a*  ist,  wie  wir  firflher  ge- 
fnaden  haben. 

Die  Ellipse,  welche  in  Fig.  6.  die  gozeichueteu  Curvcn  cntsteheu 
lässt,  geuügt  dieser  Bediuguug;  Fig.  GA.  gibt  die  Curve,  welche 
durch  das  Ende  der  grossen  Achse  durchlauleu  wird  und  Fig.  6B. 
diejouige,  welche  durch  das  Eudo  der  kleiueu  Achse  beschrieben 
wird. 

Die  Coordinaten  der  CnlminationspaDlLte  sind 

far  6  s  «n  wird 

X  =  2n^A    und   ^  «=-  0    oder   y  =  2a 

ffir  G0i6     -^  t  i  ^i'd 

a* — 0* 



Jetzt  ist  es  aach  möglich  die  Wendepunkte  zn  finden.  Die  Formel 
(3)  wird: 

(1— co8e){a«8in«ö+Ä«coB«ö}  -  ft"sin*e+a«(l  -  cosO)« 
ai^(a>-'6>)C08*e  =  6»(l+C08e)-f  a«(l  — cosd) 

also  ist 

l_co8Ö  — 0  oder  ö -»  2n» 
Diese  sind  wieder  die  Pankte  in  der  X  Achse;  anch  ist 

folglich 

co8ö-i±ij/;^::^ 

16» 
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Far  das  +  Zeichea  ist  cos  6  >  1 

cost^  muss  grösser  sein  als  — 1  oder  — 1  <  i  —  j  1/  v^  ^i" 

9a«— Ö6»<  a*  -5*« 

oder 

2a»  <  6» 

also  h  raoBS  grösser  als  ay2  sein,  weno  B  reell  sein  soll.  Den  ge- 
fundenen Wert  fiUr  9  kOnnen  wir  in  y  nnd  tgv  snbstitoiren. 

Fflr  den  KrOmmongsradias  finden  wir  mitteis  (4) 

FQr  9  «  2n»  P  —  0 

4a' 


Dio  Länge  der  Gurvo  wird  nach  (6) 

00 


2d*  -b* 


Sei  4*+a*«*  •=  y*,  so  ist: 

00 


-  4a»*  y 


4.  Der  Brennpnnkt  ist  der  beschreibende  Pankt 

In  diesem  Falle  ist  a  >  5  nnd  p  =  c,  wenn  o^— 6*  —  0*  ist 
Um  die  Cnlminationspnnkte  zn  finden,  haben  wir  nach  (1) 


und 

cose— ->  1 
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also  wie  so  erwArten  war,  immer  imaginftr.  TH»  Cime  hat  also  nur 
swei  CnlmiaatioDspaiikte,  für  welche 

X  »  2HbE 

und 

y  — «  — e  oder  y  — a+tf  ist 

Dio  Formel  (3)  gibt  fOr  die  Wendepaokte 

(«  —  cC08  8)(a»Bin»ö  4-^2  008*0)  =  a{&*riii*e-f  (c— ae086)*| 
oder 

(a— eoose)(a*— c*cos'8)  —0(0—0  cot  6)* 

folglich 

coeO  —  - 
dieser  Wort  ist  imaginftr,  nod 

a-j-tfCOsO  —  a  oder  C089  =  0 

also 

Jeder  Teil  der  Corvo  (Fig.  6C.)  hat  also  zwei  Wendepunkte. 
Mittels  der  Formel  (2)  finden  wir  den  Winkel  t,  welchen  die  Tan- 
gente in  Idiesen  Punkten  an  die  Cnrve  gezogen  mit  der  Z  Achse 
macht 

^    dasind  - (c— acos9)&cos6  ^4 
Für  diese  Ponkto  ist: 

X  =.  {2n-\-l)bK^:e   und   y  —  6 

Fflr  den  KrOmmoogsradins  in  jedem  Punkte  der  Cunre  finden  wir 
nach  (4) 

 o  {a»sin«e-|-(<;  -  OC08  O)'}^/»  

—  (a— «cos  e)(a«— c«C0S«e)-ha  I6»8in«e-f  (e— acos«)«} 

Ist  dio  Läuge  der  Normale 
80  finden  wir 

1,1      —  (g  — ccos  c«cos«0)  -f2a(o  — ccos  S)^  ^  1 

P~*k'^  a(a— ccüäW)^ 

Dieser  Eigenschaft  zufolge  kann  dio  Figur,  welche  entsteht  durch 
die  Rotation  dieser  Gurve  um  dio  gerade  Linie,  eine  Gleicbgewichts- 
flftche  einer  Flüssigkeit,  welche  keinen  auswendigen  Kräften  ausgesetzt 
ist,  sein.  Diesem  Rotationskörper  bat  Plateau*)  den  Namen  von 
OndttloiMe  gegeben. 


1)  Flateau.    Statiqne  des  liqaidet  Vol.  I  pag.  SS. 
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In  den  Calminatiouspuakten  findet  man 

für  ö  =  2nÄ  F—  -(o— c) 

ftp  a  —  (2n+l)»         P  —  -(a-i-c) 

Für  die  Länge  eines  Teiles  finden  wir  mittels  (6) 

»  n 

0  0 


i  9  —  39  80  wird 


also 

£  »  2«w  (ß) 

Die  Länge  diOMr  Gurre  ist  also  immer  gleich  dem  Um&ng  des 
Kreises,  welcher  die  halbe  grosse  Achse  als  Radius  hat,  ond  diese 
L&Dge  ist  also  immer  von  der  knrsen  Achse  nnabh&ngig. 

Die  Oberfläche 

5.  Der  Mittelpunkt  ist  der  beschreibende  Funkt. 
Jetzt  ist  p     0  (Fig.  6D). 

Für  die  Cnlminationspankte  finden  wir  durch  die  Formol  (1): 

6*  sin  O  OOS  9  —  a*sin  6  cos  9 
Dieser  Formel  genügt 

sin  29  —  0;   also   6  «= 

Jeder  Teil  der  Curve  hat  also  vier  Culminationspankte,  und  die 
Coordinaten  dieser  Punkte  sind: 

m  =  nbK  nnd  y     a  oder  y  «- 

Die  Formel  (3)  wird  in  diesem  Falle 

a«sin«e+ft«C08«e  -  *«8in«e+o«cos«e 

folglich 

a>GOs2a>-6'cos2e  und  26  —  (2ft+l)i« 
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Jeder  Teil  der  Corvo  hat  also  auch  Tier  Wendeponkto.  Die  Ck>or- 
dioaten  ')  dieser  Punkte  sind: 

«  =  6£|i-.(2«-fi)i«}  uud 

Durch  die  Formel  (2)  finden  wir 

tg T  —  -       -  BW 600b6 


folglich  ist  in  einem  Wendepunkte 

Der  Krümmangsradius  ist  in  den  Culiuiuatiousimnktea 

Für  die  Länge  «1er  Curvc  bei  ciaer  Wälzaog  der  Kllipso  beschrieben, 
tiudcD  wir  uach 

,    ^  ^  /*(/A'sin*e+<i«cos«e)^  ,^ 

^-^J  ««sin*d+6*cos«e-*'® 

0 

Sei 

während  wir  immer  dafOr  sorgen  kOnnen,  dass  0  <  ib'  <  1  ist,  so  wird 


V(l-*«8in«e)^^ 


l»+ikSsin>d 
also 

0  0 

=     1(1  +^-')  i:t)  -/'(/.■.  (y) 

II.   Die  Ellipse  wälzt  sich  einen  Kreis  entlang. 

Die  Ellipse  kann  den  Kreis  notwendig  oder  inwendig  berfihren; 
aof  den  ersten  Fall  beziehen  sieh  in  den  folgenden  Betrachtnngen 


1)  Nosr.  Corr.  Ifalb.  Tome  III  p.  6. 
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die  obenstchenden,  auf  den  zweiten  die  untenstehenden  Zeichen, 
Der  Mittelpunkt  dos  Kreises  wird  zum  Coordiaateaaufang  gowäbit. 
Jetzt  ist 

I  — Äcos<3P   und   1?  —  Bring)   a  =  ISO^'-f-^ 

Fahnn  wir  Polarcoordinaten  elD,  fttr  welche 

»=rcosx    und  y rdnx 

80  wird 

r«  —         ip  -  $0* + n'*  —  ^n'iP  —  i')  cos  (0  +  2f?'Ä cos  (a'  -  m) 

±2Ä(|»— |')C08a' 

 rginycosx—  rcoagprim 

t]'s\n((S* —  flg)  —  (p  —  ^')  sin <J' 

"~  C08  («'  —  »)  ±  ( P  —  i) C08 «' 

BegioDcn  wir  die  Anoroalio  zu  zählen  bei  einem  Punkte,  in 
welchen  die  bewegende  Achee  den  Krds  in  dem  Berflhrangsponkto 
echneidet,  8o  iet  der  Bogen  swiechen  dnem  BerflhmngBpankte  nnd 
dem  genannten  Punkte  dem  Bogen  der  £Uip8e  gleich.  Nennen  wir 
diesen  Bogen     so  ist 

t       9.         t     ^'  ~(p  —  t')  sin  (/ 

*     Ä " Vco8(ö'~— ^«)± IJ- cos o' 

Wir  mflasen  bestimmen,  wnnn  der  Badinsyector  ein  Mnximam  oder 
ein  Minimnm  wird,  hier  mnss  dr^O  sein. 

rdr 


5- — ip-i^y-^+^i'-^^+^f^coB^ 


-(l»-50^co8»q:/e'^  co8(«- a') 

T Äiy'sin (ö-  O  '^^  T        cos T  ^(p  -  £')8ino'  ^ 

Folglich  soll  nach  Substitution  sein: 

0  =  lß(p-  /3co86)8ine+/3'>co8  esin  ß  -\-ßß'GOinBm*e 

<lB  da' 

^{p  -^cos 0)/?'cos0co8w}  J? -^{i^'sin(cö  ö')-|-(p— f ')8ino'} 
oder 

0  =       — /J cos  ö)  sin ö sin  ö  cos  ö  +     cosfl)(co8«0  -  8in^(->) 

—  p/S'cosecosfio)  X 
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Dkter  Gleicbuog  genügt 

^{p-ßGos9)  üne+ß'*9mBcot  8 + ßß'  cos  to(cm^S  -  sin^) 

— p/}' cos  6  cos  09  0 

Welche  Fonnd  gauz  ObcreiDstimmt  mit  der  Formel  (1)  und  also 
Anleitong  zu  denselben  Betmchtnngen  gibt 

Wftitt  sieb  die  Ellipse  ausserhalb  des  Kreises,  so  kann  nimmer 

de 

sein,  weil  ^  poitti?  ist 

Jedoch  kaiiB  sehr  gut»  wemi  die  Ellipse  den  Kreis  inwendig 
bertfart, 

sein.    Jetzt  ist 


in  welcher  P'ormel  der  Krüinniungsradius  der  Ellipse  ist.  Dio 
Bcdin^'ung  für  einen  Scheitel  ist  also  R  3',  aber  wenn  o>  A  ist, 
so  hat  man  bei  einer  Ellipse 

h*  a* 

oder 

Liegt  nnn  der  Wert  von  R  zwischen  dem  grOssten  and  dem  klein- 
sten KrQmmnngsradins  der  Ellipse,  so  hat  die  Corre  noch  zwei 
Scheitel. 

Wir  müssen  für  diese  Punkte  S  bestimmen,  dazu  bringen  wir 
die  Gleichung  in  die  Form: 

/)*8in*9+/l"eos*&  -      sinecosOeos«  V(i2''/?'/}'*sia*«) 

Snbstitniren  wir  in  diese  Formel  die  Oleiehangen  (a)  nnd  t  Ar 
so  finden  wir 

a'8in>f +ft*cos*t  —  yÄ«a«ft» 

und 
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Dieser  Wert  von  £  ist  also  noabbäugig  vom  Orte  des  beschrcibeiulen 
Punktes.  Soll  (  reell  sein,  so  mass  R  der  oben  genanntea  Bediogang 
genfigen. 

FOr  die  Wendepankto  finden  wir  mittels  der  Formel  (V  *) 

,  ß'iß-pcoso)  

"*  U  =^  V(^in*9+/S'*cos«e— 2/S^'co8Mn#co80i;>) 

X  {ß'HioP»+(p-ßcoBe)*'-2,i'( p  -/?cosö)8inOco8w}  (2') 

Der  Krilmmangsmdins  P  kann  nnll  worden ,  wenn  die  EHlpee  und 
der  Kreis  einander  inwendig  l>erttbren,  so 

ö  =  -r  —  -  oder  Ä  ^  g'  ist. 

Dieses  ist  der  Fall  in  den  liier  oben  gefundenen  oxceptioneUen 
Scheiteln,  diese  Ponkto  sind  also  Spitsen. 

hin  Forniüln  (VI)  und  (VII)  küuueu  nur  augewendet  werdeu, 

wenn  12  nicht  liegt  swischen  ^  und  -• 

od 

Auch  hier  werden  wir  einige  Fälle  nntorsucben,  jedoch  sind  dio 
Gloichungeu  nur  in  den  einfachsten  Fällen  sn  lösen,  weil  immer  eine 
QnadriruDg  vermieden  werden  muss. 

1.  Der  boBcbreibende  Pnnkt  liegt  auf  einer  Hauptachse. 

Wir  werden  damit  anfangen,  in  diesem  Falle  den  Ort  der  Doppoi- 
pnnkte  zu  suchen. 

Fflr  zwei  Punkte  der  Cnrve  in  einem  Doppelpunkte  muss  r  =  r' 
und  ^xip'  sein. 

r«  mm  J2«-f.p»^2o/>co8e-|-a*co8«e-|-Ä«— *»coB*e 

a  —  p  COS  ö 


±2bR 


—  Ä'H-i»»  -  2nj»COsO'+a«COS»e'+6»  — &»C0S«e' 

^  ^  V  [a*  -  (a*-  &>)cos*e'| 
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Dieser  Formel  wird  gesflgt  durch 

C08Ö  —  cosö'   das  ist    ö'  —  2»»  —6 
SoUea  die  ip  efaumder  gleich  sein,  so  mius  lein 

— 6(a— jH»sO) 


-V 


{a/>— (a«-i»»)co8H'}8ine' 


Sabetitoireii  wir  io  dieee  B^ormel  den  Wert  fOr  6',  so  tioden  wir 
SM«- 9  e 


(a«8iD^e-fi»co8«e)4<ie--^y^  (a*8iu^H-j-iSco8»e;{</e 

0 

— '2ar6lg 


e 

jap— («*— Ä*)C089|  sinH 


Der  eiBte  Teil  dieser  Gleichung  ist 

4 


0 

folglich  io  einem  Doppelpankto 

Sind  die  Umftnge  der  Ellipse  und  des  Kreises  unter  einander  mess- 
Iwr,  während  ihr  Yerhiltniss  i :  •  ist,  so  ist 

folgttch 

tn 

Der  Winkel  zwischen  zwei  auf  eioauder  folgendcu  Liuieii,  auf 
welchen  die  Doppelpunkte  liegen,  ist  also  gleich  -,  also  liegen  die 

Doppelpunkte  auf  den  Linien,  welche  die  Oberil&cbe  um  den  Mittel- 
punkt des  Kreises  in  &  gleiche  Sectoren  teilen  >).  Leicht  kann  man 
zeigen,  dass  diese  Linien  auch  Linien  von  Symmetrie  sind. 


1)  Arch.  der  Math.  o.  Fhys.    2.  Bcihe,  Teil  VII.  p.  209. 
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Atts  der  Formel  (T)  folgt,  dass  dio  Scheitel  gofaoden  werden 

für  0  -i-  MS  und  cot  6  *  -5^-*.f 

ar — o* 

Wir  finden  dnnn  fftr 

«-(2n+l)»        r-Ä±(a+p)  1P  =  (2»+1)^' 

FOr  6     areooB  -r-±h  im  Falle  dasB  die«  6  reell  ist 
a" — 

oder 

FQr  den  Ort  der  Wendepunkte  gibt  uns  (2') 

-  Vta^siu'e+Ä'cos^J  "  (Ä      V  (rt*sin=^8-|-/>*cu8-H)3j 

X  {6' Bitt'^e (p  -  a cos e;«}  (2") 

Für  den  KrOmmnngsndins  folgt  ans  IV* 

  -  ja  COB  6)  1   

•"*'V(a*8rn«e-f-*»Bin«e;  ab  _ 

^  y  (a«8in«e+ft«co»«e)» 

•f  »*ain*B  +{p  -  acote)<| 

Der  Brcuupunkt  ist  der  bescbreibende  Punkt 
Jetst  ist  a  >  6  und  p*  ^  a* — 6'  ■«  c*. 
Die  BadieuYectoren  der  Selieitel  werden  also  für 

es2ii»  r  — Ä±(o— «)  ^— 

26  A' 

e.»(2n-fl);j         r  =  ye±(a4-ü)  ^  =  (2n4-l) 

Die  Badienvectoron  der  Spitzen,  wenn  ee  diese  gibt,  sind 

'  r  *  -  5 

r«  =      +  2a«  -  -  3  VaH-Ji*  —  -  (a*  VaH^-Ji*)^ 
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Wir  mtlfscii  jetzt  aoeiien,  ob  die  Curve  Weidepankle  hiben  wird 
Die  Formel  (2")  gibt: 

6(a  —  cCOsS)       |l    ,  oh  \ 

-tA<a='  -  c«c08^«)  =  ^(o*— c*C08*e)i(a  — «C08e)i^aÄ(a— cco»e; 

Diese  Gleichuug  kaau  dividirt  werdcu  durch  a  —  eco8  8,  was  nur 
fftr  eiaen  imagiuären  Wert,  null  ist, 

Wir  baben  «acb 

d:teoose  -  ^(a»  — c«co8«e;i 

oder 

Sei  cos*8  s    so  babeo  wir  eine  Oleicbnng  Tom  dritten  Gmde. 
Setien  wir  ^  *  —  tf-{-t\  so  fiuden  wir: 

Der  Coefficicut  der  ersten  Potenz  der  Uubekannten  ist  immer  pOSiÜT, 
foiglicb  gibt  es  immer  nur  eine  reelle  Worxel. 

Aosserdem  mass  0  <  «  <  1  sein. 

Für  X  =  0  wird  die  Linke  negativ, 
„  «  «  1  wird  sie  i*+ÄVi6« 

folglicb  ist  sie  negatiT  für    >  Ae,  alsdann  gibt  es  keinen  Wende- 
pnukt  (Fig.  7.); 

sie  ist  positiv  Ar  6"  <  JRe,  alsdann  besteht  wol  ein  Wendepanltt 
(Fig.  8.,  die  Carven  a.  a.  o.  nnd  &  b,  b.) 


3.  Der  Mittelpunkt  ist  der  beschreibende  Punkt. 
Nebraen  wir  5  >  a  ond  p  ist  0; 

Die  Scheitel  werden  gefanden  nach  (1 )  fOr  6  —  Iwv  und  zwar 

bK 

flkr  e  — 2»|»  r^ß±a      nnd  ^s=8ii-^ 

fflr  e-(2»  +  l)iir     r  =  Ji±b      nnd  ♦-(2«+l)^ 
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Gibt  68  SpiUeo,  so  ist  ihre  Eotfernnog  vom  Hittelpiinkte  des  KroiseB 

Bestimmen  wir  jetzt,  wann  die  Curvo  Weudepuuklo  haben  wird. 
Bio  Formel  (2")  gibt: 

±aA(&«  -a«)C082e=  ]j  (i^sin^e  -foäcos-öjy  (a28in«ö+^.-cos-e;» 

— C6>GO««9+a*sin*)9iV(<^8iii>e+ft<eosse)* 

Sei  V(o28in^ö-i-^cos2ö)  =  y 

oder 

Betrschten  wir  erstens  den  FiU,  dass  sich  die  Ellipse  ausserhalb 
des  Kreises  wftlzt,  so  haben  wir: 

y5  _  (a*2  -|- ö^) -f- 2Rab y^—Rab      -j-  a-»)  «  0 

Diese  Gieicbnng  vom  fünften  Grade  hat  höchstens  drei  positive 
und  zwei  negative  reelle  Wurzeln,  denn  welches  Zeichen  wir  den 
fehlenden  Gliedern  geben,  wir  finden  immer  drei  Zeichen  Wechsel  und 
zwei  Zeichenfolgen.  Für  die  Curve  können  jedoch  nur  die  Werte, 
welche  zwischen und  +a  liegen,  gebraucht  werden,  wübreud  wir 
6  >  a  voraussetzen:  die  negativen  Wurzeln  ÜAllen  also  weg. 

Vermindern  wir  die  Wurzeln  mit    indem  wir  für  y  snhstitiiiren 
so  finden  wir: 

bay^ -\-  (Ua»  —        -j-  a  (7a«  —  3i«  +  2  1t  b) 

Die  beiden  letzten  Glieder  sind  negativ.  Das  vierte  Glied  kann 
nsgativ  oder  positiv  soin,  aber  wenn  das  dritte  nogativ  ist,  also  für 
6'  >  9o*,  so  ist  das  vierte  es  auch,  folglich  bat  diese  Gloidinng  nur 
einen  Zeichenwechsel,  also  eine  positive  Wnrzel. 

Vermindern  wir  nun  die  Wurzeln  der  Gloicbuug  mit  b  durch 
Substitution  von  y-{-b  ftlr  y,  so  bat  mau 

Das  letzte  Glied  wird  immer  positiv  sein  filr  a  <  it        ,  dann  ist 
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das  vorletzte  Glied  auch  positiv,  deuu  uehinen  wir  im  ungünstigsteu 
Falle  Ä  —  513^  ■*>       dieses  Olied   ^^a«  * 

dritte  Glied  wird  dann  — ^,  abo  aoeh  poaitiT.  Die  Glei- 

chuDg  hat  jetzt  aar  Zeichonfolgen  uud  wir  finden  also  nur  eine  re- 

tAle  Wurzel  zwischen  a  und  Z*;  fulgiich  hat  die  Curve  nur  einen 

as  2 

Wendepunkt  (Fig.  &  e.  «.  «.)    FOr  a  >  iZ  -~-  bat  die  totste 

Gleichong  immer  noch  eine  Zeichenfolge,  also  liegt  keine  Wonel 
zwischen  a  and  6  nnd  die  Cnrre  bat  keinen  Wendepunkt  (Fig.  8. 
Ii.  dL  d). 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  dass  die  Ellipse  und  der  Kreis 
einander  iuwendig  berühren,  so  ist  die  üloicbuag: 

Welches  Zeichen  wir  auch  den  fehlendea  Gliedern  gehen  mögen, 
immer  bat  man  drei  Zeichenfolgen  und  swei  Zeichenweehsel,  also 
hOchsens  zwei  positive  Wurzeln.  Auch  diese  mfissen  zwischen  a  und 
i  liegen.  Wir  finden,  da  die  negativen  Wunen  ausser  Betracht 
bleiben:  f&r 

jr=flD      /(y)  ist  -f- 

y      &  f(y)  «  ^ab\ab*-\-Ji{ö*—a^)\    also  - 

y  — a  /(y)  — — a6(&o2~i{(^-a2)t   also  +  oder  — 

f-0  /(y)  ist  + 

Eine  positive  Wurzel  liegt  immer  zwischen  b  uud  oo,  die  audere 
wird  zwischen  b  uud  a  liegeu,  wenn 

4«i<Ä(Äj-a«)  Oder  Ä>i^^3 
IKe  Curve  hat  also  einen  Wendepunkt  (Fig.  8.  0.  «.  c,  und  /.  /.  /.). 

Für  R  <  ^pi_~^8  ^       Gleichung  keine  Wurzel  zwischen  a 

und  bj  die  Curve  hat  also  keinen  Wendepunkt. 

Fflr  die  Krammungsradien  in  den  Scheiteln  finden  wir  far 

o«(M±aÄ) 


A      /o    .  IM         f>  bHa''±bR) 
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III.    Die  Ell ip5;c  wüh'.t  sich  längs  einer  congrucutcn  Ellipse,  w&brond 
die  eutsprecbendea  Elemente  einander  berühren. 

Wir  finden  mittels  (I)  die  Cioordinaten  der  geenebten  Conre, 
wenn  wir  in  dieie  inbitilniren 

4  —       ^  —  ij' ;   «  -=  900   und  a  —  a' 

also 

•  =  (-|.^iin2tf— (p— i)eo63ir  (I*> 

Diese  Formeln  können  wir  transformiren  durch  ^' — p  » and 
K—p'^x'  zu  setzen 

«'  —  $"+i)8in2ff-|-rco82tf  (I**) 

9  —  ^—1}  COS  2«+^' Bin  2« 

Den  Coordinatenanlangspunkt  haben  wir  jetzt  versetzt  in  den 
Paukt  der  Directrix,  der  übereinstimmt  mit  dem  beschreibenden 
Punkt  der  Generatrixj. 

Bestimmon  wir  ftir  eine  Curve  fix^y^)  die  Fusspunktlinie  in 
Bezog  anf  einen  bestimmten  Punkt,  den  wir  als  Coordinatenanfang 
nehmen,  so  muss  jeder  Punkt  der  Fusspunktlinie  den  Gleichungen 
genflgen: 

«tgtf  — |f.     («I— «)tgT  =  jfi -jr 


Folglich 

also 


"  ~lt^tg*o  '       *  tg»=— OOtgtf 

ff.  — |—  tgtf 

»  —  —  «iCOS*tfH-yj8in«coetf 

F  -  -""'."^.Vf    -  yi8in2(F4-x,8in<fco8ir 

Die  Coordinaten  der  Fnispanktlinie  sind  also 

2«  —  «,  +  siu2o  -f  3-1  cos  2<y  (I***) 
^  ^9t  —  yi  cos  2a  4-3^1  siu  2a 

Sind  die  Directrix  und  die  Gcneratrix  gleichförmig  mit  dir  Curve 
80  siud  iu  den  Gleichnngeu  (I**)  und  (I***)  die  o  gleich.  Die 
gesuchten  Curven  werden  auch  dieselben  sein ,  wenn  |"  «-=»  und 
17  Jy,;  dieses  ist  der  Fall,  wenn  die  Parameter  der  ersteren  die 
Hälfte  sind  von  jenen  der  letzteren. 

Dieses  lehrt  uns  also,  dass  die  Fusspunktlinie  einer  gegebenen 
Corre  in  Besng  anf  einen  bestimmten  Pnokt  der  Weg  ist,  der  dorchi- 
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laufen  durch  den  eutsprcchenden  Punkt  einer  Cur\o,  welche  mit 
der  gegebenen  glcichtörmig  ist,  deren  Parameter  jedoch  die  llälfto 
von  jenem  sind,  und  der  wälzt  liiiigs  einer  Curvc,  welche  mit  ilir 
congrucnt  ist,  während  ininnT  entsprechende  Elemente  einander 
berühren').  Der  Coordinatcnaufangspuukt  ist  der  Punkt,  aus  wel- 
chem die  Normalen  gezogen  wcrdou,  also  der  Punkt  der  Directrix, 
der  flbereiMtteiDt  mit  dem  bescbreibcndeu  Punkte  der  Gcncratrix. 

Wir  werden  nur  einige  Bemerkungen  über  ein  ige  besonderen 
Fälle  machen.  Sei  der  MiUolpuukt  der  beschreibende  Tankt,  so 
£;ibt  uns  (1*> 

—      2afl^coge  2ba^  sin  B 

Folglich 

oder  auf  Polareoordinateo 

r  =  2       siü^  <P  +  i^  cos 

Bleie  leiste  Glelcfanng  gibt  eine  einfiidie  Constmction  der  Corre 
(Flg.  9.).  r  ist  dem  Radiasvector  der  Ellipse  gleich,  deren  Achsen 
2a  vnd  2ft  sind,  and  9  ist  die  ezeoutrische  Anomalie.  Hat  man  r 
auf  die  bekannte  Weise  constniirt,  so  seist  man  es  auf  eine  Linie, 
welche  mit  der  X  Achse  einen  Winkel  9  macht 

Die  Scheitel  in  Bezug  auf  die  Y  Achse  tindeu  wir  also 

^  —   cos^S)  sin  e 

dB "  ^         (a«sin«e-|-*«cos»e)«  " 

folglich 

8iu6  =  0  oder   0  —  nw 

und 

1^  fts— 209 

co8=*e-^^  oder  sin^e--^— ^ 

Dieser  Wert  ist  nur  reell  für  6  >  av'2. 

Bestimmen  wir  die  Lftnge  dieser  Corre,  so  fiuden  wir 


y(i-t«sinae)  ^ 

oder 


Dieses  stimmt  mit  den  Formeln  ^VI)  und  (/)  übereiu. 

I)  Jacob  Steiner geiammelte  Werke.   IL  Bd.   Seite  157. 
AiA.  i.  nah.  «.  rhf*.  S.  Belke,  T.  TIIL 
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Also  ist  sie  der  Oberflächo  oines  Kreises,  welcher  eine  der  gleichen 
Achsen  der  Geueratrix  als  fiadius  hat,  gleich. 

AuB  der  Formel  (I*)  folgt  fftr  den  Weg,  welcheo  Brenn- 
pankt  dorcblftaflL 

also  ist,  wie  zn  erwarten  war,  dieser  Weg  ein  Kreis,  dessen  Badios 
die  lialbe  grosse  Achse  der  Ellipse  ist 

Für  die  OberÜäche  dieses  Kreises  fanden  wir  nach  (VIII) 

Die  Länge  dieser  Curve  ist  49Ka,  was  auch  (Ibereinstimmt  mit  den 
Formeln  (VI)  nnd  fß). 

Endlich  werdtn  wir  den  Weg  bestimmen,  welchen  die  Scheitel 
der  Ellii)sc^  durchlaufen,  diese  Curve  stimmt  auch  ülterein  mit  der 
Fusspunktliuie  einer  Ellipse  in  Bezug  auf  einen  der  Scheitel. 
Weil  diese  Curvo  weniger  bekauut  ist,  worden  wir  sie  ein  wenig  ge- 
nauer betrachten. 

Ans  der  Formel  (I*)  folgt,  da  p  »  a  ist,  nacb  Sobstitation  der 
Werte  für  |,  9  und  ci 

2flft»sin«eco8e  — a(l—  coi>  H)  (&gcoB«e  —  ggsin^e) 
*  -  acos«+  a«sin2e-l-^co8«e 

oder 

2ft»cose — ^  cos«e+<^  ain'e 
*  "  "       «"sinae+Ä»  cos^e 

folglicb 

^      008  0(1  —  cos  8) 
9 — a  2ai* 


a^sin^e-l- 6^008^ 
Auch  tinden  wir: 

^  „   sin  0(1  -  cosH) 


also 

nnd 

Sei 

so  wird 


a-siu-e-|-Z/-cos-e 

X — a     h  ^ 

{(a:-a)2-|-^2|2  =  4a-X8ecO-l)2(a5-a)2 

X — a  —  r  cos  97   und  y  rsin^ 
r-|-2acos9  2V|&>sinS9-|-a*e08^} 


/ 
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Um  die  Scheitel  za  finden,  liaben  wir 

^  =  2jifC082tf+2(a-S)sin2a|  ^ 

folglich  mnss 

HU  — 2Ma*ö)+2(a— $)C08ö8ina  «=Ü  sein 
d8ine(£>co8se^<^8in>e)+26a>(l  — C086)c08e8in0  0 

also 

aine  =  0  demDach  B  » 
In  diesen  Scheiteln  ist 

y  M  0  und  «  =s  a  oder  «  ss  3a 

Auch  ist 
was  ons  gibt 

o-f-o 

Sollen  bdde  Werte  reell  sein,  so  mass       2a  sein. 
Für  die  Punkte  ist 

oder  «— a  = 


und 

Für  «     a  ist 

■=»  0  oder 

daher 

y  .  0  ooer  y  —  26 

Um  die  Weadepunkte  zu  bestimmea,  haben  wir  nach  (V) 

2 

ij  sin  a—(a-- 5)  cos  ff  —  —  g*^ 


Nach  Sobstitntion 

{oisinae— a6(l— cose)cosO}  ^ 


-  2ab  ^'jf )  |*asin«a+a^(l  -  cosSn 
(jf_a2){co82ö— 2cose-}-l}  —86« 


C08Ö-  1± 


4SS0    Ekama:  Dk  Qirvem,  wddU  von  ^ndeUm  «m  KtgtUtkuiu*»,  dm 

Das  positive  Zeichen  genttgt  nimmer,  soll  das  andere  Zeichen  ge- 
nügen, 80  mnss 

oder 

folglich,  wie  in  erwarten  war,  &  >  2a  sein.  (Fig.  10). 
Die  dnrdi  die  Cunre  eingeschlossene  Oherflftche  ist 

O  -  W4-2Äi« 

B.  Die  Oenerntrix  ist  eine  Hyperbel 

Die  Hyperbel  sei  gegeben  in  Bez.  aof  zwei  conjugirtc  Achsen,  welche 
einen  Winkel  a  mit  einander  machen.  Sind  die  beiden  halben  Achaen 
wieder  ß  nnd  /3',  so  wird  die  Gleichung  der  Hyperbel 

Setien  wir  ,     ^,  ^ 

g'  — ^ecö      und      ^  jJ'tgö 

so  finden  wir 

dl'  ,  ^  Bin©    .  de 

C08(tt»  -  <f ')  -  ^  sm  a>  -  -f  |S  ^g,^  sm  o)  ^ 


und 


cos«' «  -  ^  sin»-  -/»  ^Binsi  ^ 


Weiter  ist 

dif  810  0)  \d*  J  \d»  ; 

 /g/y'gincDCOs'Q  

^  (^«8in*64-/»'*-|-2^/?'8iaöco8ci)i 

— /?8in  cosis-^jy* 
8in(a>-o')  -  0Msin*^+^«+3A9'sin6cos<i)A 

nnd 

^  CO8  09-f-/?8in  0  

sin«'  —  (^8in«e-f7^2/?/?'8in  öco8a))l 

Aach  mfissen  wir  noch  bemerlEen,  dass  nnr  die  Werte  Yon  9 
einem  Berfibmngspnnkte  der  Hyperbel  mit  der  Directrix  genftgen, 
weiche  liegen  swischen  90»  bU  ISO»  nnd  von  180»  bis  270». 
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W&lzt  Bich  jedoch  die  Hyperbel  eine  gerade  Linie  entlang,  bii 
ihre  Asymptote  mit  dieser  zoeammenftUt,  lo  berlUurt  aadi  der  andere 
Zweig  der  Hyperbel  die  Linie,  ^älztsich  dieser  Jetst  die  Directrix  ent- 
lang, bis  die  andere  Asymptote  mit  der  geraden  Linie  sosammeniUlty 
wonach  deh  der  erstgenannte  Zweig  wieder  lAngs  der  I4nie  wftbct,  eo 
bekommt  man  eine  vnnnterbrocheae  Corre.  In  Wiridiehlceit  werden 
diese  Cnnren  nie  dnrehlanfen,  weil  die  Werte  6*90^  und  8—270^ 
bei  einer  endlichen  SehnelUglieit  nach  einer  anendlich  grossen  Zeit 
erreidit  werden. 


I.  Die  Hyperbel  wälst  sich  eine  gerade  Linie  entlang. 

Die  aligemeine  Formel  (I)  gibt  ans  wieder,  weil  a  —  270®  ist, 

»  —  Hyperbelbogen  -t-V  sin  (o—  o')  -f  (/>  ^  4')  lio 
y—  —  i|'cos{«— öO  +  Cl»  — l')C08ff' 

Nach  Snbstitation  finden  wir 

gin  etgS  —  ip-  ßiece)ß'\amn 
^  —    V{^»8in»a+/?'«+  2ßß'siü  ecosa) 

.  p—ßcoiS 


Für  e  —  (2n-f-l)iw  ist 

pß'  sin  ot 


y(/^-h/J'*±Wcoie^ 


y  nähert  sich  also  bei  der  Bewegung  einem  bestimmten  Werte,  wel- 
chen sie  jedoch  nimmer  t'rrcicheii  wird.  Der  Nenner  des  gefundenen 
Bruches  sind  die  Diaguualcu  eines  Parallelogramms,  welches  aof  den 
halben  Achsen  beschrieben  ist 

Bestimmen  wir  den  Wiukel,  welchen  die  Tangenton  in  diesen 
Panlcten  mit  der  X  Achse  macht. 

Nidi  (III)  ist 

iy^sin((o—  a')-]-(p  —  '^')s\ü  a' 
^     V  cos  (m  —  a')  —  ( p  — ^"')cos  a' 

^     (^+/?'*)tg  8+ ^^cosa>  (tgQsine-f-8ece)-p(^ina4-/?^cose) 

Pttr        (2n+l)J»  wird 

tgv  —OD     also     T  — 
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Iq  den  CalmioatioiupaQktcn  der  Corve  iu  Bezog  auf  die  JC  Achso 
mnn         0  mId. 

y«-|-/?>»)Bine-|-^^*co8cH-/^/^'8in»ecosa»-pco8  e(  ^sinö  -}-/?'cosco ) 
^  Of«ain«e+/»'«+2/?<»'8inecos«)l  "  ^ 

alBO  wird 

(^2^.^'2)8i0©+^/f'C08*i+/J^'C08a)8in2e-/»C08Ö(/?8inö-i-/?'C08»)  —  0  (1) 

Diese  Gleicbnng  ist  im  altgcmeiiieii  nicbt  zu  lösen. 

Den  Krttmmaug8radiu8  finden  wir  mittels  (IV) 

 {ß'^tg^e-\-( p—ßsecS)-—2ß'tg8{p—fisece)co8(iali  3  

jf'Stg«Ö+(p-/»Bec©}«-2/f'tge(i»-/f8ece)eoBa»|-  ^^^^pgr 

oder 


{^^»8in=^Q-i-(f>co8e— jg)8~2ig^aine(pcose— ^)co8co}i> 


•  co8efc»'%in»e+(iicose-^)«-2/»'sina(,icose-^)cos»|~^-^^ 
(4*)  X  (/r'28in^e-|-^'24-2^/?'8inöcoBi») 

Für  e  =  2«;.  ist      ^  -     1  /l-^2 


„  e  =  (2«+i)i» 


ßit^'-  -1-  /^^  ±  2/g/?'c08(0)i 


Wftizt  sich  die  Hyperbel  bis  die  Asymptote  mit  der  gegebenen  Linie 

zosammonfallt,  so  kommt  der  Mittelpunkt  in  die  gerade  Linie.  Wir 
können  diu  Kutfernung  des  Ortes,  wo  der  Mittelpunkt  kommt  vom 
Punkte,  in  welchem  die  Scheitel  der  Hpurbel'  die.  gerade  Linie 
berührte,  bestimmen.  Diese  Entfernong  ist  gleich  dem  Unter- 
schiede in  Länge  der  Asymptote  und  eines  halben  Zweiges  der  Hy- 
perbel. Diese  Differenz  ist  bekanntlich  eine  endliche  Grösse  and 
zwar  gleich : 


1)  SehlOmilcfa,  Compendioni.   L  Bd.  p.  989  nnA  U.  Bd.  p.  SftO. 
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i+(v.)»i  +  (är4j«--  •  •  •  1 


in  welcher  Formel 


Diese  Punkte  kAnneo  wir  also  näbeningsweise  bestimmen,  wodurch 
wir  die  Cnrre  eonstrnirea  können. 

a.   Der  beschreibende  Pankt  liegt  auf  der  Hyperl>el. 

In  diesem  Falle  ist  p^—ß  nnd  folglich  finden  wir  fhr  die 
Cnhninationspnnkte  y  =  0.  Wur  wollen  sehen,  ob  die  Formel  (1') 
noch  andere  Cnlminationspnnkte  gibt,  diese  ist 

(/J*+/a'»>8ine-f cos  10(8111*04- 1  + cos  0)4-/3^  cos  ö  sin  ö  =  0 

ß'*)  sin  18 + /}ß'coB»OQS  16  (3 — If  cos^e) 

4.^Ssin4e(3co8*ie-l)  s  0 

fslgUch  ^ 

008^8  —  0  also   9  « lur 

Diese  sind  die  Pankte  in  der  X  Achse. 

2/P8ini8cos*|6+|)"sin4e4./}/f'oos»c08ie(a— 2cos*)e)s=0 

2^»  tg  i  e + tg  i  ö  (ig*  i  e  4- 1)  + cos»(3  tg4  ö  - 1)  —  0 

Sellen  wir  tgl6     y,  so  wird  die  Gleichang: 

3 

Sei  fftr  y  gesetzt  y  — ^.cosm;  so  finden  wir 

^  +  ^  4- 1 3     cos«)  y  —  2  ^  cos  »  sin«»  -  0 
Sollen  alle  Wurzeln  reell  sein,  so  mnss 

^2^',  cos  «sin»«)*  4-     (-''^«+l-3^,co8«i»y  <0 
sein;  oder 

_  (^2_^'2)3^9(^2_^'2)^28in2a,_(_27iJ'«^sin**»  <0 

Fahren  wir  jetzt  ein 

ß%^^^mm  a>— 6>  nnd  ßß'  sin  »  oft 


* 
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in  welchen  Formeln  a  and  b  die  halben  fiaaptaebaen  der  Hyperbel 
sind,  80  finden  wir 

(a2^i2^»-9(«2^^j2__  _  27  ^  >  0 

oder 
folglich 

,      g»  -j>        -f  1 5a  *    -{-  5a*  &g + *8 

Also  sieht  man,  dass  a  >  6  sein  mnss,  sonst  wird  f  imaginär, 
übrigens  Icann  fi  der  oben  stehenden  Bedingung  immer  goitgen,  weil 
fi  wachsen  Icann  bis  oo.  Den  kleinsten  Wert  des  ß  gibt  die  ge- 
fundene Formel.  Genflgt  fi  der  Bedingung,  so  hat  die  Formel  drei 
reelle  Wurzeln  und  die  Gurre  also  im  gansen  vier  Culminations- 
punkte  in  Bezug  auf  die     Achse.  (Fig.  lt.  a.  a.  o.). 

Für  Ö  «  {2n-\- 1)^71  ist 

b.   Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  der  reellen  Haoptaclise 
JeUt  ist  o>—  90^       a  und  fi'  b. 
Die  Formel  ^1')  gibt  uns: 

(a3+^)8ine— iMsinecosO  ->  0 

Folglich 

sin  6  •»  0  also    B  ^  nn 

und 

cos  S  =  — ■ — 

JMS 

Süll  COS0  reell  sein,  so  muss  «  *> — ' — sein.  Wir  werden  sehen  ob 
die  CiuTO  auch  Wendepunkte  bat. 

Die  Formel  (V)  gibt 

tg'^  ^4- ip  —  «acc  e)^ab  cos  e  -=  Ä  (-  acos  B+p)  {aHin^  Ö+ ^) 

a6>sin>9cos6-|-apScos'6  -  Za^pcos^B-^a^eoBS 
—  fMi«sin«e— ««sin^ecosÖ+pia— ii6^cos# 

(2*) 

a{p«—  (a2+i2;}co8»e  -      €0826  +  20  (n'  +  e^)  COS        p(a«+62)  — 0 

Auch  diese  Gleichung  ist  nur  in  einigen  Fftllea  zu  Utoon. 
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Wir  werden  die  Oberilieiie  beitimmen,  weldie  eingetdilosseii 
wird  darch  die  Corvo,  die  Linie  nnd  die  Ordinaten  beim  An&ng  und 
beim  Ende  einer  Wilinng. 

Jelit  ist 

0'^f$dm  nnd  dte  — ydo* 
alte  O  =Sy^d^ 

folglich  ist 

»/,» 

/(p-  acOB  6)2        ^  ^ 
/*     cose^e  /)«       sin«       ,  /a  .  ^\ 

/*  co8»eda      o2-f-Ä»    sine     ,  /a.  ^\ 

fulglich  ist 

0=«*^^[y"— +fl>'-*'-Miret^+^f«  (3') 

Wälzt  sich  der  andere  Zweig  der  Hyperbel  die  gerade  Linie  entlang, 
während  der  beschreibende  i'unkt  derselbe  bleibt,  80  sind  die  Grenzen 
der  Integrale  0  and      and  also 

Folglich  ist  die  ganze  Oberfiäcbe 

-  ias  ^«  (4') 

0 

c.  Der  Scbeitel  ist  der  beschreibende  Punkt 

Sei  p  —  —  a  (Fig.  12.  a.  a.  a.).  In  den  Culminationspunkten  ist 
y  =  0  nnd  f/  =  2a.  Die  Formol  (1')  gibt  für  die  anderen  Culmi- 
oatiouspunkte 

8in6  =  0  und  cos 6  —  — — « — 
aber  dieser  Wert  ist  imaginir. 
Ans  der  Formel  (2')  finden  wir 

6«C08*0  — a«C0Ä«O— 2(a«-f  ^)COSO— (a2  +  Ä2)  «0 
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Dicso  Gleichuog  kauo  dividirt  werden  dorcb  cosO-f  1,  and  wirhaben 
auaser 

S  »  (2n  +  l> 

aneh 

dSco8>e— (as+^coa  =  0 

Wir  finden  eine  positive  Wurzel,  welche  nicht  genügt,  weil  diesea 
COS^^l,  und  eine  negative: 

Jdtst  mii88  anch  sein 

a2  4- ^»a  1 

oder  >>  0 

alto  immer  eine  reelle  Worzel,  folglich  hat  die  Corre  immer  einen 
Wendepankt 

rttra-2«^  ist 

„    0  =  (2«-fl)T       „  /'=^0 

d.  Der  Brennpunkt  sei  der  beschreibende  Pankt. 
Jetzt  ist  p  =s  —  c  und  e*  —  (Fig.  12.  &  ft.  Ä.) 

Wir  ündeu  fttr  die  Culminationspunkte 

y  =^  a — e    und    y  — a+c 
Die  Formel  (1')  gibt  uns  auch 

sin  9  —  0  und  cos  ö  =  — - 

a 

dieser  Wert  ist  immer  imaginär. 

Für  e  =  (2«-f-         ist  y  =  6  (Fig.  12.  A',  A'.). 

Uro  die  Wendepunkte  an  finden,  gibt  uns  die  Formel  (2') 

o«cos*0+ 2accos  ö-fc'  0 

folgUch 


e 


00086  +  «'  =  ^    ^80    COSd  =  


a 


gleichfalls  imaginftr. 
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Der  ErtliDiiiiiiigsnuiiiis  in  jedem  Ponkte  der  Carve  ist  mcb  (IV) 

 a{ft«tg«eH-(— c-a8ece)»}icos3e   

— [otgÖMBÖ^^-ü— aseca)j{a»8ia«Ö4-*«i+a{6VÖ 

-H— a8ec9)*|co8>8 

Bod  die  Normale  ist 

*  —  V  {^'»  tg»e + (— c — aiec  e)«| 

folglieb  Ist 

1,1^  — (— c— oC08e)l(c»-a'cos^Q)4-2acose(ac08e-|-c)«  _  1 

Biese  Cvnre  gibt  bei  einer  Rotation  um  die  gerade  Linie  eine  Obcr- 
flicbe,  die  Platoao die  Nodoido  genannt  bat  Diese  Oberfläche 
kann  der  gcnannteo  Eigenschaft  wegen  eine  Gleicbgewichtsfl&che 
einer  Flflssigkeit,  welche  keinen  auswendigen  Kräften  ansgesetst  ist, 
Irin. 

Für  6  —  (2ii+l)i«  ist  P=  a. 

Um  die  Linge  zn  bestimmen,  liaben  wir 

oder 

0 

,J   c+a  cos  ö 
0 

folglich 

^+a)co82«p+(<»~«)sin«9  "  ^''^ 

Far  die  durch  die  Corvo  und  die  gerade  Linie  eingeschlossene 
Oberfläche  finden  wir  nach  (4') 

Diese  Oberfläche  ist  also  immer  gleich  zweimal  der  Oberfläche  eines 
Kreises,  der  einen  Radius  gleich  der  halben  reellen  Achse  hat,  und 
nnabhftngig  von  der  Imaginflren  Achse. 

e.  Der  Mittelpunkt  ist  der  beschreibende  Punkt 

p  0  und  wir  finden  fUr  die  Colminationspunkte  (Fig.  12.  c. 
«.  c.) 


1)  PlatMO,  Statique  dei  liqnidct.   Yot  I.   p.  tSO. 
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y  —  To   und  «  —  S»r 

Für  y  =  0,  das  ist  für  S  —  (2«  +  !)^^  ist  x  =  (2n-j-l)K 
Am  der  Fonnel  (1')  folgt 

sin  9     0   und    cos  0  =■  oo 

also  keine  anderen  Calminationspnnkte.  Ans  der  Formel  (3')  haben 
wir: 

— a(a«+i»)008»e+2a(a«H-62jc08  ö  —  0 

folglich 

cobO  — 0  nnd  cosO— i:y2 
dieser  Wert  ist  auch  imaginär. 

Für  a  =  «TP  ist     —  ^. 

Kach  (3')  finden  wir  für  die  eingeschlossene  Oberfläche 

ö-a6-|-(a2  — ^)arctg^  (6) 

Ist  die  Hyperbel  gleichseitig,  also  a  -»  so  ist  die  Oberfläche  —  a^, 
folglich  dem  Quadrate  gleich,  welches  die  halbe  Achse  als  Seite 
hat 

t  Der  bcBchrdbende  Punkt  liegt  anf  der  imaginären  Achse. 

Um  den  Weg  eines  Punktes  zu  bestimmen,  der  aaf  der  imaginären 
Achse  liegt,  wechseln  wir  die      and  die  ii'  Achse,  so  ist 

Setzen  wir  ij'  *  asec  9  und  ^'  =  — 6tg  9,  so  ist 

df,'  ,       sin  0  .    rfg'     ^  ^  ,1 

(Im  008^0  ds  dt  cos^ö  \d* 

Während 

Wir  finden 

w        ,v  o'secesine+fp-f &tge)& 

0  —  Hyperbelbogen  —  -     ^  |a^sin*ö-H») 

und 

psln#— ftcosO 


I 


Mick  ohne  zu  gUiten  läng*  anderer  Curven 


Für 

6»0 

ist 

y  =  +a 

»• 

ap 

w 

n 

jf  —  — a 

n 

ff 

Um  zn  finden,  ob  die  Corve  auch  Calminationspankte  in  Bezog  auf 
dio     Achse  hat,  di£ferGQtiirea  wir  y  nach  ß 

In  dnem  CidiniiiatioiispDiikta  mnn  also 

23>cos64-a*sia94-6'siiid  »  0 


sein,  oder 


Ige— -Ä 


Ist  der  Brennpunkt  der  co^jugirten  Hyperbel  der  beschreibende  Paukt 
(Fig.  12.  d,  d,  d.),  so  ist 

folgfidi 

tge  =  -f 

oder 

b  e 

dieses  gibt 
Ferner  ist 

dy   (a^ -f-Ä^)  sin  O  —  ph 

Fttr  8  =  n«  ist      igt  —  — ^ 

„   e-.(2«-fl)i^       „  tgr-a> 
also  tr  —  90» 

y  -«  0  für  |»sia6  —  6co8  6,  so  ist  tgT  -»oo  oder  t  gleichfalls 

Die  Cnrre  schneidet  also  die  gerade  Linio  immer  senloreeht 

miabhäugig  von  p. 

Wir  massen  jetzt  nntersnchen,  ob  die  Oarre  Wendepankte  hat 
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Aus  der  Formel  (V)  folgt  in  diesem  Falle»  da 

«ftf*  ab  {de\^ 


dS  cos^S 


oder 

4-&a2co8Ö+Ä(|»co8e+Ä8ine;2co8Ö  -  0 

ßetracliteo  wir  iiur  deu  Fall  jp  so  liuUcu  wir  nach  Substitution 
von  a*4-^ 

— «*8iii>e+^c8iiidco82d  +  26cScos6  —  0 
Setzen  wir  igSssp  und  f  —  «1,  so  haben  wir 

Sei  ^     s-f-l^'i  so  üadea  wir 

Eine  Wurzel  ist  immer  reell;  sollen  die  beiden  anderen  auch  reell 
sein:  so  moss 

sein,  oder 

also  mnss  sein 

1593  <  0 

Diese  beiden  Wurzeln  sind  also  imaginär,  folglich  hat  die  Cor?e 
immer  nur  einen,  aber  auch  nicht  mcbr  als  oinon  Weudopankt  Uns 
bleibt  noch  übrig  den  KrQmmuugsradius  za  bestimmen.  Nach  (lY) 
haben  wir: 

  A{rt«4-(7)(:osö+Asin0)'|t    


--(l>8inö--^co8Ö;(aWÖ-i-6*)-|-Äa»co8Ö4-Ä(j>co8d-i-i»8iuÖ>«co8Ö 
Füre-»r  ist      P^^  V7, 
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bt  jetit  |> »  c,  Bo  finden  wir  fbr  tg  9  «  —  - 

ud  f&r  y  —  0  ist  tg  6  —     also  ist 

c 

n.    Die  Hyperbel  wftUt  sich  eine  congraeote  Hyperbel  entlang, 
wftbrend  entsprechende  Elemente  einander  berttbren. 

Nach  dem  bei  der  Ellipse  betrachteten  Gesetze,  werden  die 
Curveii,  welche  bei  der  Wälzun«?  einer  Hyperbel  längs  einer  con- 
graenteii  Hyperbel  entstehen,  Fussjuinktlinieu  sein  einer  mit  ihr 
gleiclü'örmigen  Hyperbel,  welciie  zweimal  grössere  Parameter  bat. 

Der  Weg,  welchen  hei  dieser  Wftlznng  ein  Brennpunkt  durch- 
liuft,  wird  ein  Teil  eines  Kreises  sein,  dessen  Radius  die  grosse 
Achte  der  Hyperbel  ist 

Der  eine  Hreaupunkt  durchläuft  eiuen  Kreis,  welcher  der  Glei- 
cbnng 

— c)»4-y«  — 4a« 
genOgt.  Ber  andere  einen  Kreis  mit  der  Gleichung 

(^_{_^)2_|_y3— 4aS 

Beide  Kreise  werden  bei  der  Wälzung  von  zwei  Zweigen  nur 
zum  Teil  durchlaufen ;  lils^it  man  jedoch  danach  die  beiden  anderen 
Zweige  einander  cutlang  wälzen,  so  bekommt  mau  ganze  Kreise. 
FOr  die  Punkte,  welche  bei  endlicher  Schnelligkeit  nach  unendlich 
grosser  Zeit  erreicht  werden,  ist 

,  2ab 
Jf-±-- 

Der  Mittelpunkt  durchläuft  eine  Curve,  welche  die  Form  einer 
Acht  hat,  jedoch  wird  nur  die  eine  Hftlfte  durchlaufen,  wenn  mau 
nicht  auch  die  beiden  anderen  Zweige  einander  entlang  w&lsen 
Iftsst  INe  Gleichung  der  Gurre  ist 

=  4(a-cos^9)  —  Ä^aiu-^») 
r  wird  —  0  für  tg9  -=  ^ 

Die  Oberfläche,  welche  durdi  den  durchlaufenen  Teil  eingeschlossen 
ist 
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&TCtga(b  arctga/6 

arctga/6 

—  2(a«-Ä2)arctg  a/i4-(aa+^j  |  nu^q,  ^ 

oder 

Biete  Formel  stimmt  mit  (6)  flberein. 

Für  a  —  &  wird  O  —  2a2. 

Die  FusepnoktUnie  gebtio  dieses  Fillen  Ober  in  die  Lemoiskate 
voo  Bemonlli.  Der  Ponkt  bat  oor  die  HAlfte  dareblanfeii,  danmi 
finden  wir  nneh  die  bnibe  Oberfläebe.  Die  bnlbe  Achse  der  Lemnis- 
knCe  wftrde  2a  sein  nnd  also  die  Oberfläebe  i/fl 


C.   Die  Generatrix  ist  eiue  Parabel. 

Der  Winkel  zwischen  swei  ooiyngirCen  Achsen  der  Parabel  sei 
nnd  die  Gleicbnnf  der  Parabel  wird: 

in  welcher  Formel  |'  immer  negativ  sein  musa. 

Wir  finden  wieder 

(l^'  .  «'sino; 
C08(«-a^)  -  ^  sin«  -  -  y(^S^r^i-2,Vi5^ 


— -r-sln«  —  — 


o^sin« 


oder  anch 

/      ,x  g'— ycoa» 

nnd 

y  (i7'2  +  a'2--2Va'cos  cö) 

Aach  nOssen  wir  bemerken,  dass  der  Bogen  der  Parabel  vom  8cboitei 
abgemessen,  gleich  ist ') 


1)  Scbl&milch,  Höhere  Analysis.  Bd.  I.  p.  379. 
9)  Schlftmilcb,  IlObere  Analjrtit.   Bd.  1*  SSC. 


Digitized  by  Google 


Mtck  ohnt  zu  yieiUn  längs  anderer  Cui  oem  wittämn,  beschriebM  wmraen,  433 

I.  Die  Parabel  wAlzt  sieh  eine  gerade  Uiiie  entUng. 

Die  allgcmeiDOD  Formeln  werden  wieder  sein 

»  —  ParabelbogeD  +  VsiDC«»— <^)+(i>  — l')»!!'«' 

y—  —  »/cos((a -a') — iOcOStf' 

Nor  zwei  FftUe  werden  wir  betrachten. 

a.  Der  Brennpankt  ist  der  beschreibende  Pnnkt 
Jetzt  ist  «»  =  90^  ond  p  ^  —  |a,  folglich  sind  die  Coordinaten 

-  =  *  ä  +»-^^»  ä  V^lr^~ 

oder   

»  =  lalog-^  

nnd 

also 

Wälzt  sich  die  Parabel  nach  Idor  anderen  Richtung,  so  werden  9' 
und  X  beide  negativ,  also 

oder 


Sei  ^  =  «r,  80  ist 

-«  I 


X 

2ä 


1)  Die  drei  Corren,  welche  dnreh  die  Brenapankte  der  Kegeliehiiitte 
bei  der  Wllsniig  iZoge  einer  geraden  Lhiie  beschrieben  werden ,  haben  eine 
gemeinschaftliche  Gleichung;  diese  finde!  rann  bei  Anwendang  der  allgc- 
nefaien  Gleichung  der  Kegelschnitte,  wenn  der  Scheitel  der  Coordinatenaa- 
fumanla  iit, 

in  welcher  Formel  *  die  nnmcrische  Exccntricität  und  n  der  Pararacter  isU 
In  gebraachten  Coorüinatensysteme  muss  ^'  immer  ncgatir  sein. 

AMh.  4.  Malh.  «.  Pkj«.  t.  tsihe,  T.  TIIL  <^ 
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also  ist  der  dnrehlanfiBBe  Wog  eine  lettwiKiwe  *).  Für  den  KrOm- 
mnngtradiiu  finden  wir  nach  (17) 

and  far  die  Normale 

2a 

also  ist 

Durch  diese  Eigenschaft  kann  die  Oberfläclie,  welche  entsteht 
dorch  die  Botation  der  Kettenliuie  um  die  gerade  Linie,  eine  Gleich- 


«od 

C080  --^  71?«?+^ 

denn 

folglich  wird 

«  -  Bogen  des  Kegelschnittes 

und 

.  2l_  (^...(J'^^-^ 

Nun  itt  bei  allen  Kegebehnlctoa  di«  Balftniang  des  Scheitels  vom  Brenn- 
a 

punkte  gleich  J~^~^* 

a 

folglich 

«  -  Bogen  des  Kegelschnittes  -  ri'i  j^'  -  vjip«^"^ 

fl'-  — 

_2  l  +  f 

Dieee  Gleichangea  geben  den  Wag  dnrdi  den  Brannpankk  dnrehlaaliMi  flkr 

»  ^  1    bei  der  Hyperbel 
e  =  I  bei  der  Parabel 
»  ^  1  bei  der  Kllipsc 
e  ~  0  bei  dem  Kreise 
(eine  gerade  Linie  ||  der  Directrix). 

2)  Schell,  Tbcorio  der  Bewegung  und  der  Kr&fte.    I.  Bd.  p.  S41. 
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gewiehteflidie  einer  Flflssigkeit;  aaf  welcher  keine]  naswendigen 
Krifte  wirken,  sein.  Den  Körper  durch  diese  Oherflftche  einge- 
schlossen hat  Piatenu eine  Catenoide  genannt 


b.  Der  bescbreiliende  Pnnkt  liegt  aof  der  ParabeL 

In  diesem  Falle  ist  77  »  0.  Wir  müssen  untersuchen ,  ob  die 
darchlaufeoe  Carve  auch  Wendepaukte  bat  Nach  (V)  ist 

-|ij'co8(a»-ö')  +  $'coso'|  -  {7'2+{'2  4-2ij'5'co8aj)  ^ 

oder 

-sma,J,,^-5j^) 

 lV^+^-+2,'{'cosa,i^  [£)  siu^o, 

Jstst  ist 

folglich 

-  {,'2H-r»+2vrcos«i-7i — ^- — 

^+l-^cos« 

Also  n'  =■  0.  Dieses  gibt  den  Ponkt  in  der  geraden  Linie^  nnd  auch 
2(»/2-}-a4.2^'a'cosiD)  —  ia'^  +  ij'^— daVcos» 

oder 
also 

^'=:±aV2  und  S' —  a' 
In  den  Wendepnnkten  ist,  weil 

ist*    a*sinw 

ypq:2V2oos«) 


Ans  der  Formel  (III)  folgt 


1)  PktMO»  Statique  des  liqaidet.   VoL  I.  p.  9». 


SS» 
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-(i?'^-|-a|)8iii«  afi'OMm 
In  emem  Wendepankte  ist 

3co8C9±2V2 


tgT  =  — 


mm 


Ist  der  Scheitel  der  beschreilxnido  Punkt,  so  ist  «-»90®; 
(Fig.  13.  a.  a,  o.),  folglich  wird  ia  eiaem  Wendepankte 

and 

tgT  —  ±2  V2  oder  coBv  —  ±J 

IL   Die  Parabel  wälzt  sich  einen  Kreis  entlang. 

Wir  werden  nur  die  Curven  betrachten,  welche  entstehen,  wenn 
der  beschreibende  Tunkt  auf  der  Hauptachse  liegt.  lu  diesem  Falle 
ist  »—90».  Wir  haben 

Parabelbogett    (p—'$')v-^v'a   

Bestimmen  wir  die  Scheitel  der  Curven  in  Bezog  naf  den  Mittel- 
pnnkt  In  diesen  Punkten  ist  dr  —  0 


also  muss  sein 
oder 

Wir  ]ia]>en  also  Scheitel  für 

V  —  0 

diese  können  entstehen,  wenn  p  negativ  und  grösser  als  a  ist: 
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diese  entstellen  nar,  wenn  die  Parabel  and  der  Kreis  einander  in- 
wendig berubren. 

Wir  finden  dann 

oder 

Soll  dieser  Wert  von  ij'  reell  sein,  so  moss  ü(  >  a  sein. 
Bestimmen  wir  den  Ort  der  Doppelpunkte: 

oder 


(l-i)  IV*- W*} 


Dieser  Gleichang  wird  genügt  durch  t^i  —  +»^1' 


Bogen   P»?H-j^jHi«__ 


'S 

Bogen'       ,  2a  + 


Setzen  wir  die  beiden  Glieder  ~  17/,  so  wird 

Bogen  —  —  Bogen' 

folgUch 

^  (Bogen        ^  -2^^i-V«  . 

Also 

Dieses  lebrt  ans,  dass  die  Doppelpunkte  liegen  auf  der  Linie, 
welehe  durch  den  Mittelpunkt  und  den  Punkt,  in  welchen  der  Scheitel 
den  Krefs  berührt,  geht.  Die  Linie  ist  auch  eine  Unie  von  Sym- 
metrie. 
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Um  die  Wcndepankte  zu  besUmmea,  gebraacbea  wir  die  For- 
mel (Y),  dies  gibt 


l/i2±  


Ist  der  Brennpunkt  der  beschreibende  Punkt,  so  ist  p  «  — ia 
oder 


also 
folglich 

Der  Wert  der  17',  welcher  ans  dieser  Formel  folgt,  ist  imaginflr. 
Weiter  ist 

oder 

s   

i^'t.alVieSa— <i| 

Dieser  Wert  ist  nur  reell  für  Ji  >  a.  Diese  Punkte  stimmon  tibcr- 
ciii  mit  den  gefundcnou  Spitzen,  wenn  die  Parabel  nud  der  iüreia 
einander  inwendig  berttbrcn. 


ni.  Die  Parabel  wälzt  sich  Iftngs  einer  mit  ihr  eongmenten  Parabel, 
während  entsprechende  Elemente  einander  berühren. 

Schon  aus  der  Analogie  mit  den  Fusspuuktliuiea  wissen  wir, 
dass  der  Hrennpunkt  eine  gerade  Linie  durchlaufen  wird,  und 
zwar  die  Riclitungslinie  der  Parabel,  willirend  der  Scheitel  eine  Cis- 
soide  beschreibt,  von  weicher  der  Parameter  a  ist 

Bestimmen  wir  den  dorchlanfenen  Weg  eines  Punktes  der  Pa- 
rabel. In  schiefwinkligen  Goordinaten  finden  wir  (Fig.  14.)  fttr 
diesen  Weg,  weil 
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«  =  180<>— (a— tt>),     |3  — 2a— «     und     y  — 2tf  — w  ist: 

-       8in2(tf  — 0))  .  ,         sin(2ff  — w) 
tili»  rtn. 

,    8in(2(y  — w)  ^,rin2« 
f=V±«—  (P-^)^ 

0er  boBchreibende  Punkt  sei  der  .sich  bewegende  Coordinatenan&ngs- 
pnnkt,  alflo  p  0 

^       g'  —  tycosm        .    (a^-— i;C08a))a^ — a'cogca) 

—  1?  COS  CD 

^        »7  —  a'  COS  w 

«  g'  —  i?C08  « 
y     9  — a'cos« 

also 

arcos  (o-\-  V 

folglich  nach  Sobstitntion  dieses  Wertes  in  der  Formel  fttr  m 

Oefaranchen  wir  Polarooordinaten,  so  ist 

sin(o)— O)  _  sin© 

iB  SS  r  ;   und  ir     r  — • 

8U109  ^  Bin« 

also 

,8in(»-  ö)-l-sin6co8«  ,  ,i8in(»— ö)cos  w+sinöl' 

oder 

rCOS  0  -=  a'  C08*(£ö—  0) 


Sei  B^i+m—W\  so  ist 

r  a 


litt(c+«) 


Diese  Gleichung  geht,  wie  es  gehört,  fQr  n  —  90^  über  in  jene 
der  Cissoide.  Wir  liOnnon  den  gefundenen  Weg  anf  eine  einfache 
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Weise  construiren,  welche  mit  der  Oonstraction  der  Cinoide  ftber- 
einstimmt.  In  dem  Kreise  (Fig.  15)  zieben  wir  eine  Sehne  AB  nnd 

im  Punkte  B  eine  Tangente  am  Kreise.  Wenn  wir  dann  durch  A 
Linien  ziehen,  welche  die  Tangente  und  den  Kreis  schnödes,  so 
mflsscn  wir  die  Teile  zwischen  dem  Kreise  und  der  Tangente  setzen 
auf  die  Linien  vom  Punkte  A  ab.  Wenn  wir  die  Enden  dieser  Teile 
mit  einander  verbinden,  belcommen  wir  die  gewanschte  Canre.  Denn 

sin  c         .  sin  s 

CD  — r—  Cö-T-^  r  oder  CM^AB-r-- 

sm(ftf— £)  sin» 

folglich 

smnsu(e  -)-o>) 
Sei  der  Diameter  des  Kreises  a',  so  ist 

AB  =  a'  sin  o» 

folglich 

,  sin*c 

r  —  o 


sin(c-|-») 

Die  Curve  scbucidot  die  Tangcnto      einmal,  wenn  e»o>  ist,  hier  ist 

r  —  |a'tg« 
Die  Linie  FU  ist  eine  Asymptote. 


A  ppendix. 

Wenn  wir  an  eine  gegebene  Cnrye  eine  Tangente  nnd 

ans  einem  bestimmten  Punkte  eine  gerade  Linie,  welche  mit  der 
Tangente  einen  Winkel  n  macht,  ziehen,  so  können  wir  den  geome- 
trischen Ort  des  Schnittpunktes  dieser  Linien  bestimmen*  Dieae 
Aufgabe  kommt  überein  mit  der  Bestimmung  des  geometrischen  Ortes 
des  Schnittpunktes  eines  Winkels,  wenn  die  eine  Linie  immer  durch 
einen  gegebenen  Punkt  geht,  während  die  andere  eine  gegebene 
Curve  berührt.  Für  diese  Frage  hat  schon  Weinmeister eine 
Losung  gegeben. 

In  einem  geradwinkligen  Coordinatensysteme,  ?on  welchem  der 
gegebene  Punkt  der  Anfi&ng  ist,  finden  wir: 

und 

I)  Sehiemilch,  Zeitschrift.   Bd.  XXVIII.  p.  SS6. 


uigui^Cü  Ly  Google 


tidk  ökMM  Mit  ttkittM  ttaat  uMnitinr  CWtmii  iiiAliitt.  AMoftniAtti  iBMfidW.  AA\ 


Uebertngen  wir  die  Ciirve  aof|  ein  anderes  System,  dessen  Achsen 
mit  jenen  des  gebrauchten  Systemes  einen  Winicel  90*  — »machen; 
so  ist: 

x'ss,    «1  sin»  4*91 
y     —«I  Gosai-|-jr|Sini» 

Folglich  wird 

*  "     8in«(l-f  tg«»)^^  "  sin»(l+tg<tf) 

and 

^     siu(öU  +  tg«T)  "  sin«  (1 +tg*^a) 

Diese  Formeln  stiminen  mit  dcu  Formeln  !♦**  übercin.  Hieraus 
folgt,  dass  die  gesuchte  Carvc  mit  der  Kusspanktliuie  in  Bezog  auf 
den  gegcbeoeD  Punkt  gleichförmig  ist;  dass  aber  ihre  Parameter 
coscctu  grösser  sind;  oder  dass  die  gesuchte  Curvo  die  Fusspunkt- 
linie einer  Curve,  welche  der  gef^ebenm  gleichförmig  ist,  aber  cosec  co 
mal  grössere  Parameter  hat.  So  winl  z.  B  die  Ecke  eines  Winkels, 
welcher  sich  auf  solche  Weise  bewegt,  dass  die  eine  Linie  immer 
einen  Kegelschnitt  berührt,  während  die  andere  durch  den  Brenn- 
punkt geht,  einen  Kreis  bescbreiben.  Bei  einer  Parabel  gebt  dieser 
in  eine  gerade  Linie  Uber. 

Amersfoort,  Jannar  1889. 
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XIX 

Ueber  die  Eectification  der  KrümumngsliDieD 

auf  fiöhrenfläcben. 

Von 

A.  Ahrendt 

in  Boitock. 


In  der  vuiigeu  Arbeit*)  ist  gezeigt,  dass  die  Krümmuugslinien 
der  Röhrcuflächea  sich  in  gewissem  Sinne  als  Yerallgemeioeningeii 
der  ebenen  Parallelconren  aoffassen  lassen.  Für  die  ebenen  Parallel- 
findet  nun  eine  ein&che  Differentialbeziehung  statt  zwischen 
dem  Bogenelement  dt  und  dem  entsprechenden  Bogenelement  <fa  der 
Originalcnrve,  nämlich 

WO  K  das  Gaass*sche  ErOmmungsmass  der  Originalcnnre  im  betrach- 
teten Punkte  bedeutet.  Die  folgenden  Zeilen  bezwecken,  ein  Ana- 
logen dieser  Differontialbeziehong  herzuleiten,  sowie  die  gefundene 
Beziehung  geometrisch  zu  deuten. 

Es  scicu  i,  r]y  t  die  laufenden  Cüordiuatcn  der  Originaicurve, 
Xf     z  die  der  Parallelcurvo,  so  ist  die  Gleichung  der  Parallelcurvo 

und  ans  der  Bedingung,  dass  Original-  und  Parallelcurvo  auf  der- 
selben abwickelbaren  Flftche  liegen  mflssen,  deren  Erzeugende  senk- 
recht zur  Originaicurve  stehen,  entspringen  die  Gleichuogen: 


*)  Diese  Arbeit  folgt  im  nichtien  Hefte.  (Red.) 
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(1)  adi+ßän+M^O 

aberdiet  «Ut 

(3)  a»4-^«+y«-l 

Weil  mnn 

<to  =      -j-  ^  do,     ciy  —  dij  -|~  P  <^/^>  ~|~  P 

itt,  80  folgt,  falls  man  mit  da  und  ih  entsprechende  Bogenelemotito 
der  Origtoal-  and  Parallelcorre  bexcichnet: 

£s  wird  behauptet,  dass  diese  Gleichung  von  der  Form 

ist.  Dio  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  fUr  diese  DarstoU- 
barkeit  ist: 

-  ida*+dß*+dy^d9*- £(dBidß  <fa)* 

d.  b. 

£ididß  ''dtida)  =  0 

FOr  a,  ß,  Y  galten  nun  dio  Bedingungen,  von  denen  man  (3)  und  (1) 
auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

uda+ßdß+fdy=sO 

un  diesen  Gleicbnngen  ond  aus  (2)  folgt: 

<te.<2(f*  —  —di,ia,d*i'^ß,d^fi+f,d*ö 
dß.d6*=S'^dfi,(a.d!'i-^ß.(l*V  +  Y'^ 

Eieraus  crgiebt  sieh  nomittelbar 

£{dadn^dßdi)*  —  0 

und  daher  ist 

(4)  d»^d9{l+g.Q) 
(ö)                        9"  51^1 
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Die  80  definirto  Gröue  g  bedeutet  die  geodätische  KrUmmang 
der  Originalcurve,  falls  man  sie  als  auf  der  zu  Grunde  gelegten  ab- 
wickelbaren Fl&che  A  gelegen  ansieht.   Denn  das  System 

kann  man  als  Gleichung  der  Torse  A  ansehen,  falls  man  q  als 
zweiten  Parameter  nimmt.  Die  Coordinatcucurveu  sind  dann  einer- 
seits die  Erzeugendon  der  Torso,  andererseits  die  Schaar  der  Parallel- 
canren.  Die  Coordinatenenrfeii  schneiden  sich  orthogonal.  Dem- 
nach ist*) 

1  We 

VeQ  ^9 

die  geodätische  Krümmung  einer  Cnrre  q  *  Gonst  E  und  O  be- 
deuten die  Qauss'schcu  Grössen. 

Führt  man  diese  Werte  in  den  Ausdruck  für  ein,  und  setzt  ^  » 0, 
80  folgt  gQ  =  g,  und  dies  war  zu  beweisen. 

Man  ersieht  hieraas,  in  welcher  Weise  die  Formel  ftr  ebene 
Paralielcurrcn  sich  specialisirt.  Da  dann  nämlich  die  Torso  zur 
Ebene  wird,  so  geht  die  geodätische  Krflmmnng  in  die  gewöhnliche 
aber. 

Man  kann  aus  der  soeben  gefundenen  Grundformel  noch  eine 
geomctrisebe  Besiehnng  herleiten.  Durch  Integration  folgt: 


a 


und  das  doppelte  Zeichen  entspricht  den  beiden  Zweigen  der 
Parallelcurre.  Die  Grösse  a,  giebt  also  an,  nm  wieviel  grösser 
oder  kleiner  der  Bogen  des  Parallelcarvenzweiges  ist  als.  der  ent- 
sprechende Bogen  der  OriginalcnrTe.  Den  Bogen  vi  kann  man  dar- 
stellen als  Schnitt  einer  Engel  vom  Radius  9  mit  einem  Kegel, 
dessen  Spitze  im  Gentmm  der  Engel  liegt,  und  dessen  Erseugende 


1)  Knoblancb,  7Iiehentheorie,  Q  90. 


Digitized  by  Google 


9Mf  Böhttii/lächem, 


44o 


parallel  siud  den  Erzcngcndoü  der  Torse  A.  Deoa  die  Gleicbaog 
dea  80  defiairten  Kegels  ist 

wo  p  fotiftofig  sweitor  Parameter  iat  Das  Bogenelement  der  Carve 
Q  =  Conet  iat  also: 

nach  froheren  Bewoisea  ist 


also 


dies  war  ni  beweisen. 


9 


Man  ersieht  leicht,  wie  diese  Darstellong  sich  f&r  ParaHeieorren 
ebener  Gurren  und  für  ebene  Parallelcorven  gestaltet;  im  ersten 
Falle  wird  der  genannte  Kegel  snm  Kreiskegel,  im  sweiten  znr 
Ebene.  In  beiden  Fällen  sind  die  Bögen  9^  Teile  von  Kreisbogen, 
oder  ancb  ganze  Kreise. 

Schliesslich  crgiobt  sieh  noch  das  Resultat,  dass  die  Krüinmungs- 
linien  einor  und  derselbcu  Ruhrcnfliichc  constantcu  Uiiifani^  haben, 
nämlich  den  doppelten  Umfang  der  Origiu&icarve.  Deuu  die  Lyogen 
der  Zweige  siud: 

"  a —  a| 

mithin 

Ebenso  lässt  sieb  nachweisen,  dass  das  Areal  der  abwickelbaren 
Fläche  A  zwischen  den  beiden  Zweigen  der  Parallelcurvo  coiistant 
ist,  welche  von  den  unendlich  vielen  abwickelbaren  Flüchen  auch 
genommen  wird.  Denn  das  Element  dea  Areals,  begrenzt  von  zwei 
beuacbbarteu  Curvea  ^  »  Const.  und  zwei  beuachbartcu  Normalen, 
ist:  « 

dF"  ^  daÜQ  —  ngäodQ 

also 

9  f  9  f 

«•0  9m  V 
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«0     0  tf«  0 

F'+F"-2p(a--ao) 

Dieser  Anadnick  Ubigt  niebt  von  der  Wabl  der 
Flache  ab. 

Für  das  Yolamen  der  BAbrenfliche  findet  man  in  ibnlicher 
'Weise  die  bekannte  Formel 
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XX. 

Vielecke,  deren  Hölienlote  sich  in  einem  Funkte 

schneiden* 

Von 

R.  Hoppe. 


Yenteht  aua  unter  der  Hdiie  eines  (2»+ D  ecks  aber  einer  Seite 
als  Basis  das  Lot  von  der  Gegenecke  anf  diese  Seite,  so  Ulden  die- 
jenigen  (2ii+l)  ecke,  deren  Höhenlote  sich  in  einem  Punkte  treifon, 
eine  specielle  Classe  Ton  bemerkenswerten  Eigenschaften,  die  wir 
hier  nntersnchen  wollen. 

Der  Höhcnschnittpuukt  C  sei  Anfang  der  rechtwinkligen  a-y  und 
und  der  Polarcoordinaton  Q(p.  Die  ^•te  Ecke  Ak  habe  die  Coordi- 
naten  gtcpk  und  auf  der  Go^ienseite  (/*  vlt+n ^l*f  nfi)  den  Höhen- 
fnsspunkt  Ih-  Die  Projectiou  des  Dreiecks  CAtAk^i  auf  beide  Axen 
ergibt  die  Kelatioaeo: 

pft^isin       V  ^  sin^— -ük-lHifiCOS  9i4«-M  * 

woraus  durch  Elimination  von  /«fnfi: 

pifi  cos  (ipk^i — Whi-I-i)  ^  9»  cos  (^k — 9t-HH-i)  (S) 

Setzt  man  Ä-  1 ,  2,  . . .  2n-|-lt  SO  ergibt  das  Product  aller  Glei- 
chungen eine  Identität 

Daraus  folgt,  dass  man,  um  ein  solches  Vieleck  sn  construireo, 
sämtliche  und  ein  (ft  willkOrlich  annehmen  kann.  Zeichnet  man 
dann,  von  einem  beliebigen  Ak  anfangend,  alle  Seiten  der  Reihe  nach, 
jede  normal  zum  nächsten  Höhenlot,  so  gelangt  man  stets  auf  Am 
zurflck* 
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Nun  ist  jedes  der  Vierecke  /ii-f.«  C/Aj,,}  i /U  ein  KreissehDen- 
viereck,  da  die  Wiokel  bei  deu  B  rechte  siud;  daher  ist  der  Wiukel 
bei  C  gleich  dorn  Ansteiiwiiikel  des  YieleckB  bei  Ak.  Nennt  man 
letstern  «»,  so  hat  man: 

Setzt  man  in  den  2  GL  (1)  A  —  l  fttr  I;  and  eliminirt  ^fi,  ^k, 
zwischen  allen  4  Oleicbnngen,  so  kommt: 

i*+ii.j-iC08(9*|.|ifi— y*fi)8in(g>*  —  (fk-i)  =s 

Drflckt  man  nach  der  Fonnel  (3)  die  Differenzen  der  9  In  et  ans 
nad  setzt  ib— «  ÜDr  ft,  so  findet  man: 

Ik  sin  «k+i  008  (a* + «»^.i  +  . . .  a*+ii)  (4) 

Die  hierin  fttr  &  ss  1,  3, . . .  Sn+l  enthaltenen  Gleichungen  gdien 
▼ermöge  der  Relation  «i+«fl+  •  •  •  «^fi  —  4R  ein  identisches  Pro- 
dnct  Demnach  gibt  es  2m  Relationen  zwischen  den  Seiton  und  Win- 
keln des  Vielecks  als  Bedittgnngen  des  gemeinsamen  Höhenschnitts, 
nnd  zwar  keine  Bedingungen  f&r  die  ViTinkel ,  ausser  der  bekannten 
Snmmo  aller,  Sind  letztere  gegeben,  so  sind  die  Seitenverhältnisso 
eindeutig  bestimmt.  Sind  die  Seiten  gegeben,  so  sind  die  Gleichungen 
zur  Bestimmung'  der  Winkel  der  Zahl  nach  gerade  ausreichend;  die 
Bedingungen,  unter  denen  sie  reell  werden,  würdon  weitere  Unter- 
Bttchang  erfordern. 
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XXIX. 


Arithmetik,  Alg^ebra  and  reine  Analysis. 

Cours  d'analyse  de  TI^a-oIo  Polytfihniquo.  Par  Ch.  Sturm, 
Membre  de  rinstitut.  Kcvu  et  corrige  par  E.  Prouhet,  Kcpetiteur 
d'aualyse  ä  l'^cole  Pulytcchiiiquo,  et  auguu'iite  de  la  theorie  616- 
montaire  des  fouctions  elliptiqucs  par  H.  Laurent.  Ncuvi6me  Edi- 
tion, rcvuo  et  misu  au  loiuaut  ilu  iiouveau  programuic  de  la  Licence 
par  A.  (h)  Saint-Germaiu,  Piofesscur  k  le  FalcalU  des  Scicucos 
de  Caen.  Paris  1868.  Gaatbier-Yillars  et  fils.  12*20  S. 

Die  erste  Ausgabe  ist  von  Prouhet  nach  dem  Manuscript  von 
Sturm  in  dessen  Auftrage  bearbeitet.  Haid  nach  beginn  dieser  Ar- 
beit starb  Sturm.  Die  Theorie  der  ellipti-schen  Functionen  kam 
spät^^T  hinzu.  Der  gegenwärtigen  Ausgabe  geht  eine  Lt'ben.sbeschrei- 
bnng  Sturm'.s  voraus.  Karl  Sturm,  geboren  1803  in  Genf,  ausge- 
bildet an  der  Akademie  daselbst  von  Schaub,  Dufour  und  Lhuilier, 
¥rar  anfaugs  Privatlebrer,  vou  1825  au  iu  Paris,  wo  besonders 
Arago,  Ampere  mid  Fonrior  an  seioen  Arbeiten  Interesse  nahmen, 
ward  1890  Professor  der  Mathematik  am  College  RoUin,  1836  Mit* 
glied  der  Akademie  der  Wissenschaften,  1838  Repetitor,  1840  Pro- 
fessor an  der  Polytechnischen  Schule  nnd  Xiehrer  der  Mechanik  an 
der  Sorbonne  an  Poisson's  Stelle,  erhielt  Ton  vielen  Seiten  Ans- 
letcbnnngen  nnd  starb  1855  in  Paris.  Schriften  von  ihm  werden  46 
watgßtthrt 

Sturm's  Ruf  gründet  sich  nicht  allein  auf  seine  wissenschaft- 
lichen lieistungen ,  auch  die  Klarheit  seines  Vortrags  wird  laut  der 
Biographie  sehr  gerQbmt  Da  letstero  in  einem  Jjebrbache  wie  dem 

Atch.  A.  lUib.  B.  Phja.  2.  E«ili«,  T«il  VliL  l 
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vorliegcudt'u  vou  besonderer  Wichtigkeit  ist,  so  können  wir  nicht 
mit  Nachsicht  darüber  hinweggehen,  wenn  der  ausdrücklich  als  Fun- 
damcntalsat/  der  Analysis  bezeichnete  Satz,  uacli  8  Kevisiouen  die  er 
erfahren  hat,  völlig  unklar  ausgesjjrochen  ist  und  ein  gänzliches 
Misversteheii  von  Seiten  des  Verfassers  kund  gibt   £r  laatet: 

,3i  denx  quantitte  qoi  varient  Bimoltui^ment  resCeDt  conttem- 
ment  Egales  eotre  elles,  dans  tont  le«  6tat8  de  sraDdear  par  lesqaels 
eUes  passent,  et  ai  ron  aait  qae  Tone  d'eUes  teod  Ten  ooe  limite, 
il  est  6?ideot  qae  l'autre  tend  aossi  vers  ]a  miise  limite  ou  Yen 
ane  limite  £gale  k  oelle-lä/* 

Offenbar  sind  2  Variable,  die  bei  ihrer  Variation  einander  stets 
gleichbleiben,  nichts  weiter  als  eine  Variable  zweimal  gedacht.  Der 
Satz  sagt  also,  dass  diese  Variable  beim  zweiten  Denken  noch  den- 
selben Grenzwert  hat,  <len  sie  beim  ersten  Denken  hatte.  Das  ist 
ein  Satz,  desssen  Inhalt  null  ist,  und  daraus  folgt,  dass  jeder  Ik'wris^ 
der  sieh  auf  denselben  als  notwendiges  Glied  stützt,  falsch  seiu 
mtlss.  So  ist  denn  die  gesamte  Analysis  nach  Darstcllang  des  Ver- 
fassers, sofern  sie  sich  aDgeblicb  darauf  siatzt,  aof  lauter  TragsfcU&sae 
gebaut 

Der  obige  Satz  geht  aus  demjenigen  Fundamentalsatze,  an  dessea 
Stelle  er  steht,  durch  eine  wunderliche  Verwechselung  hervor.  Der 
richtige  Satz  lautet :  Zwei  Constaute,  welche  Grenzwerte  «ein  er, 
gleich  variirenden  Grösse  sind,  sind  einander  gleich.  Statt  aber 
zwei  Constante  und  eine  Variable  zu  betrachten,  nimmt  Sturm  zwei 
Variable  und  eine  Constante;  statt  zwei  Dinge  durch  ein  Band  zu 
verknöpfen,  wird  hier  ein  Ding  darch  zwei  Bftnder  mit  sich  selbst 
verknüpft 

Dasa  Starm  seinen  Sats  evident  nennt  nnd  nicht  beweist,  iat 
ganz  natflrlich.  Er  gibt  dafür  eine  Anwendung  von  demselben,  die 
wir  als  bestAtigcndes  Beispiel  unserer  Aussage,  dass  jede  solche 

einen  Trugschluss  cnthaltea  muss,  anführen  wollen.  Seien  /,  »,  r 
Fläche^  Umfang,  liadios  eines  Kreises,  /m,  'n,  r  die  eines  umschrie- 
benen regelmässigen  necks;  dann  ist  fn  »  |r«M-  Weil  nun  der  Kreis 
Grenze  des  Vielecks  sei,  folgert  Sturm,  sei  vermöge  seines  Satzes 
•  \rs.  Dies  stimmt  aber  wie  man  sieht  gar  nicht  mit  jenem 
Satze-,  denn  dieser  sagt  nur,  dass,  wenn  lim/"„  =  /',  auch  lInUr*„=/ 
ist  und  umgekehrt,  während  \rs  ganz  unberührt  und  unbekannt 
bleibt.  Verhüllt  wird  der  handgreitiiche  Fehler  bloss  durch  die  vage 
vulgäre  Vorstellung  von  der  Grenze,  ein  Begriff  der  anfänglich  richtig 
definirt,  hier  aber  nicht  dementsi»rechend  angewandt  wird.  In  Wirk- 
lichkeit genügt  eiue  Grcuzrelatiun  nicht  zur  Folgerung  /  »>  ^r«j  es 
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BOSS  anaser  /  «och  ^  r«  als  Grenze  Toa/»,  oder,  wts  daiaelbe  iit» 
M  als  Qreose  tod  <»  bekannt  aein. 

Auf  die  Erteterviig  des  Gieaiwerla  fi»Igl  aodi  beaondera  einigea 
tber  den  Begriff  der  anendlich  kleinen  Grteaen,  beginnend  mit 
den  Worten: 

„Lorsqu*  uno  quantit^  variable  prend  des  valcurs  de  plus  en 
plus  petites,  de  nianiire  quVlle  puisse  deveiiir  moindre  qae  tonte 
qaantite  doon^e,  on  dit  qu'ello  dcvieut  inÜDiment  pctite/* 

Dem  wird  hiniogefBgt,  dnaa  die  UnendlicbUeine  wesentlich  eine 
Variable  iat,  die  den  Orenxwert  0  hat.  Letstere  Angabe  würde  zur 
Definition  genflgon,  vorausgesetzt,  dass  der  Grcuzwcrt  vorher  defioirt 
ist.  Die  angeführte  Stelle  aber  ist  dnrcliaos  onldar,  geht  um  den 
Sinn  and  Gebraoch  des  Wortes  herum  ebne  ihn  zu  troffen.  Wenn 
in  der  Analysis  von  nnendlich  kleinen  Grössen  die  Kode  ist,  sagt 
nun  nicht,  dass  irgend  welche  Grössen  unendlich  klein  werden, 
sondern  man  nennt  jene  Variabele  einfach  „unomilich  klein*';  dem 
factischen  Gebrauche  nach  (welcher  keine  Licenz,  sondern  völlig  exact 
ist)  sind  sie  also  unendlich  klein.  Was  uuüudlich  klein  ist,  dar- 
über fehlt  jede  Angabe  in  jener  Stelle,  die  doch  gewiss  eine  Er- 
klärnng  sein  soll;  der  Begriff  bleibt  rätselhaft  uud  dunkel. 

Das  Angeführte  seigt  wol  znr  Genüge,  dass  das  Buch  Anf&ngern 
der  Analysis  nicht  zu  empfehlen  ist  Es  besteht  aus  2  Bänden;  im 
ersten  ist  die  Differentialgleichung  mit  Anwendung  anf  Reihen  und 
Curven,  im  zweiteu  die  lutegnUrechnnng  mit  Anwendung  anf  kromme 
Flftcben  bebandelt  Hoppe. 

Abhandlungen  aus  der  reinen  Mathematik  von  N.  Vandermonde. 
In  deutscher  Sprache  herausgegeben  von  Carl  Jtzigsohn.  Berlin 
1888.   Julius  Springer.   104  S.  Text  uud  4  Zablentafeln. 

Es  weiden  ans  im  Toriiegenden  4  Abbandlnngen  ans  dem  Torigen 
Jahrlrandert  dnreb  dentsehe  Ausgabe  lAher  gerQekt,  in  einer  Zeit, 
die  geneigter  ist  die  Oenialitftt  der  darin  ausgeführten  Gedanken  in 
würdigen  alt  die  fergangene,  die  mehr  Vollendung  oder  sicherere 
Gewährleistung  verlangte.  Die  erste  Abhandlung  „über  die  Auflösung 
der  Gleichungen"  betrifft  die  verschiedenen  Auffassungen  der  alge* 
braischen  Gleichungen.  Die  zweite  „über  die  irrationalen  Grössen 
verschiedener  Ordnung  nebst  einer  Anwendung  auf  den  Kreis"  geht 
von  einer  Erweiterung  des  Potenzbegriffs  aus.  Statt  eines  Products 
gleicher  Faotorcn  wird  das  Product  einer  endlichen  arithmotisch(Mi 
Reihe  gesetzt,  deren  rate  Differenz  uull  ist.   Die  Bedeutung  uegativer 
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lad  Nall-Exponenten  Hegt  auf  der  Hand;  die  Einfthrong  gebtocbener 
Eiponenten  beschrlnkt  sich  hier  auf  den  Exponenten  i\  hiem  dient 
der  Kreis.  Als  dritte  Schrift  folgt  non  ein  Berieht  Aber  vorstehende 
Abhandlung  ans  deo  historischen  Notizen  der  Kdnigl.  Akad.  der 
Wiss.  En  Paris  1772.  Dieser  legt  Gewicht  darauf,  dass  die  Irratio- 
nalsahl  n  einen  analogen  Ursprung  mit  der  irrationalen  Potena- 
worzel  erhalten  hat,  und  sagt,  durch  diese  Arbeit  sei  ein  nenerWog 
eröffnet,  und  Vaudcrniondo  werde  jederzeit  gerechten  Anspruch  auf 
die  rahmTolleu  Erfolge  haben,  die  man  in  späterer  Zeit  dadurch  er* 
zielen  werde.  So  hoch  man  nun  aber  den  originellen  Gedanken  des 
Verfassers  auch  schützen  mag,  so  ist  doch  letztere  Aeussemni?  etwas 
zu  phantastisch.  Zunächst  ist  der  Weg  der  Untersuchung  kein  of- 
fener, solange  die  Prohlemo,  von  denen  er  abhfingt,  nicht  sichtlich 
lösbar  sind.  Wären  sie  aber  auch  gelöst,  so  kann  der  eine  Fall 
der  Zahl  n  kaum  irgend  eine  W^ahrscheinlichkcit  bieten,  dass  die 
analogen  Irrationalen  mit  den  Zielen  der  Analysis  in  Beziehung  ste- 
hen. Die  vierte  Abhandlung  „über  die  Elimination"  zeigt  den  Weg 
der  Entdeckung  der  Detcrminautcutbeorie  in  der  Forschuugsweise 
des  Terliusefs.  H. 

Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Ordnungstypen.  Von  Dr  Her- 
mann Cuno  Schwarz.  Halle  a.  S.  1888.  H.  W.  Schmidt  43  S. 

Das  Vorliegende  schliesst  sich  an  eine  Arbeit  Ton  Geoig  Cftntor 
an,  welcher  auch  den  Kamen  Ordnnngstypen  eingelfthrt  hat  Der 
Gegenstand  ist  eine  Menge  nach  begrenzt  vielen  Dimensionen  ge- 
ordneter Elemente,  die  zwar  nicht  durch  Beschaffenheit,  aber  dnrch 
ihren  Bang  (Ordinalzahl)  unterschieden  sind.  Hiwin  liegt  in  der 
Tat  eine  specielle  Beschränkung  des  Themas;  denn  eine  Menge  kann 
auch  nach  einem  Gesetze  geordnet  sein  derart,  dass  sich  die  Dimen- 
sionen beständig  mehren.  Das  Gegenwärtige  stellt  sich  die  Aufgabe, 
tlber  dio  Menge  aller  derjenigen  Ordnungstypen  Aufschlus  zu  geben, 
welche  auf  dieselbe  Cardinalzahl  führen,  so  wie  über  daran  sich  an- 
knüpfende Fraj-'en.  Es  ergiebt  sich,  dass  die  Untersuchung  betref- 
fend beliebig  viele  DimcLsionon  sich  auf  die  für  2  Dimensionen  re- 
ducirt.  Schliesslich  wird  auf  eigentümlich  dctinirta  Koiheusummen 
Anwendung  gemacht.  H. 

Carl  Friedrich  Gauss'  Uutorsncbnngon  über  höhere  Arith. 
metik.  (Disquisitiones  arithmeticao.  Theorematis  arithmetid  demon- 
stratio nova.  Summatio  quammdam  seriemm  singularinm.  Theore- 
matis fundameatalis  in  doctrioa  de  residuis  qnadraticis  demonstra* 
tiones  et  ampliationes  novae.  Theoria  residuomm  biquadFaticomm, 


Digitized  by  Google 


LHUnMUt  BtridU  XXIX. 


5 


comrocDtAtio  prima  et  sccunda.  Etc.)  Deutsch  heraa^gegebeii  von 
H.  Maser.  Berlin  lbö9.  Jalias  Springer.  695  S. 

Das  Buch  eutbält  in  der  Originalausgabe  der  gesamten  Werke 
wie  in  der  Uebersetzung  die  Zuiileuthcorie  von  den  LlemcDteü  bo- 
giuuend  auf  dem  Standpunkte,  auf  den  sie  Gauss  erhoben  hat  Es 
ist  darin  kein  Unterscbied  gemacht,  ob  Teile  scbon  vor  ilun  bekannt 
waren.  Er  liat  die  Werke  seiner  Yorgäugcr  wie  er  sagt  nicht  vor- 
her gelesen,  sondern  alles  sdbst  entdeckt,  daher  manches  nach  an- 
derer Methode  heiigeleitot  Die  Abschnitte  sind:  Von  der  Congmenz 
der  Zahlen  im  allgemeinen;  von  der  Gongmens  ersten  Orades;  von 
den  Potenzresten ;  von  den  Cougruenzen  2.  Grades;  von  den  Formen 
nnd  nnbestimmten  Gleichungen  2.  Grades;  verschiedene  Anweudun« 
gen ;  Aber  diejenigen  Gleichungen,  von  denen  die  Teilung  des  Kreises 
abhängt;  neuer  Beweis  eines  arithmetischen  Satzes;  Summirung  ge- 
wisser Keihcu  von  besonderer  Art;  neue  Beweise  und  Erweiterungen 
des  Fuudameutalsat/es  in  der  Lehre  von  den  quadratischen  Kesten; 
Theorie  der  quadratischen  Reste,  2  Abhandluugeu;  einige  Uutor- 
suchungen  aas  dem  baudschriftiiuhen  Nachlasse  von  Gauss  H. 


Lehrbnch  der  Differential «Glelehnngen.  Von  Dr.  Andrew 
Rntsell  Forsyth,  ProüMSor  am  Trinity  College  in  Cambridge. 
Hit  dnem  Anhange:  Die  Resultate  der  im  Lehrbnche  angefahrten 
Uebnngsani^ben  enthaltend,  heransgegeben  von  H.  Maser.  Anto- 
risirte  üebersetsnng.  Brannschweig  1889.  Friedrich  Yieweg  nnd 
Sohn.  742  S. 

Das  Bach  enthält  der  Reihe  nach:  als  Einleitung  die  allgemei- 
nen Beziehungen  zwischen  den  Differentialgleichungen  und  ihren 
Liösungen,  dann  Differentialgleichungen  der  1.  Ordnung;  allgemeine 
lineare  Gleichung  mit  constanten  Coefficienteu;  vermischte  Metho- 
den; Integration  durch  Reihen;  die  hypergeometrische  Reihe;  Lö- 
sung durch  bestimmte  Integrale ;  gewöhnliche  Differentiale  mit  mehr 
als  2  Veränderlichen;  partielle  Differeuüalgleichungon  erster,  dann 
zweiter  und  höherer  Ordnung.  Mit  der  Theorie  sind  viele  Uebnngs- 
anfgaben,  aber  das  ganze  Bneh  lentrent,  mehr  als  800,  verbanden 
nnd  im  Anhang  jedes  Abschnitts  die  Besaitete  oder  Andentnngen 
m  LOsnng  gegeben.  Bei  der  Wahl  der  Methoden  wird  dem  prak- 
tischen Interesse  vor  dem  theoretisdien  der  Vonog  zugeschrieben. 
Die  Üebersetsnng  entspricht  der  9.  Anqgabe  von  Forsyth's  Weri[e 
mA  treatise  on  differential  eqnations^,  welche  sich  indes  nnr  nnbo- 
dentend  von  der  ersten  nntencheideL  H. 
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Zum  Gesetz  der  grossen  Zahlen.  Untersncbung  der  Ziehnngs- 
ergcbnisso  der  Prager  und  Brüuner  IjOtterie  Yom  Stendponkte  der 
WahrscheiDÜcbkeiUreebnottg.  Von  Emanuel  Csnber.  Prtgl889. 
DoDünicns.  41  8. 

Der  Mittelwert  von  vielen  gleichmögliehen  Worten,  resp.  wo 
begünstigende  Ursachen  einspielen,  von  den  mit  ihren  Chancen  mnl- 
tiplicirten  Werten  heisst  gewöhnlich  der  mathematisch  wahrschein- 
liche Wert  Ebenso  Iftsst  rieh  die  wahrscheinliche  Abweiebnng  Ton 
diesem  Hittelwerte  berechnen.  Das  Gesets  der  grossen  Zahlen  sagt 
nnn  ans,  dass  der  Umfang  der  Abweichungen  für  nnendliche  Ansahl 
von  Fällen  anendlich  klein  wird.  Er  hat  offenbar  keinen  theoreti- 
scben  Grund,  sondern  beruht  rein  auf  Erfahrung.  Der  Verfasser 
bat  nnn  die  anfgczeichneten  Ergebnisse  der  Prager  und  Branner 
Lotterie  benutzt  um  es  zu  prüfen  und  gefunden,  dass  der  wirkliche 
Umfang  der  Abweichungen  weit  kleiner  ist  als  die  wahrscheinlicho 
Abweichung.  Es  werden  eine  Anzahl  Wahrscheinlichkeitsfragen  be- 
rechnet, z.  B.:  Nach  wievielen  Ziehungen,  deren  jede  nur  einen  bo- 
stimratcn  Teil  der  vorhandenen  Numern  umfasst,  werden  alle  Numern 
erschöpft  sein?  —  danu  daa  Eechuungsresultat  mit  den  Beobach- 
tungeu  verglichen.  H. 

Gmndriss  der  Theorie  der  Zinsrecbnnng.  Von  Dr.  Heinrich 
Bleicher.  Mit  Tabellen.  Berlin  1888.  JoUns  Springer.  75  & 

In  der  Einleitung  werden  die  Begriffe  normhrt  und  die  8  hier 
bebandelten  Fille:  1)  einftcher  Zins  bei  dauernder  gleichen  Beute 
2)  Zinseszins  bei  wachsendem  Capital  ohne  Beute  3)  Aufzehrung  deu 
Capitata  bei  gleichmftssigem  Zuschlag  zur  Beute  —  erOrtert,  dann 
einzeln  deren  Theorie  entwickelt,  und  am  Schlosse  Tabellen  ge- 
geben fiber  Zinsfactoren  ftlr  ein  Jahr  nach  Monaten  und  auch 
Tagen  innerhalb  eines  Monats,  Zins-  und  Discout-Factoren  fQr  den 
Schluss  des  Jahres,  Tafeln  zur  Ueborführung  discontinnirlicher  Ver* 
zinsnng  in  continuirliche  und  umgekehrt  H. 

Lehrbuch  der  politischen  Arithmetik  für  höhere  Handelsschulen 
(Handelsakademien)  und  zum  Selbstunterricht  bearbeitet  von  F.  8. 
Holzinger,  Professor  an  der  öffentlichen  Handelsakademie  in  Lim. 
Brannschweig  1888.  Vieweg  und  Sohn.  156  8. 

Das  den  Lehrplänen  entsprechend  für  die  8.  Ciasso  der  Handels- 
akademien von  Wien,  Frag,  Linz,  Innsbruck  u.  a.  bearbeitete  Lehr- 
buch behandelt  nach  einaader:  als  Einleitung  die  einfache  Zinsrech* 
nung,  dann  die  ZinsessinB-  und  ZoitrentenrechnuDg ,  Anlehenscoiiri 
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nd  Conttnictioii  too  AmortisaUons-Plftiien,  Conttraction  Yon  Lot- 
tori«-Aiilebeiit-Plineii,Wabncheiiillcbkeit8-  and  Leibrentenreohnnog, 
CapitalBveniclieniDg,  Yerbindangsreoten  (von  der  Verbindung  sweier 


Personcu  abhängend)  and  gibt  Tabellen  für  logl  1± 


l  +  i-f- • . . -1  Sterblichkeit  und  die  davon  abhängigen  Reuten.  Es 

ist  ganz  zweckmässig,  dass  bei  specieller  Rechnung  nicht  die  allge- 
meine Formel,  sondern  die  Methode  eingeübt  wird.  Eine  Unklarheit 
macht  sich  im  Anfange  des  Bnchcs  bemerklich,  wo  gesagt  wird:  wenn 
ein  Capital  c  zu  j>  proc  n  Jahre  einfach  verzinst  würde,  so  wäre 

es  naeh  dieien  %  Jabren  auf  «-f^  angewachsen.    Dies  ist  ehi 

Widerspruch  i  denn  wenn  das  Capital  wüchse,  so  würden  zufolge  des 
Yordersatzes  ancb  seine  jährlichen  Zinsen  wachsen.  Wäre  diese 
nnlogiscbe  Bedeweise  im  gescbftftlicben  Yerkehr  in  Oebraacb,  so 
bitte  nmsomehr  das  Lebrbnch  die  Pflicht  darüber  AnfUiniDg  zn 
geben  und  sich  selbst  wenigstens  exact  anssndrtlcken.  H. 

Aufstellung  von  u  Königinnen  auf  einem  Schachbrett  von  m* 
Feldern,  derart  dass  keine  von  einer  andern  geschlagen  werden  kann. 
(Von  n  «=  4  bis  n  =•  10.)  Von  Dr.  August  Pein,  Oberlehrer  an 
der  Kealschulc  zu  Bochum.  Mit  7  Figurentafel n.  Leipzig  18Ö9. 
Gustav  Fock.   4«    62  8. 

Die  bezeichnete  Aufgabe  ist  für  specielle  Zahlen  n  bis  n  =•  8 
von  mehrern  Mathematikern  behandelt  und  gelöst  Es  werden  deren 
genannt:  Gauss  (und  Schumacher),  Nauck,  Natani,  Günther,  Glaisher, 
De  la  Noe.  Zu  deren  Arbeiten  fügt  die  gegenwärtige  als  neu  hinzu 
353  Lösungen  für  w  -=  9  und  724  Lösungen  für  10.  An  der 
Vollständigkeit  der  erstem  bat  der  Verfasser  keinen  Zweifel,  letztere 
Zahl  hält  er  noch  für  unsicher.  Analytische  Lösungen  bat  noch 
keiner  der  Vorgänger  gegeben,  und  die  gegenwärtige  Bearbeitung 
geht  anf  Iceiae  solche  ans.  In  dieser  Hinsidit  war,  wie  es  seheint, 
Qflntber  der  erste,  welcher  die  analytische  Gestaltnng  des  Problems 
als  eigentliches  Ziel  ins  Ange  &sste  and  soviel  erreichte,  dass  das 
YeHahren  der  Aosschliessnng  eine  bedentende  Yerein&chnng  nnd 
üebenichtlichkeit,  daher  anch  grossere  Sicherheit  gewann.  Hierzu 
lllgte  Olaisher  noch  eine  Yerbessemng.  Der  YerfiMser  bat  diese 
Methoden  zur  Lösung  in  Anwendung  gebracht,  der  Standpunkt  des 
Problems  ist  dabei  derselbe  geblieben.  Der  Inhalt  der  Sclirift  be- 
steht in  der  Vorführung  aller  Betrachtungen ,  welche  zur  Auffindung 
und  Vervielfältigung  der  Lösungen  als  bekannt  zur  Verlllgang  ste- 
hen, nnd  der  tabellarischen  Anüstellnng  der  Aesoltate.  H. 
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Praktische  Anleitong  zur  algebniichen  Eutwickclung  und  Lö* 
muig  der  Gleicbongcn  der  böheren  Grado  nebst  Uebangsbeispielen. 
Yon  A.  Redlich.  Broalaa  1886.  6.  P.  Aderbols.  4P.  88  S. 

Die  Schrift  handelt  aasschlienlieh  von  solchen  GMehaDgeo, 
deren  Wnneln  reelle  rationale  Zahlen ,  nnd  iwar  ranichst  ganae 
Zahlen,  dann  auch  mit  einer  oder  2  DecimalbmchsteUen,  sind,  lo 
dass  das  von  » freie  Glied,  hier  n  genannt,  als  Prodnct  der  Wurzeln 
sämtUobe  mögliche  Wnrseln  anzeigt.  Alle  Qleiehnngen  mit  derselben 
Zahl  «  heissen  zusammen  das  System  von  n.  Da  in  ihnen  dieselben 
Wnrzeln  wiederholt  vorkommen,  so  ergeben  sidi  Beiiebnngen  zwi- 
schen höhern  und  niedem  Gleichungen,  mit  denen  hier  viel  operirC 
wird,  ohne  dass  allgemeine  G(  sicbtspunkte  ans  Licht  gezogen  wer- 
den. Ob  jemand  solcherlei  Uebungen  instrnctiv  findet,  möchte  zwei- 
felhaft sein.  Dabei  ist  die  Sprache  weder  ezact  noch  leicbtfasslich 
die  Meinung  des  Verfassers  muss  man  oft  erst  aus  der  nachfolgen 
den  Anweudung  erraten,  wahrend  doch  Dingo,  dio  kaum  oder  nur 
einmal  gesagt  zu  werden  brauchten,  beständig  wiederholt  werden. 
Die  auf  dem  Titel  genannten  Uebungsbeispiele  sind  nirgends  als 
solche  bezeichnet;  Beispiel  ist  zwar  alles,  aber  das  Aufgestellte  deutet 
keine  weitere  Frage  an.  H. 


Die  mathematischen  Theorien  der  Planeten-Bewegnngen  daige» 
stellt  von  Dr.  Otto  Dziobek,  Privatdocent  an  der  Königl.  tecbni- 
schea  Hochschule  zu  Berlin-Gharlottenburg.  Leipzig  1888.  Johanii 
Ambrosius  Barth.  305  8. 

Das  vorliegende  Werk  ist  als  bestimmt  für  Onterweisung  ein 
grundlegendes  wie  wir  noch  kein  andres  besitzen.  Es  bebanddl 
einen  abgegrenzten  Teil  der  Astronomie  vollkommen  gesdueden  von 
der  Praxis  ausschliesslich  als  mathematisches  Problem.  Was  die 
Grenzen  betrifft,  beschrftnkt  es  sich  auf  die  Berechnung  der  Be- 
wegung von  Sonne  und  Planeten,  diese  als  Punkte  betrachtet,  schliesst 
also  deren  Rotationen,  Satellitenbewegungen  n.  a.  aus.  Mathemati- 
sche Vorbildung  mit  Inbegriff  der  Principien  der  Integralrechnung 
wird  vorausgesetzt,  dagegen  keine  Kenntniss  von  Eiufllbrungen,  die  be- 
sonders der  Astronomie  angehören.  Alles  nun,  was  bis  jetzt  zur 
Untersuchung  und  Lösung  des  n  Körperbroblcms  wesentlich  dienend 
gefunden  worden  ist,  wird  in  wol geordnetem  Zusammenhange  verar- 
beitet auf  kürzest  möglichem  Wege  vorgetragen.    Die  AbüassuAg 
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lässt  an  Gründlicbkoit  und  Vollstiindigkcit  uicbts  vermissen:  kcino 
Vernachlässigung  findet  statt  ohne  Nachweis  der  Berechtigung-,  was 
in  den  Origiualarbeiten  die  Grenzen  des  Beabsichtigten  überschreitet 
oder  für  dasselbe  eutbeiirlich  war,  ist  wenigstens  durch  Citatc  zu- 
gänglich gemacht  Das  Ganze  liefert  demnach  eine  vollsttndige 
Eotwickeliiiig  des  hentigen  Staudpnoktea  dos  Probleoig.  Kach  dem 
vorbereitenden  ersten  Abschnitte,  in  welchem  namentlich  dM  Pro- 
blem sweier  nnd  dreier  KOrper  behandelt  werden,  teilt  sich  die  Auf- 
gabe des  Baches  in  zwei  Fragen:  1)  Was  ist  in  dem  Problem  der 
%  KOrper  im  voraus  bekannt?  2)  welche  approximative  Methoden 
stehen  bei  dessen  Ergänzung  zur  Verfagnng  und  sind  in  Anwendung 
gekommen.  Dieser  natürlichen  Teilung  gemAss  werden  im  2.  Ab- 
schnitt die  vorhandenen  Integrale  angegeben  und  die  allgemeinen 
Eigenschaften  der  Integrale  entwickelt,  im  3tcn  die  Stüruugsrech- 
Dungeu  gelehrt.  Aui  Schlüsse  jedes  Abschnitts  wird  die  Geschichte 
der  betreffenden  Entdeckungen  zusanuneiigestcllt.  Tabellen  der  neue- 
sten Wertangaben  der  Constauteu  stebeu  am  Ende.  H. 

• 

Die  Form,  Anziehung  und  materielle  Beschaffenheit  der  Erde. 
Von  Theodor  Schmid.  Lins  1887.  Verlag  der  k.  k.  Staats^ 
Ober-Bealscbnle.  65  S. 

Ein  Teil  der  Schrift  ist  im  Jahreehericbt  der  genannten  Sdinle 
fktar  das  d6.  Studienjahr  enthalten,  die  Fortsetzung  besonders  heraus- 
gegeben. Es  wird  sunächst  die  Geschichte  des  Problems,  in  welcher 
4  Entwickelangsphasen  durch  die  Namen  Newton,  Clairant,  Laplace, 
Stokes  kenntlich  gemacht  sind,  vorgetragen,  dann  über  sAmtlicbe 
Untersuchungen  und  Theorien,  welche  ans  dem  Problem  hervoi^ 
gangen  sind,  mit  Eingehen  auf  die  Herloitungen  Bericht  gegeben. 
Die  nach  einander  bebandelten  Gegenstände  sind:  das  Potential, 
insbes.  des  Ellipsoids;  Form  nnd  Anziehung  einer  homogenen,  flüssi- 
gen Masse,  welche  um  eine  Axe  rotirt;  Potential  eines  Ellipsoids 
mit  kleinen  Excentricitäten ;  Form  und  Anziehung  einer  flüssigen 
Masse,  welche  ein  festes  Ellipsoid  bedeckt,  das  aus  unendlich  vielen 
Schichten  veränderlicher  Dichte  und  Abplattuug  zusammengesetzt  ist; 
Beschaffenheit  des  Erdiuncrn  auf  Grund  einer  Hypothese  ;  das  Poten- 
tial mit  Rücksicht  auf  die  Theorie  der  Kugelfunctioncn das  Geoid 
und  die  Störungen ;  Scbwcrcmessungen  und  Bestimmung  der  mitt- 
leren Dichte  der  Erde.  H. 


Court  d'astronomie  pratique.  Application  &  la  g^ographie  et  & 
la  navigation.  Par  E.  Caspari,  Ingenieur  hydrogri^he  de  la  ma- 
rine. Paris  18S9.  Ganthier-Yillan  et  fils. 
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Dies  Bocb  ist  bestitnint  für  Reisende  zur  Beo  und  in  Lande, 
welche  eigene  Beobachtungen  so  machen  beahsicbtigen.  Es  erteilt 
ihnen  reichlich  alle  dazu  erforderliche  Belehrung  and  Angaben  ana 
der  Astronomie  und  mathematischen  Qeogrftphie.  Das  1.  Buch  be- 
bandelt die  Problome  der  sphftriicheii  Astronomie^  das  2  te  die  Theorie 
der  Instromente,  das  3te  die  Bestimmung  der  geographischen  Ele- 
mente, complcmentäre  Breite,  Zeit,  Azimut  und  Länge  nebst  Ge» 
braucii  des  Cbronometers,  das  4to  die  Kartenprojectionen ,  zum 
Schlussfl  die  Theorio  der  Beobachtnngsfebler.  H. 

Anleitung  zn  wissenschaftlichen  Beobachtnngen  anf  Reisen,  in 
Einzel-Abbandlnngen  verfasst  und  heransgegcben  von  Dr.  0.  Nea- 
mayer,  Director  der  dentschen  Seewarte.  Zweite  völlig  amgearbei- 
tote,  und  vermehrte  Auflage.  Mit  Zahlzeichen  Holzschnitten  and 
zwei  lithogr.  Tafeln.  Berlin  1888.  Robert  Oppenheim.  82  Bogen. 

Die  Abbandlangen  sind  folgende.  Fr.  Tietjen:  Geograph. 
Ortsbestimmangen.  W.  Jordan:  Topogr.  und  gcogr.  Anfhahmon. 
T.  Richthofen:  Geologie.  H.  Wild:  Bestimmung  der  Elemente 
des  Erdmagn.  J.  Hann:  Moteorol.  E.  Weiss:  Anweis,  sar  Beob. 
allg.  Phän.  am  Himmel.  P.  Hoff  mann:  Nant  Termess.  C.  Bor- 
gen: Beob.  Aber  Ebbe  nnd  Flnt.  v.  Lorenz-Libarnan:  Bear^ 
teil,  des  Fahrwassers  in  angeregelten  Flüssen.  0.  Krftmmel: 
Einige  oceanograph.  Aufgaben.  M.  Lindemann:  Erheb,  über  den 
Weltverkehr.  G.  Neumayer:  Hydrogr.  und  magn.  Beob.  an  Bord. 
A.  Meitzen:  Allg.  Laudeskunde,  polit.  Geogr.  und  Statistik.  A. 
Gärtner:  Heilkunde.  A.  Orth:  Landwirtsch.  L.  Wittmack:  Land- 
wirtschaftl.  Ciilturplianzcn.  O.  Drude:  Ptlanzengcogr.  P.  Ascher- 
sou:  Die  gcogr.  Verbreitung  der  Seegräser.  G.  Scli  weiufurth: 
PHanzeu  höh.  Ordu.  A.  Bastian:  Allg.  Begriflfe  der  Ethnol.  H. 
Steinthal:  IJugiiistik.  II.  Schubert:  Das  Zählen.  R.  Virchow: 
Anthropol.  und  prahist.  Forsdi.  K.  Hartmann:  Säugetiere.  H. 
Bolau:  Walticro.  G.  Hartlau  b:  Vögel.  A  G  ünt  her,  Reptilien, 
Batradiier  nnd  Fische,  v.  Marteus:  Mollusken.  K.  Möbius: 
Wirbellose  Seetiere.  A.  Gorst äck er:  Oliedertiere.  G.  Fritsch: 
Das  Mikroskop  nnd  der  photogr.  Apparat  Diese  Abliandlangen  sind 
nach  einzeln  känflidi.  H. 

Lea  Steiles  filantes  et  Ics  bolides.  Par  M.  F6Uz  H^ment, 
Laureat  de  l'Institnt,  Inspectenr  gindral  bononüre  de  Pinstmction 
pabliqne.  Paris  1888.  Gaathier-Villars  et  fils.  108  8. 

Dies  Buch  ist  für  Nicht-Astrouomeu  bestimmt,  'vvclcbu  lur  Him- 
mclserschciuuugcu  luteresso  haben.  Es  beschreibt  die  Erscheiuuugou 


Digitized  by  Google 


11 


von  Sternschuuppon ,  cbaraktorisirt  ihre  Unterschiede,  macht  Aa- 
gabon  über  die  Zeit  ihrer  Beobachtung,  ihre  Periodicität  und  Häufig- 
keit, Beimt  die  Beobachter  der  bcmerkeuswertestcu  Erscheinungen 
Bebet  den  Orten  der  Beobncbtung  und  teilt  die  Ansichten  über  ihre 
Eridlmnf  mit.  H. 

Kalender-Karten  für  die  Jahre  1800  —  1999.  Entworfen  von 
Prof.  Dr.  I?  e  1  i  X  M  ü  1 1  or.  Berlin  1888.  Badolf  HerUberg.  Format 
10  X  7  ctm.   34  S. 

Die  Karten  geben  anf  kleinst  mflglichem  Baume  mit  geringst 

möglichem  Aufwände  von  Mühe  für  jeden  Monatstag  jedes  Jahres 
Wochentag  und  für  jedes  Jahr  den  Ostertag.  Je  2  Nebenseiten  ent- 
halten den  Kalender  aller  Jahre  von  gleichem  Cyklus:  links  findet 
man  die  Beziehung  zwischen  Monats-  und  Wochentag ,  rechts 
die  Jahre,  denen  sie  gemeinsam  zukommt,  nebst  Ostertag.  Am 
Schlüsse  weist  ein  Eegister  jedem  Jahre  die  betreffende  Karte  zu. 

EL 

Astronomischer  Kalender  fOr  1889.  Kach  dem  Maater  des  Karl 

Yon  Littrow'scheu  Kalenders  herausgegeben  von  der  k.  k.  Sternwarte. 
Nene  Folge.  Achter  Jahrgang.  Wien,  Carl  Gerold's  Sohn.  145  8. 

Die  Beilagen  m  diesem  Jahrgange  haben  folgende  Gegenstände : 
I.  Nene  Planeten  nnd  Kometen.  II.  Das  Chronodeik.  m.  Mars. 
IV.  üeberaicht  des  Planetensystems,  A)  Bahnelemente  der  grossen 
Planeton,  B)  der  Satelliten,  G)  Verzeichniss  der  Asteroiden,  alphabe- 
tisch und  nach  ihrer  Entdecknngszeit,  nnd  ihre  Bahnelemente. 

H. 

Meteorologische  Zeitschrift.  Herausgegeben  von  der  österreichi- 
schen Gesellschaft  für  Meteorologie  nnd  der  deutschen  meteorologi- 
schen Gesellschaft  Rcdigurt  von  Dr.  J.  Hann,  Wien,  Hohe  Warte, 
nnd  Dr.  W.  Köppen,  Hamburg,  Seewarte.  Fflnfter  Jahrgang  1888. 
(sugleich.  KXUl.  Bd.  der  ^Zeitschrift  der  Oesterreichischen  Gesell- 
schaft fBr  Meteorologie**).  Berlin,  A.  Asher  n.  Co. 

Der  5.  Jahrg.  enthält  folgende  Abhandlungen. 

Ferrari:  Bdtr.  s.  Gewitterk.  Hann:  Besieh,  zw.  Lnftdmck 
n.  Temp.-yar.  anf  Berggipfeln.  Woelkof;  l^nfl.  von  Land  nnd 
Meer  anf  d.  Lufttemp.  Weber:  Photometr.  Bcob.  während  d.  Son- 
nenfinst  1887.  Wild:  Begenvcrh.  d.  russ.  Reichs.  Ekholm:  Ahl. 
einer  period.  Funct  ans  einer  Beihe  beob.  Grössen.   Meyer:  6e- 


Digitized  by  Google 


12 


LiUmrarüchtr  ötricht  XXJX. 


witttTpcriodeu-  Josse:  Leuchtcudc  Wolken.  Elster  u.  Goitel: 
Meth.  d.  elekt  Kat.  d.  atmosph.  Niederscbl.  zu  best.  Hann:  Beob. 
an  d.  Polantation  Point  Barrow.  Ekholm:  Meth.  fftr  Wolkenmesi. 
Thirring:  Klima  von  China.  Bann:  Beob.  auf  d.  Sonnenblick. — 
Die  False  Point-Cyklone  1885.  Sprang:  Hiofigk.  beob.  Lofttemp. 
Perlowitz:  Uoporiod.  Temp.-Aend.  Höffinger:  Nord-  n.  Ofltfdhn. 
KOppen:  Hann,  Verteil,  d.  Lnftdmcki  Aber  Mittel-  and  Sadeoropa. 
Wo  ei  ko  f :  Klimatol.  Prägen.  R  a  a  I  i  n :  Regenverhflltn.  von  Ungarn. 
Liznar:  Jahii.  Gaag  d.  magn.  Deel.  Brückner:  Rcsalt.  d.  mct 
Beob.  d.  deutschon  Polarstationen  1882/3.  Schreiber:  Herleit 
wahrer  Temp.  Mittel  aus  3  resp.  4  maligen  Beob.  Exner:  Scin- 
tillatioü.  Waldo:  Mittl.  Windj^cschwind.  in  d.  Ver.  Staaten.  Ar- 
rheuius:  KinHuss  d.  Sonnenstrahl,  auf  d.  elektr.  Ersch.  in  d.  Erd- 
atra.  Ob  erb  eck:  Beweg.-Krsch.  d.  Atmosph.  Helm  hol  tz:  At- 
mosph.  Beweg.  Hill:  Jähr).  Schwank,  d.  Barom.  in  Indien.  Loo- 
mis:  Barom,  Max.  und  Min.  Woeikof:  Klima  d  Ben.  Nevis  in 
NW.  Schottland.  Frölich:  Gesetz  d.  Absorpt,  d.  Sonnenwärme  in 
d.  Atm.  —  Beweg,  d.  Cyklooen  n.  Aoticykl.  im  Nov.  1884  in  d. 
Umgeb.  d.  aordatlaai  Ooeana.  Sohncke:  Gewitterelektr.  v.  ge- 
wdhnl.  Lnftelektr.  Hann  n.  Lisnar:  Beob.  Erg.  d.  norw.  Polarst 
BoBsekopp- Alten.  Kleiber:  AbrondangaflBhler  meteor.  Zahlen. 
MflUer-Erzbacb:  Best  d.  Dnrchschn.  Temp.  dorch  d.  Gewicht 
von  verdampfter  FlOss.  Sprung:  Vertic-Abnahme  d.  Lnftdrucks  o. 
d.  Temp.  KOppen:  Grestalt  d.  Isobaren  in  ihrer  Abbftng.  von  See- 
höhe V.  Temp.  Verteil.  H. 


Vermischte  Schrifteu. 

Bulletin  de  la  Societö  Math<^matique  de  France.  Publik  par  Ics 
Secr^taires.  (Red.  G.  Humbert.)  Tome  XVL  Paris  1888.  Au  8i6ge 
de  la  Soci^t^. 

Der  16.  Band  enthllt  folgende  Abbandlangen. 

0.  Koenigs:  Der  Ort  der  Pole  einer  an  Kegdschnitlen,  die 
anf  eine  Steiner'Bche  FlSehe  gexeichnet  sind,  festen  Ebene  ist  eine 
andre  Steiaer'sohe  Flftehe. 

Jssoly:  Nene  Prindpien  der  Theorie  der  CoagmeuMB  von 
Geraden. 

R.  Perrin:  Ueber  die  IdentitAt  der  Peninvarianten  der  bin&ren 
Formen  mit  gewissen  Functionen  der  nnilateralen  Derivirten  dieser 
Formel. 
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T.  J.  Stieltjes:  Ueber  oiue  Yerallgemeiaerung  der  Formel  der 
endlichen  lacrementc. 

A.  Pellet:  Approximative  Teilung  eines  Kreisbogens  in  ge- 
gebenem Yerbftltniii  mit  Hfllfe  der  Regel  des  Zirkels. 

Bioehe:  Ueber  die  KrflmmmigsUoien  gewisser  Begelflichen. 

Delannoy:  Ueber  die  Dauer  des  Spielet. 

K  Cfttalan:  TerscbiedeDe  Sitse  und  Anfgabea. 

J.  B^veille:  Ueber  einen  Sats  der  kinematischen  Geometrie. 

V.  Jamet:  Ueber  das  Genus  der  triangnlftren  ebenen  Carven. 

Fabry:  ZurQckfUhrbarkeit  der  linearen  Differentialgleichungen. 

de  Presle:  Ueber  die  Entwickelnng  von  cot«  in  eine  Reihe 
Yon  Brüchen.  —  Successive  Derivirte  einer  ganzen  Potenz  einer 
Function  1  Variabein;  dito  einer  Function  nebst  Anwendung  aof  die 
Beatimmung  der  bernoullischen  Zahlen. 

Williot:  Eiufacliates  Verfahren  der  Ikrechnnng  der  beruonlll* 
sehen  Zahlen. 

Rouch6:  Bemcrkungon  in  Antwort  auf  eine  Note  von  Delannoy. 

C.  A.  Laisant;  Arithnjetische  Bemerkungen  über  die  zusam- 
mengesetzten Zahlen.  —  Ueber  ein  System  zweier  ebenen  Curven. 
—  Ueber  die  Ihctorielle  Zftblang,  Anwendung  auf  Permntationen. 

Weil:  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Systeme  ebener  Cnrven. 

E.  Lemoine:  Coordinatensysteme,  welche  am  elnfiMhsten  einen 
Punkt  durch  Construetion  bestimmen. 

H.  d'Oeagne:  Ueber  die  Hauptsjiteme  von  PeniuTaiiaateii  einer 
linearea  Form.  H. 

Annalcs  de  la  Facultö  des  Sciences  de  Toulouse,  pour  les  Sci- 
ences math^matiquea  et  les  fecieuces  physiques,  publikes  par  un  co- 
mit6  de  redaction  compose  des  professeurs  d?  mathematiqucs,  de 
physique  et  de  chimic  de  la  Faculte.  Sous  les  auspices  du  Mini- 
st^re  de  rinstruction  publique  et  de  la  Municipalite  de  Toulouse 
avec  le  cuncours  des  Conseils  üeueraux  de  la  Haute-Garonne  et  des 
Hautes-Pyr^n^es.  Tome  II.  Ann6e  1888.  Paris,  Gauthier- Villars 
et  als. 

Der  2.  Band  eotbAlt  folgende  Abhandlungen. 

Ch.  Bio  ehe:  Ueber  die  asymptotischen  Linien  gewisser  wind- 
schiefer Fliehen. 

P.  Painle?6:  Ueber  die  singularen  Linien  der  analytischen 
Fanetionen. 

Hermite:  Bemerkungen  über  die  Zerlegung  der  doppelt  perio- 
dischen Functionen  in  einfache  Elemente.  -  Ueber  die  Transfer^ 
mation  des  Integrals  2.  Gattung. 

F.  Tisserand:  Ueber  eine  DifTerentialgloichung  2.  Ordnung, 
welche  in  der  Himmelsmechanik  eine  wichtige  Rolle  spielt. 


Digitized  by  Google 


14 


IftanamciT  Btriekt  XXIX. 


B.  Baillaud:  Ergänzende  UatersuGhaageii  aber  die  Entwicke- 
luDg  der  Störungsfunction. 

G.  Kocnigs:  Beiträge  zur  Thoorio  des  Kreises  im  Räume. 

F.  J.  Stieltjes:  Ueber  die  lineare  Trausfurmatioa  des  elliptio 
sehen  DiflFerentials  dx  :  X. 

A.  Destrem:  Verdrängong  des  Kapfers  durch  Zink  nnd  Cad- 
miam  in  einigen  LOiangen  Ten  Knpfenalsett. 

P.  Dnhem:  Hiatorieche  Studie  Qlier  die  Tbeorie  der  Xagnetl- 
lining  dnreh  luflaenz.  H. 

Yerdagen  eo  Mededeelingen  der  Konlnkt^ke  Akademie  fan 
Weeteoaekappen.  Afdeefing  Natnorlrande.  Derde  reeks.  Devde^ 
▼ierde  deol.   Amsterdam  1887.  1888.   Johannes  HftUer. 

Der  3.  Teil  euthült  2  maüieniatische  Aufsätae  von 
F  FI.  Seil  oute:  Ueber  eiuo  enge  Beziebong  zwischen  dem  Bro- 
card'schen  Winkel  und  Brocard'scheD  Kreise.  —  Allgemeine  Regel 
fOr  die  Bahnform  und  Daner  der  centralen  Bewegung. 

Der  4  Teil  cuthält  die  folgenden. 

F.  J.  van  den  Berg:  Ueber  die  graphische  Auflösaug  eines 

Systems  linearer  Gleichungen. 

J.  de  V^ies:  Quadruiielinvulutionen  auf  biqiiadratischen  Curven. 

Ausserdem  verschiedenes  Geschichtliches  vou  D.  Bierens  de 
Haan  und  D.  J.  Korteweg.  H. 


/ 
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XXIV. 


QeieMehto  ier  lUtheiMitik  md  Phyilk. 

Fortschritte,  die,  der  Pliysik  im  J.  18S.'5.  D.irgest.  v.  der  phy- 
Bikal.  Gesellschaft  zu  Berlin.  'AJ.  Jahrg.  1.  Abth.,  euth.  Physik  der 
Materie.   Red.  v.  L.  Rosochatios.   Berlin,  G.  Reimer.  9  Mk. 

Graf,  J.  H.,  Geicliiclite  der  Mathematik  n.  der  NatorwiBsen- 
achafteD.  in  bemischen  Landen  vom  WiederavfblQhen  der  Wissen- 
schaften bis  in  die  neuere  Zeit  2.  Hfl.  Das  XVII.  Jahrbondert 
Bern,  Wyss.  1  Mk.  20  Pf. 

Jahrbuch  ab.  die  Fortscbritto  der  Mathematik,  begründet  t. 
C.  Ohrtmann.  Unter  bes.  Mitwiricg.  v.  F.  Müller  n.  A.  Wangerin, 
hrsg.  V  M.  Heuoch  u.  E  Lampe.  18.  Bd.  Jabig.  1866.  2.  Hft. 
Berlin,  G.  Boimer.  8  Mk. 

Methode  md  Prlnelj^len« 

Bolzano's,  B.,  Paradoxien  d.  Unendlichen,  hrsg.  aus  dem  schrift- 
lichen Nachlasse  des  Verfassers  v.  F.  Prihonsky.  2.  Afl.  Berlin, 
Mayer  AM.  3  Mk. 

Miller- Hanenf eis,  A.  Ritter  v.,  Richtigstolinng  der  in  bis- 
heriger Fassung  unrichtigen  mechanischen  Wftrmetheorie  und  Gmnd- 
zOge  einer  allgemeinen  Theorie  der  Aotherbewegungen.  Wien, 
Manz'scher  Hof-Veri.  4  Mk.  80  Pf. 

Zimmermann,  W.  F.  A.,  Naturkräftc  u.  Naturgesetze.  4.  Afl. 
Bearb.  u.  hrsg.  v.  B.  Dttrigen.  23.-25.  Lfg.  Berlin,  Dammler's 
Verl.  50  Pf. 

LehrbOcher« 

Otto,  C,  u.  H.  Diesen  er,  Lehrbuch  der  gesammten  niederen 
Mathematik.  5  Hfte.  Halle,  Hoiistotter.  11  Mk.  80  Pf.;  in  2  Bde. 
geb.  13  Mk.  GO  Pf. 
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SsBUiduigttu 

Banr,  L.,  Resultate  nebst  Aoflösangen  n.  Erlänterongen  zn  den 
arithmetischen  Aufgaben  f.  Lehrer  etc.  Stattgart,  J.  F.  Stdnkopt 
Kart  2  Mk. 

Borth,  E.  F.,  die  geometrischen  KonstroktionsanliBabeB  f.  den 
Scholgebranch,  methodisch  geordnet  n.  m.  einer  Anleitg.  snm  Aof« 
lösen  derselben  versehen.  6.  Afl.  Leipzig,  Fnes*  Yeri.  1  Mk. 
60  Pf.;  geb.  1  Mk  80  Pf. 

Brenner,  A. ,  Resultate  uebst  Auflösungen  n.  ErlAnterangeii 
zu  den  methodisch  geordneten  Aufgaben  f.  das  theoretische  n.  prak- 
tische Rechnen.  1.  Tl.  3.  Afl.  Begeusbarg,  Coppenrath.  1  Mk. 
20  Pf. 

Kley  er,  A.,  vollständig  gelöste  Aufj^aben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst  etc.    500.  — 527.  llft    Stuttgart,  Maier. 

26  Pf. 

Kniess,  K.,  u.  0.  Bachmaun,  Aut<rabcnsammlung  f.  das  Rech- 
nen m.  bestimmten  Zahlen,  bearb.  nnter  besond.  Berttcksicht.  d.  f. 
Lat^nschnlen  Torgeschriebenen  Lehrpeusnms.   Manchen,  Eellorer. 
1  Mk.  60  Pf. 

Reeb,  W.,  algebraisches  Uebnngsbnch  mit  einleitenden  Fragen, 
eingereihten  Sätzen  n.  Regeln,  sowie  ansgefnhrtea  Mnsterbeispielen. 
3.  Afl.  Glessen,  Roth.  1  Mk.  50  Pf.;  Anflösnngen  dazo.  80  Pf. 


Tabellen. 

August,  E.  F.,  vollständige  logarithinische  u.  trigonometriscbe 
Tafeln.  16.  Afl.,  besorgt  t.  F.  Angnst  Veit  A  Co.  Geb.  1  Mk. 
60  Pf. 

Arltbnetlky  Algebra  md  reine  Analyais» 

Büttner,  A.,  Kopfrechenschale.  1.  Tl.  Leipzig,  Hirt  A  8. 
1  Mk.  25  PI 

Escherich,  G.  t.,  znr  Theorie  der  zweiten  Variation.  Leipzig, 
Freytag.  40  Pf. 

Gauss',  C.  F.,  Untersuchungen  Ob.  höhere  Arithmetik.  Deatsch 
hrsg.  V.  H.  Maser.   Berlin,  Springer.   14  Mk. 

Gegenbauer,  L.,  üb.  diejenigen  Thciler  eiuer  ganzen  Zahl, 
welche  e.  vorgeschriebene  Grenze  Überschreiten.  Leipzig,  Freytag. 
30  Pf. 
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Gegen  baue r,  L.,  über  windiehiefe  Determinanten  höheren 
Banges.  Ebd.   60  Pf. 

Lie,  S.,  e.  FundamcDtalsatz  iu  der  Theorie  der  nnendlicheii 
Gruppou,    Christiania,  Dybwad.    35  Pf. 

Mertens,  F.,  e.  Beweis  d.  Faadamontalsatzes  der  Algebra. 
Leipzig,  Frey  tag.   40  Pf. 

Michaelsen,  A.,  d.  logarithmische  Grenzfall  der  hypergeome- 
trischeu  Differcntialgloicbung  n-Ordoung.  Kiel,  Lipsius  &  T. 
1  Mk.  20  Pf. 

Steinhanier,  A.,  die  Lehre  too  der  Aofttellung  empirischer 
Formeln  m.  Hilfe  der  kleinsten  Quadrate.  Leipzig,  Teobner.  8  Mk. 

Wirtinger,  W.,  Beitrag  snr  Theorie  der  homogenen  linearen 
Differentialgleichnngen  m.  algebraischen  Relationen  swischen  den 
Fnndamentalintegralen.  Leipzig,  Froytag.  30  Pf. 

Z  als  er,  G.,  das  Speziesrechnen  n.  der  Brnchsatz.  Lchrboch 
znr  rationellen  Bchaudig.  d.  Reciionuutcrrichts  in  den  Ohcrklasson 
der  Volks-  u.  Mittelschulen.  Lohrer-Asg.  Stuttgart,  Bonz  &  Co. 
Kart  2  Hk.  40  Pf-j  SchOier-Asg.  Kart.  45  Pf. 

Oeometrie» 

Bicler,  A.,  Leitfaden  f.  den  Unterricht  in  der  Raumlehre  in 
gehobenen  Volks-,  Bürger-  n.  Mittelschalen.  Jena,  Mauke's  Verl. 
80  Pf. 

Glänzer,  K.,  die  Gogeukurven  der  Kegelschnitte.  Hamburg, 
Herold,  Verl.    2  Mk  50  Pf. 

Hofmiller,  0.,  Gruiid/Ugo  der  orthogonalen  Projektion.  In 
Mappe.   Bamberg,  Büchner.   3  Mk.  80  Pf. 

Koel tisch,  A.,  GrnndzQgo  der  Ranmlehre.  2.  Hft.  Leipzig, 
Hersebnrger.  60  Pf.}  Einbd.  10  Pf. 

Koettler,  H.,  Leitfkden  der  ebenen  Geometrie  f.  höhere  Lehr- 
anatalten.  1.  Hft  Kongmens.  8.  Afl.  Halle,  Nebert  Kart  1  Mk. 
35  Fi 

Knglnayr,  L.,  Qb.  Spiralen  o.  deren  Tangimngs-Problem. 
Wien,  Spieibagen  &  Sch    7  Mk. 

Mertens,  F.,  Beweis  der  Darsteilbarkeit  irgend  e.  ganzen  in- 
Tarianten  Gebildes  e.  binären  Form  als  ganze  Function  e.  geschlosse- 
nen Anzahl  solcher  Gebilde.    Leipzig,  Freytag.    20  Pf. 

Pelz,  C,  Note  zur  Abbandlnng:  „Ueber  die  Focalcurveu  d. 
Qoetelet"    Ebd.    40  Pf. 

Puchta,  A.,  analytische  Darstellung  der  kürzesten  Linien  auf 
allen  abwickelbaren  Flächen.    Ebd.    40  Pf. 

Yries,  J.  de,  üb.  d.  e.  Viersuite  harniouiscb  ciugeschriebeno 
Configaration  18».  Ebd.  40  Pf. 
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Weyll,  der  erste  Unterricht  in  der  Raamlebre.  Leipzig,  Fock. 
60  Pf. 

TrifenoBetrie. 

Conrad  t,  F.,  stnfenm&siige  Anordnnng  d.  trlgonometriBchen 
Lebrstolb  der  Oymnuien.  Leipzig,  Fock.  1  Hk. 

Praktiseke  Qeemetriei  Qcodiile» 

Simon,  F.,  Oewichtsbestimmangen  f.  SeiCenTerbältnisso  in  scbe- 
mttitebfla  Broleckineliea.  ToHiünitUchang  d.  kOaigl.  prenss.  geod&t. 
Instituts.  BerUn,  Sttnkiewics.  9  Mk.  60  Ff. 

YefOÜDntUehung  des  kOnigl.  prenssischen  geodätischen  Institnts. 
PolhOhenbestlmmnngen  ans  dem  J.  1886  f.  90  Stationen  nahe  dem 
Meridian  d.  Brodrons  vom  Hara  bis  mr  dinisefaen  Chrense.  Qe- 
legentlich  ausgeführte  PoIhOhen-  n.  Azimntbestinininngen  ans  den  J. 
1878-1884.  Ebd.  10  Mk. 

Meelianik« 

Brill,  A.,  aber  die  redacirte  Besnitante.  MttncJien,  Frans'scher 

Verl.   40  Pf. 

Velde,  W.,  üb.  e.  Spezialfall  der  Bewegung  e.  Panktos,  welcber 
Y.  festen  Centren  angezogen  wird.    Kiel,  Lipsius  <fe  T.    1  Mk.  60  Pf. 

Wolf,  M. ,  die  DiflFf  rentialgloichung  der  mittleren  Anomalie  u. 
die  Wabrscbcinlichkeit  der  Couvcrgenz  in  der  Darstellung  ihres  lu- 
tegrals.  Heidelberg,  Winter's  Univ.-Bochh.  1  Mk.  60  Pf. 

Teelinlk. 

Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Vierte||ihrlk}he  Berichte.  Hrsg. 
T.  K.  Strecker.  9.  Jahrg.  1888.  9.  Eft.  Beriin,  Springer.  6  MIl 

Pritsche,  W.,die  Gleicbstrom-Dynanioniaschine^  ihre  Wiifcnngs- 
weise  n.  Yoraasbestinimnng.  Ebd.  4  Hk. 

Optik,  Aknstik  und  Elastlcität. 

Central-Zeitang  f.  Optik  u.  Mechanik.  Red. :  0.  Schneider.  10. 
Jahrg.  1889.    Nr.  7.    Leipzig,  Grossner  &  Sehr.    Viertelj.    2  Mk. 

Einer,  K.,  üb.  e.  Consetjuenz  d.  Fre8nel>Unyghens'gcben  Prin- 
cips.    Leipzig,  Frey  tag.    20  Pf. 

Koppe,  C,  die  Photogrammetrie  od.  Bildnngsknnst.  Weimar, 
Verlag  der  dtscbu.  Photographeu.-Zeitang.   6  Mk. 
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Stranbel,  R.,  ob.  dto  Bsredmiuig  FnuMoholBr'teheii  Ben- 
gangiencheiiivngMi  durch  Biadiiitegnle  m,  beaoad.  Bartdnichtigang 
der  Theorie  der  Beogaog  im  Heliomeler.  Jene,  Pohle.  1  Xk.  60Pt 

Tvmliri,  0.,  Bereehaug  d.  meduMiieheB  LicfaUtqiiTalents 
aai  den  Yenochen  d.  Hern  JiHiis  ThomieB.  Leipng,  FNfUg. 

aopf. 

£rd-  und  HlmmelskmBde. 

Beobftchtnngen ,  magnetische,  d.  Tifliser  phyBikaUichen  Obser- 
vatorioms  im  J.  1886  —  1887.  Hrsg.  v.  J.  MieUMff.  BmaiMh  a. 
deatsch.   St.  Petersbnrg,  Eggers  &  Co.  4  Mk. 

BroBch,  Ph.,  Bahnbestiinniiiag  d.  Kometen  1867.  IlL  Leip* 
zig,  Freytag.   50  Pf. 

Hann,  J.,  UntersacbuDgen  ab.  die  tägiicbe  OscilUtioo  d.  Ba- 
rometers.  Ebd.   4  Mk. 

Holetschek,  J.,  Bahnbestimmaog  d.  Planeten  (118)  Peitbo. 
a  Tl.   Ebd.   80  Pf. 

Jahrbach  der  meteorologischen  Beobachtangen  der  Wetterwarte 
der  Magdeborgischea  Zeitong.  Hrsg.  t.  A.  W.  Gratzmacber.  Jahrg. 
Tn.  1888.  Magdeburg,  Faber.  Kart  6  Hk. 

Jerofeieff,  H.,  a.  P.  Latschiaoff,  der  Meteorit  Nowo- 
ürel.  St  Petenbofg^  Eftgers  A  Co.  6  Mk. 

Koakoly,  N.  Beobachtangen,  aageatellt  am  aitrophyilkali- 
•chea  Obeervatoriam  ia  O'Gjalla  (Ungara).  10.  Bd.,  enth.  Beobach- 
tangea  Tom  Jahre  1887.  Halle,  Schmidt's  Verl.  5  Mk. 

Krebi,  A.,  Beitr&gc  zur  Kenntuiss  a.  Krkttrang  der  Gewitter- 
Erscheinaogen  auf  Grund  der  Aufzeichnungen  fiber  die  Gewitter 
Hambargs  in  den  J.  1878-1887.  Stattgart,  Maier.   1  Mk.  50  Pf. 

Nachrichten,  astronomische.  Hrsg.:  A.  Krneger.  121.  Bd. 
(24  Nrn.)    Nr.  1.   Hamburg,  Mauke  S.   prcplt.  15  Mk. 

Nie  SS I,  G.  V.,  üb.  das  Meteor  vom  22.  April  1888.  Wien, 
Hölder.   1  Mk.  60  Pf. 

Palisa,  A.,  Bestimmang  der  Bahn  d.  Planeten  (211)  Isoida. 
Leipzig,  Frey  tag.   60  Pf. 

Perntor,  J.  M-,  Messungen  der  Ausstrahlung  auf  dem  Hohea 
Sonuenblick.    Leipzig,  Freytag.   50  Pf. 

Pablicationen  d.  astropbysikalischen  Observatoriums  sa  Potidam. 
Hr.  23.  6.  Bd.  3.  StQck.  Leipzig,  W.  EngelmaaB.  6  Mk. 

Pablicationen  der  v.  Kaffner'scben  Sternwarte  in  Wien  (Otta- 
kriag).  Hi«g.  T.  N.  Herts.  1.  Bd.  Wien,  Frick.  15  ML 

Singer,  K.,  Temperatarmittel  f.  Sflddeatichland.  München» 
Th.  Ackermann.  8  Mk. 

Spörer,  O.,  ab.  die  Periodicitftt  der  Sonnenflecken  seit  dem 
J.  1618^  vornehmlich  in  Bezog  aof  die  heliographiiche  Breite  der^ 
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Tierteljahnsehrift  der  astronomischen  Gesellschaft  Hrsg.  Y. 
£.  Schönfeld  u.  H.  Seeliger.   23.  Jahrg.   4  Hft.   Ebd.  2  Mk. 

Daaa.  24.  Jahrg.  1889.  1.  Hft.  Ebd.  2  Mk. 


Farad ay,  M.,  Expcrimental-Untcrsuclmngen  ttb.  Elektricität. 
Uebcrs.  v  S  Kalischer.  1.  Bd.  Berliu,  Springer.  12  Mk.;  geb. 
13  Mk.  20  Pf. 

James,  £.,  r^lectricit^.  Goars  public  donnä  k  Bienne.  Genf, 
Stapelmohr.    1  Mk. 

Kleyer,  Ä.,  die  elektrischen  P'rschoinungen  u.  Wirkungt^n  in 
Theorie  u.  Praxis.   97.  — im.  lieft.    Stuttgart.   J.  Maier.    ä  25  Pf. 

MAller-Ponillet's  Lehrbuch  der  Physik  u.  Meteorologie. 
9.  Afl.  L.  Pfiuindler.  S.  Bd.  2.  Abth.  Braimtehweig,  Yieweg  A 
8.  6  Mk.  60  Pf. 

Troje,  0.,  Beitrage  lor  Analyse  d.  üebergangswiderstandes. 
Königsberg,  Koch.  1  Mk. 

Tnmlirz,  0.,  v.  A.  Krag,  die  Enefgle  der  Wftrmestrahlang 
bei  der  Weissglntb.  Leipzig,  Freytag.  50  Pf. 


Berichte,  mathematische  u.  naturwissenschaftliche,  au3  Ungarn. 
Red.  V.  J.  Fröhlich.  6.  Bd.  (Jani  1887  —  Joui  1888.)  Berlin, 
Friedländer  &  S.    8  Mk. 

Kley  er,  A  ,  Encyklopädie  der  gesammten  mathematischen, 
technischen  und  exacten  Naturwissenschaften.  35.  Lfg.  Stuttgart, 
Maier.  1  Mk. 

Mölanges  mathematiqucs  et  astronoiniciiiea  tir^s  da  balletiu  de 
l'Acad^mic  imperiale  des  scicnces  de  St.  Petersburg.  Tome  VI. 
Livr.  V.    Leipzig,  Voss'  Sort.    3  Mk.  75  Pf. 

Schriften  der  physikalisch-ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königs- 
berg in  Pr.    29.  Jahrg.    1B88.    Königsberg,  Koch.    6  Mk. 
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Geometrie. 

Einführung  in  die  neaero  analytische  and  Bynthetische  Geome- 
trie. Für  das  Selbststudium  leichtverstftndlich  ausgearbeitet  von 
Dr.  II.  Kaiser  in  Dieburg.  Mit  83  Holzschuittcn  im  Test  und  3 
Utbograpbirten  Tafeln.  Wiesbaden  1887.  J.  F.  Bergmann.  190  S. 

Der  gesamte  Inbalt  des  Baehet  zeigt,  dass  dasselbe  dne  l^n- 
Akbmng  in  die  neuere  synthetische  Geometrie  ist,  weit  entfernt  von 
der  analytischen  Geometrie  eine  Idee  zu  geben  oder  dieselbe  irgend- 
wie zu  berflhren.  Die  weiter  gehende  Behauptong  anf  den  Titel  ist 
amso  aasdrdcklicher  snrfickzaweisen ,  weil  die  nnbegrenzte  Ansdeh- 
naag  der  synthetischen  Geometrie  leicht  die  ganae  Universitätszeit 
in  Beschlag  nimmt,  während  die  Stndirenden  von  der  Existenz  der 
wirklichen  analytischen  Geometrie  keine  Ahnung  haben  nnd  durch 
jene  aumassende  Aussage  liestftndig  im  Irrtum  erhalten  werden.  Die 
gegenwärtige  Bearbeitung  macht  freien  Gebrauch  von  Coordinaten  in 
jeder  zweckdienlichen  Form,  verbindet  also  Rechnung  und  räumliche 
Betrachtung.  Die  Berechtigung?  der  synthetischen  Geometrie  dies  zu 
tun  kann  niemand  bestreiten,  ihre  Name  selbst  weist  auf  die  Tätig- 
keit liin.  Auch  der  Ausfall  der  vorliegenden  Lehre  zeigt,  dass  durch 
Zuziehung  des  Rechnens  keine  abweichende  Theorie  entstanden  ist 
Was  dagegen  der  Verfasser  in  den  dem  Buche  vorangestellten  „ge- 
nerellen Bemerkungen"  über  das  Verhältniss  der  synthetischen  und 
analytischen  Methode  sagt  —  sie  verhielten  sich  wie  Handarbeit 
(re^p.  Kopfarbeit)  und  Maschinenarbeit  —  ist  lächerlich  eDtstcllcnd. 
Die  Erfindung  einer  Maschine  setzt  vorans,  dass,  was  sie  leistet, 

Arch.  a.  lUth.  u.  Pbja.  2.  iUihe.  T«U  VIIL  2 
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berdU  bekannt  ist  Dnreh  sie  wird  also  nie  ein  mathenmtisclies 
Problem  gelöst,  nnd  die  Lösnng  von  Problemen  ist  docb  stets  das 
Ziel  des  analytischen  Yer&brens.  Jene  Aensserong  docnmentirt  dera- 
nacb,  dass  der  Verfasser  von  den  gesamten  erfolgreichen  analytischen 
Wegen  nichts  weiss.  Es  ist  wahr,  dass  die  analytische  Forschung 
von  dem  aus  ihr  hervorgegangenen  Apparate  in  weit  grösserm  Um- 
fange Nutzen  zieht  als  die  synthetische  und  ihn  nicht  entbehren 
kann  wie  letztere;  doch  hat  derjenige  kein  Recht  über  das  Wesen 
der  analytischen  Methode  zu  urteilen,  der  nicht  beachtet,  wozu  ihr 
der  Apparat  dient:  das  sie  nämlich  mittelst  seiner  die  Probleme  so 
umgestaltet,  dass  Ikkanntes  und  gesuchtes  gesondert  und  in  sicht- 
liche Beziehung  gesetzt  wird.  Die  generelle  Bemerkung  schlicsst  mit 
dem  Resultate:  Keine  der  beiden  Methoden  macht  die  andere  ent- 
behrlich. In  dem  Siuue,  in  dem  es  hier  gesagt  wird,  ist  das  Urteil 
hinfällig  und  bedeutungslos:  doch  kann  man  anch  1>d  richtiger  Auf* 
fiissung  das  gleiche  aofstelleo:  was  anf  analytischem  Wege  vei|pb* 
lieh  gesncht  worden  ist,  kann  manchmal  anf  synthetischem  Wege 
nngesncht  entdeckt  werden.  Am  Schlüsse  der  Bemerkungen  stellt 
der  Verfasser  als  wichtigste  Factoren  der  neueren  Geometrie  anf: 
1)  die  abkflraende  Symbolik,  S)  das  Princip  des  Dualismus,  3)  die 
Projectivit&tslehre  —  und  erklärt  sie.  Die  Hauptabschnitte  des 
Buches  sind:  gerade  Linie  und  Punkt;  StrahlenbOschel  und  Punkt- 
reihen; die  Kegelschnitte  im  allgemeinen.  H. 

Geometrie  der  Bewegung  in  synthetischer  Darstellung.  Von 
Dr.  Arthur  Schocnflics,  Privatdocent  der  Mathematik  an  der 
Universität  Göttingen.  Mit  Figuren  im  Text.  Leipzig  1886.  B.  G. 
Teubner.   194  S. 

Nach  Aussage  des  Verfassers,  deren  Kchtigkeit  wol  keinem 
Zweifel  unteriiegt,  ist  dies  die  erste  rein  geometrische  Bearbeitung 
der  Kinematik  und  hat,  sofern  sie  einen  deutlich  begrenxten,  funda- 
mentalen Teil  derselben  voUstftndig  als  gesdossenes  Ganse  behan- 
delt, Anspruch  darauf  eine  wesentliche  wissenschaftliche  Leistung 
genannt  zu  werden.  Dass  es  überliaupt  möglich  ist,  ohne  alle  Zu- 
ziehung der  Quantität,  die  Reihe  von  Sfttsen  su  entwickeln,  welche 
die  Theorie  der  Abhängigkeit  der  Bewegungen  in  sich  enthalten, 
gibt  hinreichende  Aufforderung  den  directen  Weg  zu  verfolgen,  und 
die  Wahl  dieser  Methode  bedarf  keiner  weitern  Kechtfortigung. 
Allein  das  Urteil  des  Verfassers  greift  sogleich  dartiber  hinaus,  in- 
dem es  das  Ausgehen  von  den  Geschwindigkeiten  (also  überhaupt 
den  BestimmungsgrOssen)  verwirft  mit  der  Behauptung,  dass  die  Ge- 
stalt und  die  Eigenschaften  der  durch  Bewegung  erzeugten  Kamn- 
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gebilde  nielit  von  iboeD  abbienge.  Zur  EUrsteUnug  ist  dreieilei  ni 
betonen.  Erstens  ist  die  Bcbaoptong  anrichtig,  denn  die  Gescbwin- 
digiceitcn  (aatOrlicb  die  relativen  der  Teile)  and  die  Erzengnisse 
nacb  Gestalt  and  Eigenscbaften  bestimmen  sieb  gegenseitig,  es  bleibt 
nur  dio  Frage,  wie  man  sie  aus  einander  findet.  Zweitens  sind  die 
BestimmangsgrOssoQ  kein  blosses  Hülfsmittel  der  Deduction,  solidem 
ein  recht  wesentlich  zur  Theorie  gehöriges  £lemont.  Da  der  Vcr> 
fassor  im  Anfange  des  Vorworts  schlechtiiin  von  der  Kinematik  im 
gau7x»u  redet,  gleifli  nclilu  r  aber  es  erscheinen  lässt,  als  ob  die  rein 
geometrischen  Ilesultate  dieses  Ganze  wären,  so  ist  es  wol  nicht 
überflüssig  zn  erinnern,  dass  die  so  erhaltenen  Gesety.c  doch  nur  die 
eine,  nämlich  die  qualitative  Seit(3  der  Kinematik  darstellen.  Konnten 
diese  Gesetze  ohne  Zuziehung  der  Quanfitiiten  auch  recht  leicht  und 
elegant  gewonnen  werden,  so  würde  man  doch  die  vollständige  fun- 
damentale KinematUi  weit  einfacher  bei  stets  begleitender  Formel 
herleiten,  als  wenn  man  die  Quantitäten  erst  nachtrftglicb  aas  den 
LagenTerb&ltnissen  berechnen  wollte.  Drittens,  wenn  es  sich  um 
Tonflge  der  einen  and  andern  Metbode  bandelt,  so  hat  sich  die  rein 
geometrische  bloss  einen  Mangel  aus  Maxime  selbst  aaforlegt:  sie 
kann  das  Erkannte  nicht  depouiren;  sowol  der  Forschende  als  ancb 
der  Lernende  ist  genötigt  die  ganze  Geistesarbeit  des  Vorstellens 
dauernd  und  immer  von  neuem  za  Tollziebeu*,  die  ScbOpfnngen  bleiben 
stets  Privateigentum  des  P>zeugors,  und  wer  sie  fortsetzen  will,  muss 
grössere  Gaben  besitzen  als  seine  Vorgänger.  Die  ordnenden  Ge- 
sichtspunkte, welche  über  das  Lagenverhilltniss  der  Confi^nirationen 
Liclit  verbreiten,  kommen  der  rein  geometrischen  Iktrachtung  nieiit 
ausschliesslich  zu:  wer  sie  findet,  hilngt  von  der  Begabung  des  Autors, 
nicht  von  der  Methode  ab,  ihr  Gebrauch  aber  kommt  der  Unter- 
suchung iu  jeder  Form  zugute. 

Der  Fortschritt  in  der  Entwickolong  der  Theorie  der  Bewegung, 
unter  welcher  durchgängig  die  Lagenftndcrung  in  sich  unveränd^ 
lieber  Systeme  verstanden  wird,  ist  der,  dass  zuerst  die  Bewegung 
ebener  Systeme  in  ihrer  Ebene,  dann  die  Bewegung  eines  räumlichen 
Systems  um  einen  festen  Punkt,  endlich  mit  Ausschluss  beider  Spe- 
cial itilteu  dio  Bewegung  eiues  Kanmcs  im  audcra  zur  Bebaudluog 
gelangt.  H. 

DieGeometrio  der  Lage.  Yortrftge  von  Dr.  Theodor  Reye, 
0.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Strassborg  i.  E. 
Erste  Abtheilung.  Mit  82  Holzschnitten  im  Text  Dritte,  TOrmehrte 
Auflage.  Leipzig  1886.  Baamgflrtner.  248  S. 

Die  bedeatende  Vermehrung  besteht  zonftchst  in  der  schon  in 
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der  S.  Auflage  geicbcheneD  Hiszofilgiiiig  einer  SammliiDg  von  Aufgeben 
und  LeluifttieD,  deren  ZnU  in  der  8ten  nnf  388  gestiegen  ist 
Aosserdem  sind  aber  auch  neue  Untersachnngen  and  rein  geometri- 
sche Beweise  fOr  belmnnte  Sfttze  binsngeiconimen  Anineikennen 
ist  die  Acbtaamkeit  auf  den  im  Vorwort  benrorgehobenen  Umstand, 
dass  das  Erlernen  dieses  Wissenschaftszweiges  bedingt  ist  durch  ein, 
das  gewöhnliche  Mass  übersteigendes,  daher  von  jedem  Einzelnen 
besonders  zu  pflegendes  Vorstellangsvermögen,  welches  nicht  mit  dem 
Lehrstoffe  überliefert  wird  —  eine  irrige  Voraussetzung,  die  meistens 
stillscbweigeud  gemacht  zu  werden  scheint.  Der  Verfasser  ist  darauf 
bedacht  das  Vermögen  durch  Uebung  zu  vcrgrössern.  Das  Buch 
enthält  in  15  Vorträgen:  die  Methode  des  Projicirens  und  Schneidens, 
die  G  Giundgebilde  der  neu(Tn  Geometrie-,  unendlich  ferne  Kiemente, 
das  Beziehen  der  Grund^^ebilde  auf  einander;  das  Priucip  der  Dua- 
lität, einfache  und  vollständige  necke,  Seite,  nkante  u.  s.  w. ;  das 
Bezichen  der  letzteren  auf  einander,  harmonische  Gebilde;  projective 
Verwandtschaft  einförmiger  Gruudgebilde ;  Curven,  Büschel  und  Kegel 
2.  Ordnung;  Folgerungen  aus  den  Sätzen  von  Pascal  nnd  Brinn- 
cbon}  Pol  nnd  Polare  in  Bezog  anf  Cnnren  3.  Ordnung;  Dnrcb- 
messer  nnd  Azon  der  Cnnren  2.  Ordnung,  Gleichungen  derselben; 
Begelscharen  und  Begelfläcben  2.  Ordnung;  projeaive  Verwandt» 
Schaft  von  Elementargebilden;  Involutionen;  metrische  Belationea 
von  Involutionen,  Brennpunkte  der  Curven  2.  Ordnung;  Aufgaben 
2.  Grades,  imaginäre  Elemente;  Hauptazen  und  Symmetrie-Ebenen, 
Focalazen  nnd  cykliscbe  Ebenen  eines  Kegels  2.  Ordnung.  Es  folgen 
Constmetionsaufgaben  nnd  Lebnfttse.  H. 

Freie  Perspektive  (centrale  Projektion)  in  ihrer  Begründung 
und  Anwendung  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse  höherer 
Lehranstalten  nnd  das  Selbststudium.  Von  Dr.  Gustav  Ad.  V. 
Pcschka,  k.  k.  Regierungsrat,  ordeutl.  Professor  der  darstellenden 
Geometrie  und  des  konstrnktiven  Zeichnens  au  der  k.  k.  techni- 
schen Hochschule  in  Brünn;  Inhaber  der  k.  k.  grossen  goldenen 
Medaille  für  Wissenschaft  und  Kunst  und  des  goldenen  Verdienst- 
kreuzes mit  der  Krone,  Kitter  mehrerer  hoher  Orden.  Zweite,  voll- 
ständig umgearbeitete  und  vermehrte  Autlage.  Band  I.  Mit  XIII 
lithographischen  Tafeln.   Leipzig  ISbÖ.   Baumgärtuer.   '6'6^  S. 

Bas  Buch  zeichnet  sich  durch  ungemdne  Graudlichkeit  nnd 
Auifübrlichkeit  aus.  Ezacter  Ausdruck  ist  mit  Fleiss  beobachtet 
In  der  ersten  Auflage  war  die  Anwendung  der  neuem  synthetiachen 
Geometrie  gmndsitsltcb  ausgeschlossen  worden,  in  der  zweiten  hat 
eine  völlige  Umarbeitung  derart  statt  gefunden,  dass  sie  die  neuem 
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Methoden  anfbimmt  nnd  in  dieselben  einfiUirt  Der  I.  Abschnitt  be- 
handelt die  GnrodzQge  der  Centralprojoction.  Nach  einleitender  Er> 
Ulntcmng  der  Sache  nnd  der  allgemeinen  Anordnnngen  sind  die 
Gegenstände:  die  fundamentalen  Beziehnngon  twischon  Punkten,  Ge- 
raden und  Ebenen  nnd  hierauf  besflgliche  Constmctionen;  Beziehongen 
zwischen  Paukten,  Geraden  und  Ebenen,  welche  von  Längen-  und 
Wiokelgrössen  abhängig  sind.  Dur  II.  Abschnitt  bohaudclt  die  Ele- 
mente der  projectivischen  Geometrio,  nnd  zwar:  Allgemeines ;  Cur- 
Yeo  2.  Grades  als  projectivische  Erzeagnisse;  collineare  Verwandt- 
schaft zweier  ebenen  Systeme  und  deren  specielle  Formen ;  Aufgaben 
in  ceutralprojectiviscber  Darstellung  mit  Benutzung  projectivischer 
und  collinearcr  Coustruct'onen.  Der  III.  Abschnitt  Transformationen 
centralprojectivischer  Bilder.  Der  IVte  aus  Ebenen  zusammengesetzte 
Gebilde,  und  zwar  das  Dreikaut ;  die  Darstclluug  durch  Polygone, 
Polyeder,  ihre  ebenen  und  gegenseitigen  Schnitte.  Der  2.  Band  soll 
den  krummen  Flächeu  gewidmet  sein.  II. 

Behaudlung  der  Kegelschnitte  mittels  Linienkoordinaten,  Von 
Dr.  H.  Willig,  Keiil^^yiiinasiallehier  zu  Mainz.  Wissenschaftliehe 
Beilage  zum  Programm  des  Grossherzolichen  Realgymuasiuuis  uud 
der  Realschule  zu  Mainz.    Herbst  1888.    Mainz.   48  S. 

Das  Vorliegende  teilt  in  elementarer  Herleitung  die  Theorie  der 
Liniencoordinaten  und  ihrer  Anwendung  auf  die  Elemente  der  Kcgel- 
schnittslchre  zur  Einführung  iu  das  Studium  derselben  mit.  Der 
Verfasser  emptiehlt,  einige  Teile  davon  schon  auf  der  Schule  zur 
Verwendung  zu  bringen.  Dem  werden  wol  Wenige  beistimmen-,  die 
Betrachtungsweisen  zu  vervielfältigen,  wo  kaum  Gelegenheit  ist, 
die  Bedeutung  dir  Coordinaten  iu  einer  Form  kenneu  zu  lernen, 
mochte  doch  gewiss  in  pädagogischer  Hinsicht  das  Allerunvernünf- 
tigste  sein  und  alle  Orieutirung  vereiteln.  Nach  einer  Einleitung, 
welche  die  nutigen  Anorduungen  darlegt,  sind  die  Gegenstände  der 
Schrift:  Transformation  der  Linicucoordiuaten ,  der  Kreis,  die  Pa- 
rabel, die  Ellipse,  die  Hyperbel,  Darchmefner  der  Kegelschnitte, 
andere  Formen  für  die  Gleichungen  der  Ellipse  und  Hyperbel,  Dis- 
cussion  der  allgemeinen  Gleichung  2.  Grades.  H. 

Bing's  Kreiswinkel.  Ein  Beitrag  zur  Quadratur  des  Kreises. 
Redigirt  von  Reg icrungsbauf Uhrer  Durst.  DUrcu  (Rheiulaud),  Carl 
Schleicher  u.  Schall. 

Das  so  benannte  Instrument  ist  ein  Lineal  in  Form  eines  rechtp 


winkligen  Dreiecks  mit  einem  Winkel,  dessen  Cosinus      |/i  ist. 
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In  der  vorliegenden  kleinen  Schrift  sind  24  Constructionsaufgabcn 
aufgefQhrt,  die  AuÜösuDgcu  mittelst  des  lustrumcats  Dcbst  den  Fi- 
guren dabei.  U. 

Netze  zum  Anfertigeu  zerlegbarer  KrystallmodcUc.  Von  Dr. 
W.  Waegc.   Berlin,  R.  Gaertuer. 

Die  Modolle  sollen  die  Zarückfuhrong  der  Krystallformen  auf 

dio  einfachen  Grundformen  durch  Zusammensetzung  aus  Stücken 
darstellen.  Sie  sind  filr  (Kmi  Gebranch  in  der  Schale  bestimmt,  und 
es  wird  gezeigt,  wie  die  Schüler  sie  aus  Cartonpapier  selbst  anfer- 
tigen können.  Ueber  das  Zusammenhalten  der  Teile  beim  Gebrauche 
ist  nur  sehr  wenig  gesagt,  woraus  sich  ein  allgemeines  Verfahren 
nicht  wol  entnehmen  lässt;  es  scheint  dies  für  jeil<'  I\ry.st;illtorni 
eine  besondere,  nicht  leichte  I'Yage  zu  sein.  Kach  einigen  Bemer- 
kungen über  die  Anfcrtit-iing  der  Modelle  worden  14  zusammenge- 
setzte Krystallformen  beschrieben.  ü. 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  J.  Vonderlinu,  Privatdocent  an  der  technischen  Hoch- 
schule in  München.  Erstes  Buch:  Das  Frojectionszeichnen.  Stutt- 
gart 1888.  Jalins  Maicr. 

Dio  Lehre  vom  Projectionszeiehncn  wird,  zumteil  in  Frage  und 
Antwort  auf  2  Spalten,  zumteil  auch  ohne  Fragestellung,  mit  neben- 
stebendoi  Figuren  vorgetragen.  H. 

Verlag  von  Modellen  für  den  höheren  niaLhemalisehcu  Unter- 
richt ?on  L.  Brill  in  Darmstadt 

Ans  der  16.  Serie  sind  bemerkenswert  dio  Modelle  znr  Lohre 
von  den  confocalen  Flächen  2.  Grades,  welche  sich  an  die  von  E. 
R.  Neovius,  Professor  an  der  Universität  Ilelsingfors,  gestellte 
und  in  einer  Ablianilhiiig.  .Acta  Sucietatis  Scientiarum  Fennieae  XV., 
gelöste  Aufgabe  anschlies.sen:  Wie  nuiss  ein  Ellii»soid  bescbuii'en  sein, 
damit  dessen  Oberfläche  durch  seine  HauptFchnitto  und  eine  end- 
liche Anzahl  seiner  Krümmungslinien  in  krummüiiigc  Vierecke  ge- 
teilt werden  können,  welche  sämtliche  in  Rücksicht  auf  eine  conforme 
Abbildung ,  bei  der  den  Krttmmungslinien  Oerade  entsprechen,  Qua- 
draten so  nahe  als  müglicli  kommen?  Hierzn  bat  der  Verfasser  selbst 
Modelle  angefertigt  Das  crsto  stellt  ein  ElHpsoid  mit  S  Hanpt- 
Bchnitten  nnd  18  Krflmmnngslinien  dar.  Jeder  Octant  wird  durch 
4  ErQmnngslinien  der  einen  nad  5  Krflmmangslinien  der  andern 
Schar,  bzhw.  den  ein*  und  zweisehaligou  Hyperboloiden  entsprechend, 
in  30  solche  Bogenvicrccke  zerlegt.  H. 
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Elemente  der  mathematischen  Krystallographie  in  neuer  leicht- 
fasslicher  Darstellung.  Nach  den  Vorträgen  von  Johann  Krej<'i, 
Professor  an  der  k.  k.  böhm.  Karl-Ferdinand'schcn  Universität  in 
Prag  herausgegeben  von  Friedrich  K  atz  er.  Leipzig  1887. 
Wilhelm  Opetz.    214  S. 

Die  Darstellung  ist  eine  analytisch  geometrische,  welche  vom 
vollständigen  System  der  Krystallformen  ausgeht,  dieses  übersicht- 
lich ordnet,  dann  die  einzelnen  Formen  nat-h  dieser  Ordnung  ent- 
wickelt. Sämtliche  werden  aus  (km  Hcxaid,  sechsseitigem  Paral- 
lelepiped,  abgeleitet,  welches  in  Winkeln  und  Kanten  7  Variationen 
zulässt.  Die  Geometrie  und  dio  Rechnungen  der  Krystallographie 
sind  au  sich  einfach  uud  leicht  genug,  das  Veiständtiiss  wird  aber  in 
deü  meisten  Lehrbüchern,  wo  dieselbe  einen  Teil  bildet,  erschwert 
durch  den  Gebrauch  von  Symbolen,  welche  die  Vorstellung  abschnei- 
den, während  der  Gewinn  nn  Kürze  ganz  unerheblich  ist  Die  gegen- 
wärtige Bearbeitung  bleibt  bei  der  allgemein  mathematischen  Ans- 
dmcksweise,  mit  welcher  der  Anftnger  vertraut  ist  Die  sich  er- 
gebenden 362  Krystallformen  sind  auf  8  Tafeln  gexeiehnet  H. 


Mechanik. 

Leitfaden  und  Ucpetitorium  der  analytischen  Mechanik.  Für 
Studirende  an  Uuiversiläteu  uud  technischen  Hochschulen.  Von 
Kector  Dr.  Albert  Bieler.  In  zwei  Teilen.  Analytische  Dynamik 
der  fasten  Kdrper.  Mit  erlftntemdmi  Beispiden  und  in  den  Teit 
gedruckten  Holsschnitten.  Leipzig  1888.  Wilhelm  Yiolet  91  S. 

Das  Vorliegende  enthält  dio  analytischen  Principicn  der  Dyna- 
mik der  Punkte,  Punktsysteme  und  starren  Körper  in  kurzer  zu- 
sammenhangender Enlwickelung.  Diese  zerfällt  der  Natur  der  Sache 
gemäss  in  2  verschiedene  Elemente :  allgemeine  Sätze  als  Basis  aller 
Untersuchung  und  ausgeführte  Lösung  derjenigen  speciellcu  Pro- 
bleme, für  welche  eine  solche  möglich  ist.  Das  gegenwärtige  folgt 
grösstenteils  letzterm  theoretischen  Gesichtspunkte  und  erstrebt  Voll' 
8t&ndigkeit,  Usst  sieh  aber  auch  manchmal  vom  vorwaltenden  In- 
teresse leiten,  z.  B.  bei  der  Bewegung  eines  Punkts  auf  einer  Linie, 
wo  dio  allgemeine  Lösung  unmittelbar  bekannt  ist  Am  wenigsten 
motivirt  ist  aber  die  Zuziehung  des  Falles,  wo  die  Bewegung  durch 
Stoss,  d.  h.  also  durch  unberechnete  Zwischenvorgänge,  unterbrochen 
wird.  Auch  in  Betreff  der  AusfOhrungon  gilt  es,  dass  nur  grOssten- 


Digitized  by  Google 


22 


Litterarücker  Btrickt  XXK* 


teils  die  Fragen  der  Theorie  beantwortet  werden:  bei  der  Bewegung 
eines  Punkts  auf  einer  Kugel  z.  B  ist  nur  die  Zeitgleichung  berech- 
net, die  Bahogleichung  geradezu  vergessen.  So  sind  auch  die  Me- 
thoden grOestenteils,  aber  nicht  immer,  die  einihehsten:  das  Alem- 
bert*sche  Prindp  z.  B.,  das  doch  bei  richtiger  Betrachtnag  ans  dem 
Principe  der  virtnellen  Oeschwindigiceiten  als  unmittelbare  Folge 
herrorgeht,  wird  hier  dnrch  eine  gar  nicht  ein&che  Bechanng  dar- 
aus hergeleitet,  die  Überdies  znm  Verstftndmss  noch  weiterer  Er- 
länternng  bedart  Endlich  sind  auch  die  Begrifbbestimmnngen 
grösstenteils  correct,  aber  nicht  alle:  die  Schwere  z.  B.  wird  In  con- 
staiitcs  Yerhftltniss  zur  Masse  gesetzt  und  ein  Coefficieut  angegeben, 
welcher  nahezu  der  Breite  2V  entspricht,  ohne  ein  Wort  von 
seiner  Abhängigkeit  zu  sagen.  Im  ganzen  also  ist  die  Arbeit  eine 
erfreuliche  Erscheinung,  aber  noch  in  vielen  Punktcu  bcsserungs- 
bedOrftig.  H. 


Ueber  die  Berechnung  und  die  bildliche  Darstellung  von  Trftg- 
heits-  und  Gentrifugalmomenten  ebener  Blassenfigurcn.  Von  Robert 
Land  in  Dresden.  Leipzig  1888.  Arthur  Felix.  66  a  (Civil- 
ingeuienr  XXXIV.) 

Im  Vorliegenden  reproducirt  der  Verfasser  die  im  Giviliugenicur 
XXXIII  vom  Herrn  Professor  Mohr  entwickelte  Lelire  und  fügt 
eigene  Bemerkungen  hinzu.  Es  werden  darin  die  „Ccutrifugal- 
momcnte",  die  Bcstimimm^'sgrössen  für  die  Lage  des  „Trägheits- 
schwerpuiikts'*  —  zwei  JS'amcii  deren  Bedeutung  der  Verfasser  zu 
erklären  nicht  für  nutig  befuii«l<  ii  hat  und  die  Trügbeitsmomente 
eines  ebenen  Flächenstiicks  in  ciiirr  für  die  Coiistructinn  Reeignctcu 
Form  durch  Rechnung  dartrcstellt,  danu  die  ("onstruetion  ausgeführt. 
Nach  dem  Urteile  des  VerfasscTs  über  Mohr's  Theorie  gibt  dicst-lhe 
„<  ine  äusserst  übersiehtlii  lie  und  einfache  Darstellung  vuu  Flächen- 
momcuten  2.  Ordnung  in  Bezug  auf  beliebige  Axcn,  welche  Darstel- 
lung bei  ihrer  grossen  Allgemeinheit  fSr  alle  in  der  Flichenebene 
befindlichen  Axen  an  Einüschheit  wol  schwerlich  flbertroifen  werden 
kann  und  gegenflber  der  bisher  meist  flblichen  Darstellung  durch 
Trftgheits-  und  Centraiellipsen  fOr  die  praktischen  Anwendungen 
einen  ftberwiogendon  Vorteil  besitzt**  H. 
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Technik. 


Das  wahre  Gesetz  der  Dampf-Expausiun  und  die  Berechnung 
der  drcistttfigon  ExpausioDS-Duinpfmascbiuo.  Von  Arnold  Sa- 
mnetson,  Chof-Iogenienr  der  Stadt wasserknost  sn  Hambarg.  Hit 
4  litbographischon  TafcIo  und  14  Skizzen  im  Text  Hambnrg  and 
Leipzig  188a  Leopold  Voss.   127  8. 

Der  Verfasser  ist  di-r  Ansicht,  dass  »Ut  Wasserdanipf  im  Cy- 
linder  einer  Dampfmaschine  in  i\vr  Kxpansionszcit ,  d.  h.  wo  weder 
Dampf  noch  Wäruiu  zu  oder  abüiesst,  am  geuauesteu  der  Poi3><>n- 
scben  Formel 


gemäss  Druck  und  >'oIum  ändert,  wenu  man  darin  auch  >^  d.  i.  das 
Verhältniss  der  Capicitäten  bei  constantem  Druck  und  Volum  Yor- 
läufig  als  unbekannt  bctrachteu  müsse.  Die  Theorie  von  Clausius 
sei  völlig  ohne  Anwendung,  weil  sie  alhin  von  gesättigtem  Dampf 
handle,  der  im  vorliegenden  Falle  nicht  liini  rnd  hcstchf  ii  kuiiiie. 
Die  Techniker  hingegen  sricii  .samtlidi  abg«  iu'igt  auf  Revisiuii  (1«t 
Bercchnungs weise  einzugehen.  Kr  hat  zur  \\rteidigung  seiner  Au- 
slebt 4  Vorträu'o  gehalten  und  publicirt  dieselben  unveräudert  in  der 
vorliegcudeu  öchrilt.  H. 


Das  Licht,  /wülf  Vorlesungen  gehalten  in  Abenlecn  1H83  — 
1885  nebst  zwei  Vorlesungen  über  Absorption  und  Fluorescenz  des 
Lichtes  von  George  Gabriel  Stokcs  M.  A.  F.  II.  S.  F.  P.  C. 
etc.,  Professor  der  Mathematik  in  (  ambridgc.  Autorisirte  deutsche 
Uehersrf/mig  von  Dr.  Otto  Dziobek,  Privatdoccnt  an  der  techni- 
schen Hochschule  zu  Lharlotteuburj/.  Leipzig  IbÜS.  Juhauu  Am- 
brosius Barth.    308  8. 

Diese  Vorlesungen  sind  in  Ausfütirung  der  ver&ndcrtcu  Bestim- 
mungen des  Burnctt'schen  Legats,  za  der  dessen  Cnratorinm  das 

Thema  gegeben  und  den  Verfasser  erwählt  hat,  gehalten  worden. 
Die  Behaudiungswcisc  und  namentlich  die  Art,  wie  er  den  Auschluss 
an  die  ursprüngliche  Forderung,  welche  die  ^Vissenschaft  in  Be- 
ziehung zur  Religion  zur  Aufgabe  macht,  bewahrt  hat,  uuterlag  dem 
freien  Ermessen  des  Verfassers.  Der  Vortrag  wendet  fast  gar  keine 
Mathematik  an,  beschränkt  sich  also  ganz  aal  rein  qualitative  Dar- 
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legung  der  Lehre;  desto  grösseres  Gewicht  legt  er  auf  den  geschicht- 
lichen Entwickeluiigsgiing  der  Theorie.  Hierdurch  wird  es  möglich 
dem  Unkundigeu  oiiieu  Begrill  von  den  Erfordurnissen  der  Einsieht 
zu  geben,  don  dieser  nar  stufcuweis,  uicht  an  fertiger  Doctrin  ge- 
winnen kann.  In  der  Lehre  Tom  Lichte  werden  8  Teile  unter- 
schieden, deren  jeder  es  Ton  einem  eigenen  Gesichtspankte  ans  be- 
trachtet: das  Lieht  ist  erst  Gegenstand»  dann  Mittel  der  Erkenntniss, 
dann  tritt  es  in  Besiehnng  za  andern  Elementen  der  Nator  nnd  des 
Menschenlebens.  Jedem  dieser  8  Teile  sind  4  Vorlesangen  gewidmet 
Deren  Mittelpunkte  sind  im  1.  Teile:  Emissionstheorie,  Interferenz 
und  Heugong,  Doppclbrechung  und  Polarisation,  Wcllentbeoric.  Im 
2.  Teile  sind  es  die  Anwendungen  der  Absorption  zur  Üntcrschei- 
dung,  die  chemischen  und  astronomischen  Anwendungen  der  Spcc- 
tralaiuilyse ;  von  letztern  handeln  2  Vorlesungen.  Der  3.  Teil  han- 
delt: von  den  meteorologischen,  von  den  animalischen  Wirkungen; 
vom  Auge,  von  der  Entstehung  der  Welt,  der  Organismen  und  des 
Lebens.  Der  Anhang  gibt  noch  2  Vortrage:  über  die  Farben  der 
Körper  und  Uber  die  Fluorcscuuz.  Figurou  uud  Abbilduugeu  cut- 
hält das  Buch  nicht.  H. 


Leitfaden  der  theoretischen  Optik  zum  Gebrancbe  auf  höheren 
Unterrichtsanstalten  nnd  beim  Selbstunterrichte  bearbeitet  von  Dr. 
Carl  Pabst  HaUe  a.  8.  1888.  H.  W.  Schmidt  100  S. 

Das  Buch  ist  so  abgefasst,  dass  von  der  Schulnialheniatik  der 
volle  Gebrauch  gemacht  werden  soll.  Es  behandelt  daher  die  Lehren 
von  der  Uelicvion ,  der  Dreehung  und  der  Dispersion  als  Anwen- 
dungen der  Geometrie  und  Tri^ononietrie  und  schliesst  die  Zweigo 
und  Fragen  der  Optik,  welche  sioh  dazu  nicht  eignen,  von  der  Be- 
trachtung aus.  Dem  Ganzen  ist  demgemiiss  die  Gestalt  einer  mathe- 
matischen Doclriu  in  Lehrsätzen  und  Beweisen  gegeben  worden. 
Diese  Wahl  Iftsst  sich  vollkommen  gnt  heisscn:  es  wird  damit  dem 
Schfller  der  reichhaltigste  nnd  fruchtbarste  Teil  der  Optik  als  der- 
jenige dargeboten,  den  erexact  aufzufassen  vermag;  sowol  der  theo- 
retische Unterbau  als  auch  die  weitergehenden  Untersuchungen  können 
dem  Studium  vorbehalten  bleiben.  Allein  die  Ausltlhrung  entspricht 
nicht  der  Idee:  In  den  Anfltngen  der  4  Teile  fehlt  alle  klare  Stel- 
lung. Werden  schon  in  der  reinen  Geometrie  Axiome  als  notwendig 
erkannt,  so  liogt  es  am  Tage,  dass  urosomehr  hier  die  Axiome  oder 
Hypothesen  aopgesprochcn  sein  mOsscn ,  aof  wolcbe  sich  die  De- 
duction  stützen  kann.  Statt  dessen  wird  hier  gleich  der  erste  Satz 
jedes  Abschnitts,  insbesondere  das  Brechnngsgesetz,  als  Lehrsatz 
aufgestellt  uud  dauu  unter  „Beweis^'  mit  Gebrauch  uudclinirter  Bc- 
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griffe  dem  Schüler  eine  zwei  Seiten  lange  Betrachtung  ohuo  alle 
ezactc  Schlusswcisc  vorgeredet  um  ihm  den  Satz  glaubhaft  zu  machen. 
BegrQndnng  des  Brcchangsgesctzes  war  nicht  notwendig,  weil  die 
Fortpflanzongsgeschwindigkeit  nidit  wdter  in  Anwendang  Icommt; 
man  konnte  das  Gesetz  als  empirisch  erkanntes  zogronde  legen.  Es 
liess  sieh  anch  leicht  element-tr  begrttnden;  nur  nmssto  der  Strahl 
ab  Gerade,  der  momentan  erreichte  Punkt  anf  ihr  und  dadurch  die 
Geschwindigkeit,  endlich  der  Ort  der  gleichzeitig  erreichten  Pnnkta 
als  Ebene  construirt  und  die  Uypothoso  gemacht  werden,  dass 
der  Strahl  auf  ihr  senkrecht  steht,  was  sich  wiederum  elementar  be- 
weisen liess,  wenn  mau  in  der  Hypothese  noch  weiter  zurückyriff. 
Im  Vorwort  wird  bchaupiot,  es  sei  die  Hypothese  über  das  Wesrn 
des  Lichts  vorangostcilt,  um  deutlich  darzutiin,  vie  sich  die  panzc 
Lehre  aus  einem  einheitlichen  Principe  ableiten  Iäs>t.  Was  im 
voraus  über  das  Wesen  des  Lichts  gesagt  ist.  niöclite  schwerlich 
Basis  einer  daraus  foljicndeu  Theorie  sein  kdiunu;  »Iciiu  die  ein- 
zige mathematische  Angabe,  dass  die  Schwingungen  transversale  sein 
sollen,  bat  keinen  Sinn,  wenn  keine  Richtung  genannt  wird,  zu  der 
sie  es  sind.  Jedenfalls  steht  alles  Folgende  damit  in  keiner  logi- 
schen Yerhindnng.  Angeblich  wird  darans  bewiesen,  dass  die  Licht- 
strahlen im  isotropen  Medium  gerade  Liulon  sind.  Was  aber  ein 
Lichtstrahl  bedeutet,  ist  hier  gar  niclit  crklftrt;  die  Strahlen  treten 
in  der  Bede  auf  als  beliebig  gedachte  Gerade;  Ton  solchen  weiss 
man  auch  ohne  Optik,  dass  sio  Gerado  sind.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Anno  CCLXXXV.  Ib8ö. 
Serie  qnarta.  Uendiconti  pubblicati  per  cura  doi  Segrctari.  Yolamo 
IV.    Koma  1888.    V.  Salviucci. 

Der  4.  Band  entb&lt  folgende  mathematische  Abbandinngen. 

Biauchi:  lieber  die  kleinsten  Flächen  in  Räumen  constautor 
KrQmmnngen.  —  Ueber  die  Fachs'schen  Flächen.  —  Ueber  die  an- 
bestimmten quadratischen  Differentialformeu. 

Cesäro:  Ueber  die  Begriffe  der  Grenze  und  der  Stetigkeit  — 
Formeln  zur  Bewegung  eines  Punktes.  —  Ueber  eine  Verteilung  der 
Zeichen.  —  Starre  Bewegung  und  theoretische  Deformationen  in 
krummen  Räumen. 

D'Ovidio:  Ueber  ^nige  simultane  Invarianten  zweier  binären 
Formen  Ö.  und  4.  Ordnung  and  Uber  deren  Besnltauten. 
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Pincherle:  lieber  gewisse  bestimmte  Integrale.  —  lieber  die 
vorallgemeinerten  byporgeomctrischon  FancUoDen. 

Yoltcrra:  Eine  Erweiterung  der  Rieoiana'seheB  Tbeorie  der 
FonctioDeD  complcxer  Variabclo.  —  lieber  die  polydromen  analyti- 
scbcD  FnuctioneD. 

Pascal:  lieber  ein  Faedamentaltbeorem  in  der  Theorie  des 
^mboliscben  Galcals  der  «Iren  Formen. 

Gerosa:  lieber  die  Scballgescbwindiglceit  in  den  Legimngen. 

Maschine:  Anflösnog  der  Gteicbnog  6.  Grades. 

Briosclii:  ßeobachtangcn  an  vorstihendcr  Mitteilnng.  —  Die 
Normalform  der  Gleichuugen  6.  Grades  (2  Noten).  —  Die  Differen- 
tialgleichungen far  die  Perioden  der  byperelliptischen  Functionen 
iweier  Variabein. 

Pahuiini:  Uober  die  rofircndo  Bewegung,  weldie  im  Vacnum 
oder  in  incompressibler  Flüssigkeit  ein  Körper  unter  dem  Eiufluss 
von  Kräften  mit  dem  Potential  //,  cos'^t^-f-^^jcos^  annimmt. 

Uicci:  Ueber  die  Classiücation  der  quadratischen  Differential- 
formen. 

Montesano:  Ueber  die  involutorischen  Transformationen  des 
Raumes,  welche  einen  linearen  C()ni|)lex  von  Geraden  bestimmen. 

Maraugoui:  ivritericn  zur  Aufstellung  einer  uatUrlichuu  Classi- 
fication der  Krystalle.  —  Das  Problem  der  capillaren  Anziehung  und 
Abstotsnng. 

Favero:  Eino  neue  llntersacbung  fiber  die  Schwere.' 

Padova:  Eine  nene  Anwendung  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  auf  Hechanilc  — ■  lieber  die  krummlinigen  Coordinaten. 

Pittarelli:  Ueber  die  zum  Oktaeder  gehörenden  Formen.  — 
Ueber  die  Transformation  des  elliptischen  Differentials  ausgefohrt 
mittelst  bischer  Darstellung  der  binären  Formen  3.  und  4.  Grades. 

Cardani:  Ueber  den  Einflnss  der  elastischen  Krftfte  auf  die 
transversalen  Schwingungen  der  Saiten  (2  Noten). 

Govi:  Neue  Methode  den  Ort,  die  Lage  und  Grösse  der  von 
Linsen  oder  coniplexen  optischen  Systemen  gegebenen  Bilder  zu 
construiren  und  zu  berechnen. 

Pierpaoli:  EinÜoss  der  Temperatur  auf  die  Schwingungszahl 
einer  Stimmgabel. 

Bctti:  Ueber  die  Entropie  eines  Newton'scben  Systems  in  Be- 
wegung. 

Battaglini:  Ueber  die  sestatiscbcn  Punkte  einer  beliebigen 
Curve. 

Ricco:  Defurmirtes  Bild  der  Sonne  im  Spiegel  des  Meeres 
und  dessen  Abhängigkeit  von  der  llundung  der  Erde. 

Tone  Iii:  Ueber  eine  gewisse  partielle  Differentialgleichung. 

H. 
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Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegen  von  G.  Mittag- 
Leffler  8.  Stockholm  1886.  F.  u.  G.  Beyer.  Berlin,  Mayur  u. 
Müller.   Paris,  A.  Hermann. 

Der  8.  Band  enthält  folgende  Abhandlnngen. 

6.  W.  Ilill:  Ueber  den  Teil  der  Bewegung  des  Perigäums  dos 
Mondes,  welcher  eine  Fnnetion  der  mittleren  Bewegungen  von  Sonne 
nnd  Mond  ist 

Hj.  M ellin:  Zor  Theorie  der  T  Function. 

0.  Stande:  Ueber  hyperelliptische  Integrale  3.  nnd  3.  Gattung 

M.  A.  Stern:  Ueber  einen  Sats  von  Hermito  bexOglich  auf  die. 
Function  E{x). 

II.  Schobert:  Anzahl-Bestimmungen  tta  lineare  Räume  be- 
liebiger Dimonsionon. 

£.  A.  Stenberg:  Einige  Eigenschaften  der  linearen  und  ho- 
mogenen Differential  gl  ei  ch  u  n  e  n . 

E.  Holst:  Beweis  des  Satzes,  dass  eine  jede  algebraische  Glei- 
chung eine  Wurzel  hat. 

M.  Noethor:  Ueber  die  reductibelu  algebraischen  Curvon. 

H.  Weber:  Theorie  der  Aberscheu  /alilkörpcr. 

P.  Appell:  Ueber  cini*{e  Anwendungen  der  Function  Z{x^y^») 
aof  die  mathematische  Physik. 

H.  Poincarö:  Ueber  die  unregelmässigen  Integrale  der  linearen 
GMchuugeu. 

F.  Casorati:  Die  Functionen  einer  einzigen  Yariabeln  mit 
beliebig  vielen  Perioden.  —  Die  fundamentalen  Oerter  der  inversen 
Functionen  der  Abelacben  Integrale  und  insbesondere  der  inversen 
Functionen  der  elliptischen  Integrale  2.  und  3.  Gattuog. 

J.  Bertrand:  Ueber  die  elektrischen  Einheiten.  H. 
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eeseklehte  4er  MstliemiUk  ana  PliysUu 

Epping,  C. ,  Astronomisches  aus  Babylon  od.  das  Wissen  der 
Cbaldätr  üb.  den  pestirnten  Uimmel.  Uut(T  Mitwirkung  v.  J.  N. 
StrassinaitT.    Freiburg,  ilorder.    4  Mk. 

Fortsc brittc,  die,  der  Pbysik.  jNr.  12.  Ib88.  Leipzig,  E.  U. 
Mayer.   3  Mk. 

Jabrbucb  üb.  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begrüudet  vou 
C.  Obrtmaun.  Unter  Mitwirkung  von  F.  Müller  a.  A.  Wangcriu 
hrsg.  T.  M.  Henoeli  n.  E,  Lampe.  18.  Bd.  Jahrg.  1888.  8.  Eft. 
Berlin,  G.  Belmer.  9  Mk. 

Lommel,  K,  Oeorg  Simon  Ohm's  wisaonschaftlicbo  Leistoogen. 
Festrede.  MQocheD,  Franz'Bchcr  Verl.  60  Pf. 

N^methy,  G.,  QoaeBtiones  de  Firmico  Matemo  astrologo.  Bn- 
dAi»est,  Lampel.  60  Pf. 

Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wissenschafteo.  Nr.  1  — 
3.  Leipzig,  W.  Eogelmann.  Kart.  2  Mk.  10  Pf. 

Reiff,  B.,  Geschichte  der  tmendUchen  Beihen.  Tfibingea,  Laapp. 
5  Mk. 

Bevne  der  Fortschritte  der  Natarwlssensehafton.  Hrsg.  H. 
J.  Klein.  (17.  Bd.)  Neue  Folge.  9.  Bd.  Nr.  1.  Physik.  Leipzig, 
£.  H.  Mayer,  pro  Nr.  1-6.  9  Mk. 

Methode  and  Prineiplen. 

Bee  tz,  K.  0.,  das  Typenrechnen  aaf  peychopbysischer  Gmndlage. 
1.  Tl.  Theoretische  Darstellnng.  Halle,  SchrOdel.  2  Mk.  60  Pf. 

Bred ichin,  Th.,  snr  Torigine  des  com^tos p^riodiqocs.  Leip- 
zig, Voss*  Sort  1  Mk. 
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Dorn,  J.  0.  P.  Nakel,  Anleitong  znm  Unterrichte  im  Bech- 
aen.  &  Tl.  7.  Afl.  y.  P.  Nakel.  Breslao,  Handel's  Verl.  2  Uk.  40  Pf. 
Harms,  Gh.,  zwei  Abhandlnngen  fib.  den  Becbennnterricht 

Oldenburg,  Stalling's  Verl.   m  Pf. 

Schulze,  C,  richtig  Rechnen  durch  Selbstonterricbt.  Berlin, 

A.  Schultzens  Verl.    3  Mk. 

Steuer,  W. ,  die  Dia  imainäclie,  ihr  Wesen  und  ihre  Stellung 
im  Selbstunterrichte.    2.  Ali.    lircslmi,  Woywod.    50  Pf. 

Zimmermann,  W.  F.  A.,  Naturkrilfte  u.  Naturgesetze.  4.  Afl. 
Bcarb.  n  hrsg.  v.  K.  Dürigeu.  2G.— 2ü.  Lfg.  Uerlin,  Dümmler's 
Verl.   k  tiü  Pf. 

Sammlungen« 

Adam,  W.,  Resultate  zu  dem  arithmetischen  u.  algebraischen 
Uebungsbuch.    2.  Atl.    Neuruppin,  Petrenz.    90  Pf. 

Bardcy,  £. ,  methodisch  gcordoeto  Aufgabonsammlong ,  mehr 
alt  8000  Aufgaben  enth.  fib.  alle  Teile  der  Elementar-Arithmetik. 
15.  Afl.  Leipzig,  Teubner.  2  Mk.  70  Pt 

Bothe,  A.,  Sammlung  v.  Rechenaufgaben  f.  höhere  Schulen. 
2.  Eft.  7.  Afl.  Annaberg,  Oraser.  Kart.  1  Mk. 

Dxttmera,  H.,  Rechenbuch  f.  Stadt-  n.  Bauschulen.  2.  Hft. 
&  Afl.  Harburg,  Elkan.  65  Pf. 

Fol  sing,  Rechenbuch  f.  Gymnasien,  Realschulen,  Ober-Real- 
schalen  etc.  2  Tie.  19.  u.  20.  Afl.  bearb.  v.  0.  Hoffmann.  Berlin, 
£.  Goldschmidt.   Geb.   ä  1  Mk.  20  Pf. 

Fr  ick.  F.,  UcbuDgsstoff  f.  das  stereometriscbe  Rechnen.  Nür- 
tingen, Zimmermanu.   80  Pf. 

Ilarms,  Vh.  u.  A.  Kallias,  Rechenbuch  für  Gymnasien,  Real- 
gymnasien, Ober-Reaischulen  etc.  14.  Afl.  Oldenburg,  Stalling's  Vorl. 
2  Mk.  25  Pf. 

Kley  er,  A.,  vollständig  gelüste  Aufgaben-Sammlung  aus  alleu 
Zweigen  der  ßcchcukuust  etc.  528. —  507.  Hft.  Stuttgart,  J.  Maier. 
ä  25  Pf. 

Lösungen  der  Absolutorial-Aufgaben  aus  der  Mathematik  an  den 
humanistischen  Gymuasien  Bayerns  seit  dem  J.  1861.  Ncbst  e.  An- 
hang: Die  wichtigsten  Formeln  der  Mathematik.  Manchen,  Pohlas 
Verl.  2  Mk.  80  PI 

Lowe,  M.  u.  F.  Unger,  Aufgaben  f.  das  Zahlenrechnen.  Hft. 
A.  n.  a  8.  Afl.  Leipzig,  Klinkhardt  &  60  Pf. 

8  Ar  chinger,E.u.Y.  Estel,  Aufgabensammlung  f.  den  Rechen- 
unterricht in  den  Unterklassen  der  Gynmasien.  1.  HfL  Sexta. 
Leipzig,  Tcnbner.  Kart.  80  VI 

Scharlach's  Aufgaben  sn  Uebungen  im  schriftlichen  Rechnen 
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f.  Bürger-  o.  VolkBBcbolen.  Hrsg.  ?.  A.  Steger  a.  Wohlrabe.  5.  Hft* 
7.  Afl.  HaUe,  SchrOdel.  40  Pf. 

Schellen,  H»,  Aufgaben  f.  den  Unterridit  im  Rechnen.  2. Tl. 
Fflr  die  mittleren  n.  oberen  Klassen.  6.  Afl.  Bearb.  t.  H.  Lemkes. 
Mflnster,  Coppenrath.  2  Hk. 

Schmeh],  Ch.,  Rechenbuch  fOr  höhere  LehranBtalton.  2.  Tl. 
Die  bflrgcri.  Rechnungsarten.   GiOBsen,  Roth,  Verl.  1  Mk.  60  Pf. 

Steck,  F.  H.  u.  J.  Yielmayr,  Resultate  zn  der  Sammlong 
aritli metischer  Aafgaben.   Kempten,  KOsel.  45  Pf. 

Steuer,W.,  neue  Sammlung  angewandter  Aufgaben  f  das  Kopf- 
rechnen.   2  Ufte.    3.  AH.    Breslau,  Woywod.    2  Mk.  50  Pf. 

WrobeK  E.,  Uebungsbucb  zur  Arithmetik  u.  Algebra.  1.  Tl. 
Rostock,  Werthcr.    2  Mk.  60  Pf 

Zepf,  C,  Keclien aufgaben  f.  die  Oberklassen  höherer  Mädchen- 
schulon  u.  Tücbteriuätitute.   Freiburg,  Herder.   50  Pf.  \  kart.  60  Pf. 

Tabellen. 

Gauss,  F.  G.,  ftinfstellige  voUstÄndigo  logaritb mische  u.  trigo- 
nometrische Tafeln.    30.  AH.    Halle,  Strien,  Verl.    2  Mk. 

Geziituntafoln  f.  das  Jahr  1890.  Hydrograithisclies  Amt  d. 
Reichs-Mariue-Amtes.   Dcrliu,  Mittler  &  S.   1  Mk.  50  Pf. 


Arlfhnetik,  AIir<»bni  nnd  reine  Analysls. 

Adam,  B.,  ttb.  die  Theilbarkeit  der  Zahlen.    Leipzig,  Fock. 

öü  Pf. 

Biermann,  0.,  zur  Theorie  der  Doppel  integrale  expliciter  irra- 
tionaler Functionen.    Leipzig,  Freyfag.    r)0  Pf, 

Borchardt,  B.,  Einführung  in  die  Wahrscheiulicbkeitslebre. 
Berlin,  J.  Springer.   2  Mk.  40  Pf. 

Battnorf  A.,  die  Elemente  der  Bnchatabenrechnnng  n.  Algebra. 
9.  Afl.  Bielefeld,  Yelbagen  A  KI.  2  Iffc.  80  Pf. 

Fflrle,  H.,  üb.  die  eindeutigen  Lösungen  e.  Gruppe  t.  Func- 
tionalgleichungen.  Berlin,  Oftrtner's  Verl.  I  Mk. 

Goldscheider,  F.,  das  Resiprozitätsgeaetz  der  achten  Potenz- 
reste. Ebd.  1  Mk. 

Ilaentzschel,  E. ,  Beitrag  zur  Theorie  der  Funktionen  d. 
oUiptischon  u.  d.  Kreiscy linders.    Berlin,  Gärtncr's  Vorl.    1  Mk. 

Heilermann,  II.,  u.  J.  Dieckmann,  Lehr-  u  Uebungsbucb 
f.  den  Unterricht  in  der  Algehra  an  Gymnasien,  Real-  u.  Gewerbe- 
schulen. 3.  Tl.  2.  Afl.  Esseu,  Büdeker.  1  Mk.  20  Pf.;  geb. 
1  Mk.  50  Pf. 
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Igel,  B.,  üb.  die  associirtoii  Formen  u.  ilereu  Auweudung  ia 
der  Theorie  der  Glcicbungon.    Wien,  Gerold's  S.    3  Mk. 

La c kern a n n.  C,  dio  Elemente  der  Arithmetik.  2.  Ati.  Breslau, 
F.  Hirt.   Kart.  75  Pf. 

Lartz,  F.  E.,  Recheuschule.  2.  Tl.  7.  Afl.  Kronstadt,  Zeidner. 
Kart  1  MiL 

Richter,  P.  der  praktische  Ansatz  der  Regeldetri«  and 
ProzeotrecbnaDgen  als  LOiong  der  Angabe.  Aehnliches  f.  Gesell- 
schaftsrechnnng,  MIschnngsrechnang  etc.  Leipzig,  Fock.  60  Pf. 

Webe r,  K.,  arithmetische  Regela  HUfebuch  f.  arithmet  Ao^ben- 
Sammlnngen.  Brannschweig,  Achtelstetter.  50  Pf. 


(jleometrie« 

Borger,  G.,  Lehre  der  PcrspckUvo  in  kurzer,  leicht  fassliclier 
Darstellnng.  9.  Afl.  Leipzig,  Sdioltzc.  2  Mk.  40  Pf. 

Bobok,  K.,  ttber  Oroischaarciirreii.  Leipzig,  Froytag.  60  Pf. 

-  Aber  die  Steiner'schen  Mitteipnuktscurvcn.  Ebd.  60  Pf. 
Bohle,  O.,  Vorschnle  der  Geometrie.  Crcfeld,  Greven.  50  Pf. 
Braune,  A.,  Raumlehre  f.  Volks-,  Bfligcr-  u.  Fortbildungs- 

icbulen,  sowie  f.  Prflparanden-Anstalten.  2.  Afl.  Halle,  SchrOdcl. 
65  Pf. 

—  dass.  Methodische  Erläuterungen,  ausgeführte  I«ectiouen  u. 
Auflösungen  zu  den  Aufgaben.    Ebd.   30  Pf. 

Focke,  M.  u.  M.  Krass,  Lohrbuch  der  Geometrie  zum  Ge- 
brauche an  Gymnasien,  Healschulen  u.  anderen  höheren  Lehranstalten. 
1.  Tbl.    Planimetrie.    0.  Afl.    Münster,  Coppenrath      1  Mk.  8 )  Pf. 

Hahn,  H.,  Euler's  Methode  der  Paramcterdarstelluug  algebrai- 
scher Curven.    Berlin,  Gärtner's  Verl.    1  Mk. 

Kalbe,  0.,  der  goldene  Schnitt  in  Zeichnung  u.  Schrift,  ins- 
besondere als  goldenes  Grundgesetz  schöner  Schriftformen.  Hannover, 
Cnise.  1  Mk. 

Kohl,  E.,  ttb. die Lemniscatcntheilong.  Leipzig,  Frejtag.  50 Pf. 
Mahl  er,  Einleitaog  in  die  abzählende  Geometrie.  Tfibingen, 
Fnes.  60  Pf. 

Moller,  H.,  die  Elemente  der  Stereometrie.  Ein  Beitrag  znr 
Methode  d.  geometr.  Unterrichts.  2.  Afl.  Metz,  Scriba.  1  Mk.  20  Pf. 

Pesehka,  G.  A.  Y ,  fireie  Perspektive  (centrale  Projektion)  io 
ihrer  Begründung  u.  Anwendung.  2.  Afl.  2.  Bd.  Leipzig,  Baom- 
gftrtner.   14  Mk.;  geb.  16  Mk. 

Rulf,  W.,  Elemente  der  projcctivischcn  Geometrie  Auf  Grund 
neuer  vom  Prof.  C.  Küpper  herrühr.  Definitionen  u.  Beweise  leicht 
fasslich  zusammengestellt.   Halle,  hebert's  Verl.   2  Mk.  50  Pf. 


Schubcrtli,  II.,  illustrirtcs  Hand-  u.  Hulfsbuch  der  Flftchen- 
u.  Körperbereclinung.    2.  Asg.    Berlin,  Cronbach.   3  Mk. 

Stahl,  H.,  iib.  die  Ivoufurnie  Abbildung  durch  die  lineare  Sub- 
stitution.   Tübingen,  Fucs.    00  Pf. 

Woher,  K.,  Lehrbuch  der  Planimetrie  f.  höhere  Schulen  u.  zum 
Selbst-Unterricht.  Brannschweig,  Achtelitetter.  S  Mk.  76  Pf. 

Trlffonometrle* 

Theel,  E.,  Einleitunp:  in  die  Trigonometrie,  als  halbjährlichei 
Pensum  f.  Untersekunda.  Berlin,  G&rtner's  Verl.   1  Mk. 

Geo<Uaie* 

Arbeiten,  astronomisch-geod&tische,  f.  d.  enropftische  Gradmea- 
Bung  im  Königr.  Sachsen.  2.  Abtb.  Das  trigonometrische  Netz. 
I.  Ordnung.  Bearb.  v.  A.  Nagel.  1.  Hft.  Berlin,  Stankiewicz.  90  Mk. 

Boersch,  0.,  geodätische  Literatur,  auf  Wunsch  der  perma- 
nenten Commission  f.  internationale  Erdmessnog.  zusammengestellt 
Berlin,  G.  Reimer.    10  Mk. 

Nivellements  der  trigonometrischen  Abthcilang  der  Landesauf- 
nahme.  7.  Bd.    Berlin,  Mittler     S.    10  Mk. 

Reinhertz,  C,  die  Verbiiiilungs-Triaugulation  zwischen  dem 
rheinischen  Drciccksnetzc  der  euroi)äischen  Gradmessung  u.  der 
Triangulation  d.  Dortmuiulcr  Kuhleureviers  der  Landesaufnahme, 
ausgeführt  v.  der  incussisc  hcn  Katasterverwaltung  in  den  Jahreu 
1881—1883.    Stuttgart,  Wittwer's  Virl.    5  Mk. 

Wcrneke,  H.,  Mittheilungeu  aus  dem  Markschoiderwesen. 
Vereinschrift  d.  rheinisch-westfiUischen  Markscheider-Vereins.  4.  Hft 
Freiberg,  Graz  &  6.  8  Mk. 

Meehanlk* 

Biglor,  U.,  Potential  einer  elliptischen  Walze.   Bern,  Huber 

A  Co.   2  Mk. 

Geigenmüll  er,  R.,  die  Anfangf^gründe  der  theoretischen  Me- 
chanik m.  Anwendungou  auf  Maschinen.  Mittweida,  Polytecbn.  Buch- 
haudl.   3  Mk.  Gü  Pf. 

Uaussuor,  R.,  die  Bcwegnng  eines  v.  2  fissten  Centren  nach 
dem  Newton'schen  Gesetze  angezogenen  materiellen  Punktes.  Göt- 
tingen, Vandenhoeck  &K  1  Mk.  80  Pf. 

Ohnesorge,  A.,  hyperdliptische  Integrale  u.  Anwendungen  auf 
Probleme  der  Mechanik.  Berlin,  Gftrtner^s  Verl.  1  Mk. 

Velde,  W.,  Ob.  e.  Spezialfall  der  Bewegung  eines  Punktes, 
welcher  von  festen  Centren  angezogen  wird.  Ebd.  1  Mk. 
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Wagner,  K.,  üb.  die  Bewegung  e.  inkompressiblon  Flüssigkeit, 
welche  begrenzt  ist  v.  2  in  gegebener  Botatioo  befindl.  FUchen. 

Tübingen,  Fuos.    1  Mk.  r.D  Pf. 

Züi,'o,  H.,  das  rotontiai  o.  liomogcnen  Kingkörpers  m.  ellipti- 
schem QiuTschnitt.    Lingen,  van  Ackcn.    1  Mk.  25  Pf. 

Zw  ergo  r,  M.,  der  Schwingungsmittclpuukt  zusammengesetzter 
Pendel.   München,  Lindauer.   4  Mk. 


Teehnlk. 

Abdank- Abakanowicz,  Ii.,  die  Iiilegraphen.  Die  Integral- 
kurve u.  ihre  Anwcndgn.  Deutsch  bearb.  v.  £.  Bitterli.  Leipzig, 
Teoboer.  6  Ifk. 

Galgary,  A.  n.  J.  N.  Tenfelhart,  der  elektromaignetische 
Telegraph.  Umgearb.  n.  ergftnzt  v.  IL  Led.  2.  Afl.  Wien,  Hof-  o. 
Staatsdmckerei.  5  Hk. 

Elektro -Techniker,  der.  Hrsg.:  0.  A.  Ungir-Szentoiiklosy. 
8.  Jahrg  1889/98.  (24  Nrn.)  Nr.  1.  Wien,  Porles'  Verl,  prcplt. 
12  Mk. 

Edler'B  Mcssblatt,  e.  Apparat  zum  Bestimmen  v.  Neigungs- 
winkeln, Höhen  a.  Tiefen.   Halle,  Reichardt.   50  Pf. 

Fortschritte  d.  Elektrotechnik.  Hrsg.  ?.  K.  Strocker.  2.  Jahrg. 
Das  Jahr  1888.   3.  Ilft.   Berlin,  J.  Springer.   5  Mk. 

Grttuwald,  F.,  der  Bau,  Betrieb  und  die  Reparatur  der  elek- 
trischen Beleuchtungsanlagen.    2.  Ati.    Halle,  Knapp.    ^  Mk. 

Lindner,  M.,  Leitfaden  der  praktischen  Uaustolegraphic.  Kbd. 
1  Mk.  50  Pf. 

Thompson,  S.  P.,  die  dynanioelektrischen  Mascliinen.   3. Afl. 
Üebers.  v.  C.  Grawinkel.    1.  Tbl.   Ebd.    12  Mk. 
—  dass.   4.  Uft  Ebd.  3  Mk. 


Optik,  Akustik  vnd  Eiasttelttt. 

Bach,  C,  Elasticitüt  u.  Festigkeit.  Die  f.  die  Toclinik  wich- 
tigsten Sätze  n.  deren  erfahrnngsmftssige  Qmndlage.   1.  Lfg.  Berlin, 

J.  Springer.   8  Mk. 

Tiübock,  G.,  die  Umformung  e.  ehistisclion  Kugol  durch  Zn- 
sammcndrücken  zwischen  /woi  horizontalen  u.  starreu,  glatten  od* 
rauben  Ebenen.    Berlin,  Giirtner's  Verl.    1  Mk. 

Wiechert,  E,  ttb.  elastische  Nachwirkung.  Ivünigsberg,  Koch, 
1  Mk. 
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Erd-  und  Himmelskande. 


Anton,  Bestimmnng  der  Polhobe  d.  astronomisch-moteoro- 
logischen  Obsenratoriiims  in  Triest  dorch  Beobachtung  v.  Sternpaasagen 
im  ersten  YerUcal.  Leipsig,  Freytag.  60  Pf. 

Bidschof,  F.,  Bestimmnng  der  Bahn  d.  Planeten  (175)  Andro- 
machc.  Ebd.  40  Pf. 

Diestorweg's  populüro  Himmelskande  a.  mathcniati<)cho  Geo- 
graphie. Nca  bearb.  v.  W.  Mcycr  u.  B.  Schwalbe.  11.  Afl.  1  n.  2. 
Lfg.   Berlin,  E.  Goldscbmidt.    60  Pf. 

Drcisbacli,  ü.,  praktische  Anleitung  zur  YoraosbesUmmang  d. 
Wetters.    Paderborn,  Schöningh.    40  Pf. 

Gart'je,  E.,  üb.  die  tügiicLe  u.  jährliche  Periode  der  Varia- 
tionen der  erdmagnetischen  Kraft  im  Moltkeliafen  auf  Süd-Georgien 
während  der  Polar-P:xi)cditiüuon  v.  1882  u.  1883.  Göttingen,  Vauden- 
hoeck  »fc  11    2  Mk.  80  Pf. 

Grossmaun,  J.,  Wetterperiodcu?   Berlin,  Mocser.    1  Mk. 

Himmel  and  Erde.  Populäre  illostrirte  Monatsschrift.  Red. 
U.  W.  Meyer.  1  Jahi  i,.  1888/ö9.  T.Hft.  Beriia,  H.Paetei.  Viertel« 
jährUch  3  Mk.  GO  Pf. 

Jahrbuch,  Berliner  astronomisches,  f.  1891  m.  Ephemeriden  der 
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XXXI. 


Ge&cliidite  der  Mathematik  und  Physik. 

Gescliiclito  der  ancDdlichcu  Roibeo.  Von  Dr.  R.  Reiff,  Pro- 
feBsor  am  Gyinuasimn  zu  Ileilbroon.  TQbiugeu  1889.  H.  Lanpp. 
212  S. 

Mehr  und  mehr  bereitet  sich  der  Aufbau  eii)cr  die  neue  Wissen- 
schaft uinfassondeii  Geschichte  der  Mathematik  durcli  successivü  Be- 
handlung ihrer  Ohjecte  vor.  Auch  diu  vorlie^'ende  Schrift  ist  ein  lU'i- 
tran  zur  materiellen  Grundlage  des  künftigen  üniversulwcrkt  s  und 
hc'darf  als  notwendiger  Hestamlteil  derselben  keiner  weitern  Uecht- 
tV-rtiuMnig.  Wenn,  wie  *ler  Verfasser  sagt,  es  schwierig  ist,  die  Theorie 
tler  Keihen  von  den  Disciplineu,  mit  denen  sie  in  Zusammenhange 
steht,  gesondert  zu  bütracbtcu,  so  würde  es  noch  viel  schwieriger 
8ciu,  ihre  Gcscbicbtc  io  ihrer  Verflechtung  mit  denselbou  darzustellen. 
Ihre  vielseitigen  Beziehungen  sind  es  gerade,  die  ihres  EntwielEelangs- 
gaog  in  ein  deatlicberce  Licht  ztellen,  und  ehe  diese  Klärang  statt- 
gefonden  bat,  Iftsst  sich  flberhanpt  Iceine  befriedigende  Darstollnng 
geben.  Die  Geschiebte  der  nnendlichen  Reihen  teilt  sich  in  8  Pe- 
rioden. Die  erste  wird  genannt  die  von  Newton  nnd  Leibnitz.  Zn 
ihr  gehören  anch  Wallis,  Jakob  nnd  Jobann  Bernonlli.  Von  diesen 
werden  specielle  Reihen  gebraucht  zur  Quadratur  des  Kreises,  der 
Hyperbel  und  andrer  Curven.  Die  Gonvergcnz  tritt  schon  von  An- 
fang an  in  Frage  und  wird  bewiesen;  anch  das  Wort  ist  sclion  in 
Gebrauch.  Diezweite  Periode,  hier  genannt  die  der  Rjrmalen  IJe- 
bandlungswcisc,  zo  der  Moivrc,  Stiriing,  Taylor,  MacLaurin,  Kuler 
und  zum  Teil  Lagrange  gerechnet  werden,  charalitcrisirt  sich  durch 

AMk.  i.  Mmik.  a.  Phjs.  %  B«ih*.  T^n  VIII.  3 
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Erweiterung.  Dio  Auflulmug  dor  lUsi  hränkuug  durch  dio  Rediiii^ung 
der  Coiivergcn/,  wird  indir  antipicirt  als  zur  Aufgabe,  das  Kntwickc- 
lungBgesütz  zur  Hauptsacbo  gemacliu  Die  dritte  Periode,  gcnanut 
dio  der  cxaetcn  Bcliandlongsweis«,  welcbc  mit  Oftoss  beginnt,  ist  auf 
Heratellang  der  beiseile  gesetzten  Strenge  gericbtet  und  begrüudet 
erst  eioe  allgemeine  Reihentbeorie.  £b  bandelt  sieb  im  Bncbe,  nach- 
dem einiges  über  die  Oanss'scbe  Reibe  gesagt  ist,  aosssebliesaUcb 
um  die  Kriterien  der  Gon?ergenz  ond  deren  Aosbildnng.  H. 


Jordani  Komorarii  geomctria  vel  de  triaugnlis  libri  IV. 

Zum  ersten  male  uach  der  Lesart,  der  Handscbrift  Db.  86.  der  KAnigl. 

(ifrentlichen  Bibliothelc  zu  Dresden  iieransgogobcii  von  Maximilian 
Curtze,  Oberlehrer  am  Königlichen  Gymnasium  zu  Thom.  Mit 
ö  Figurcutafeln.   Xiioru  1887.  Ernst  Lambcck.   ÖO  S. 

Das  herausgegebene  Werk  bildet  zusammen  mit  einer  zweiten 
Schrift  d('ssrll)en  Autors  „Liber  de  siniilibus  arcubus'"  das  G.  Heft 
der  „Mitteilungen  des  ('(iiiixrnirus-Vereins  für  Wissenschaft  und 
Kunst  zu  Thorn.  '  Als  Eiidcitnng  gehen  voraus  genauere  Nachrichten 
über  die  einzelnen  bekannt  gewordenen  Schriften,  Nachrichten  namcnt- 
licb  welche  wir  den  Nachforschungen  des  Forsten  Boncompagni  ver- 
danken. Durch  diese  ist  zuerst  erwiesen,  dasa  der  Ordensgeneral 
der  Dominicaner  Jordanus  mit  dem  Mathematiker  Jordanos  Nemo- 
rarius  dieselbo  Person  ist.  Infolge  dessen  ist  anzunehmen,  dass 
dessen  mathematische  Schriften  vor  1220  vcrfasst  sind.  Vor  dem 
gegenwärtigen  waren  bereits  5  seiner  Werke  gedruckt  Zuerst  er- 
schien „Arithmetica  libris  X  demonstrata"  1496  in  Paris;  dann 
.,AIgorismu8  dcmonstratus''  15:U  iu  Nürnberg:  dann  ,J)e  uumeria 
datis"  herausgegeben  von  Treulluin  in  Karlsruhe  (Abhandlungen  zur 
Geschichte  der  Mathematik,  II.  lieft,  S.  125);  dann  „Tractatus  de 
lK)!uleribus'',  unvoUsliiudig  sciion  von  Apian  in  Nuruiterg,  voll- 

ständig löGö  von  Curtius  Trojanus  herausgegeben;  zuletzt  ,,I>escri]itio 
sphaerae  in  piano"  iu  den  Ausgaben  des  Planispliaerium  vou  Ptole- 
niäus.  In  llandsclirifteu  sind  ausserdenj  vorliaudcu :  „Tractatus  de 
isoperimelris  luopu^itiones  Septem'';  „Jordanus  de  sj)eculi.s  et  i)0U- 
deribus'*.  Die  Schrift  „De  numeris"  ist  dadurch  bemerkenswert,  dass 
hier  zum  ersteunial  Buchstaben  zur  Bezeichnung  von  Zahlen  als 
solchen,  nicht  erst  in  Linien  dargestellten  Zahlen  auftreten,  wahrend 
dio  Operationszeicheu  noch  ziemlich  unpraktisch  sind.  Ein  Beispiel 
von  algebraischer  Rechnung  —  es  betrifft  die  Anflösuug  einer  qua- 
dratischen Gleichung  ~  zeigt,  dass  das  Verfahren  dem  heutigon  ganz 
gleich,  nur  des  Ausdrucks  wegen  nicht  leicht  verständlich  ist. 

H. 


Digitized  by  Google 


IJlUerain$dntr  Btriekt  XXXI. 


30 


ücber  die  Borticksicliti;,'ung  des  Historischen  beim  Uiitorricbt  in 
der  Geometrie.  Von  Dr.  II.  ßöklcu,  Beallcbrer  in  Ludwigsborg. 
TfibiogcD  im  Fraoz  Faes.  23  8. 

Der.  Titel  llrat  einen  pAdagogiach  didaktischen  Inhalt  erwarten; 
lefsterer  Ist  jedoch  durchweg  historisch.  Die  Schrift  gibt,  nachdem 
sie  die  3  Bearbeitangon  der  beschichte  der  Mathematik,  die  wir  ans 
neuerer  Zeit  bcsitxen,  von  C.  A.  Bretschneider,  Hennaan  Hankel  nnd 
M.  Ganter  genannt,  zocrst  eine  vortreffliche  Uebersicht  Aber  die 
matbematisclie  Litteratur  des  Altertums,  in  4  Abschnitte  geteilt: 
A^ptische  Mathematik,  Uebergang  zur  griechischen  Geometrie, 
griechische  Geometrie,  höhere  griechische  Geometrie  und  Stereome- 
trie, uTi'l  lässf  dann  alle  nähern  Angaben  über  die  Scliriften  ,  die 
Lehre  nud  den  Standpunkt  in  Noten  folgen.  Das  hier  entfaltete  Hild 
der  Mathematik  der  Alten  ist  weit  rciclilialtigcr ,  als  es  wol  ein 
Schüler  durch  die  Notizen  gewiiiiieu  wird,  die  gewöhidich  beim  Unter- 
richt eingeschaltet  werden,  gleicliwol  der  Umfang  kli'in  genug  um  es 
sich  leicht  zu  eigen  zu  niachen.  Die  Schrift  möchte  daher  lür  Schulen 
sehr  zu  empfehlen  sein,  mit  der  Bestimmung,  dass  die  Schüler  sie 
ciamal  durchlesen,  spater  das  lio/ügiicho  dariu  uachschlageu. 

H. 


Methode  und  Principien. 

Die  Lehre  f  on  der  Energie  historisch-kritisch  entwickelt  Nebst 
Beiträgen  za  einer  allgemeinen  Energetik.  Von  Dr.  Georg  Hehn, 
Oberlehrer  au  der  Annenschnle  za  Dresden.  Leipzig  1887.  Arthur 
Felix.  104  S. 

Das  Buch  lilsst  sich  weder  zu  den  eigentlich  historischen  noch 
zn  den  eigentlich  philosophischen  Schriften  zählen,  obgleich  es  sich 
mit  Geschichte  und  Philosophie  beschäftigt;  zutreffender  warde  es 
sein,  es  ein  poetisches  Erzengniss  zu  nennen.  Zur  historischen  Dar- 
stellung würde  gehören,  dass  der  Ursprung  und  die  Stadien  der 
Ausbildung  des  Bcgriib  der  Energie  mit  litterarischem  Nachweis  ans 
Licht  gestellt  wftren.  Hierauf  geht  die  Schrift  nicht  ein:  sie  bleibt 
von  Anfang  an  bei  dem  Worte  Energie  stehen,  ohne  irgend  einmal 
dessen  Inhalt  zu  entfalten,  ohne  das  Problem  darzulegen,  nm  dessen 
Lösung  es  sich  handelt,  so  dass  ein  Fortschritt  in  der  Auffassung 
flberhaupt  nicht  ersichtlich  werden  kann.  Eher  poetisch  als  philo- 
sophisch aber  stellt  sich  die  Schrift  dar,  sofern  sie  ihr  Interesse  nur 
der  Ansseuseite  der  littorarischen  Erscheinungen  zuwendet»  und  ihre 
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Urteile,  um  dorcu  exactc  Begründung  sie  sich  nirgends  bemüht,  nur 
den  üesclnnack  des  Verfassers  repräseutireu.  Nach  dessen  Ansicht 
nmss  die  Geschichte  die  geäusserten  Ideen  aller  Bdiriftstellar,  die 
dos  Wort  Energie  im  Mnndo  fahren,  des  Phantasten  wie  des  For- 
schers, gleicherweise  wttrdigen;  denn  auch  das  vergessene  Wort  wirke 
fort  nnd  sei  als  Grand  späterer  wichtiger  Entdeckangen  anzaerken- 
nen.  Wie  sehr  seine  Boohachtongen  am  Aeussern  haften,  Terrät  die 
anfängliche  Bemerkang,  auch  die  Wissensdiaft  habe  ihren  Styl.  Der 
Wissenschaft  wird  hiernach  die  persönliche  Vorliebe  ihrer  Vertreter 
zugeschrieben.  Dass  letztere  za  verscliiedencn  Zeiten  in  Terschie- 
dcncr  Weise  sich  rorwaltend  geltf^iul  gemacht  bat,  ist  es,  was  nach 
des  Verfassers  Meinung  den  Entwickelungsgang  der  Wissenschaft 
charaktcrisirt.  Ob  sich  während  dessen  die  Wissenschaft  einem  Ziele 
anRcniihcrt  hat,  scheint  ihm  gleichgültig.  Das  Ziel  wird  allerdings 
in  dem  Satze  ausgesprochen:  Bei  jeder  Verwandlung  kinetischer 
Energie  in  potentielle  oder  potentieller  iu  kinetische  bleibt  ducii  die 
gesamte  Energie  unvei  ändert.  Wenn  er  aber  gleich  nachher  die 
analytische  Gestaltung  als  das  grosste  Hinderuiss  auf  dem  Wege  zu 
diesem  Ziele  verdammt,  so  kann  mau  darin  doch  kaum  etwas  an- 
deres als  ein  Urteil  seines  Geschmackes  sehen.  Die  Schrift  teilt 
sich  nach  den  Torschiedenen  Gebieten,  denen  die  Bemerkangen  zn* 
gehören.  Der  1.  Teil,  Quellen  der  Energie-Ideen,  hat  die  Abschnitte: 
theoretische  Mechanik,  Physik,  Philosophie,  Technik;  der  2.  Teil, 
Begrflndnng  des  Energie-Gesetzes:  Anfstellnng  des  Enei^e-Princips, 
experimentelle  Belege  der  AeqniYslenz,  Erhaltung  der  Energie,  Eigen- 
energie der  Körper,  Terminologie,  Ergebniss;  der  3.  Teil:  Energie- 
gesetz als  lutegralgesetz,  Einfluss  des  Entropiegesetzes,  Energic- 
gesftz  als  Grundgesetz,  Formen  der  Energie.  Verweisungen  auf  die 
Littcratur  sind  am  Ende  zusammengestellt  Hoppe. 

Zwei  Abhandlungen  Ober  den  Bechenunterricbt  Das  Rechnen 
mit  den  Zahlen  von  1  bis  100,  eine  didaktische  Skizze.  Ueber 
Rechenunterricht  und  Bechenbttchcr,  eine  Rflck-  und  Umschau.  Von 
Christian  Harms,  Professor.  Oldenburg  1889.  Gerhard  Staffing. 
72  S. 

Die  erste  Abhandlung  beginnt  mit  einem  Streite,  der  aber  zwei 
Methoden  des  Rechenunterrichts  fflr  Kinder  schon  längere  Zeit  ge- 
führt wird,  obwol  man  hfttte  erwarten  dürfen,  dass  seine  Entschei- 
dung heutzutage  keine  Frage  mehr  sein  wQrde.  Als  vor  45  Jahren 
der  Schulrat  Schulz  in  einem  Artikel  seiner  Zeitschrift  dio  Metbode 
zuerst  ausführlich  erörterte  und  empfahl,  nach  welcher  die  Eigen- 
schaften, Zusammensetzung  und  Zerlegung  jeder  Zahl  einzeln  von  1 
an  aufsteigend  gelehrt,  mithin  dio  Operationen  auch  immer  speciell, 
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als  zu  jeder  Zahl  einzeln  gehörig,  hetrieben  werden,  wurden  sehr 
bald  die  damit  verknüpften  Uuzuträglicbkciten  empfunden,  und  Ein- 
ftlhrung  fand  niclit  statt.  Indes  verwarf  man  iiiren  Grundgedanken 
nicht,  sondern  verbesserte  die  Form  der  Aasführung  dahin,  dass 
statt  der  ein/einen  Zahlen  Grappen  auf  einander  folgender  Zahlen  in 
dieser  Weise  behandelt  wurden.  Ebenso  verfährt  auch  der  Verfasser 
ond  zwar  erklärt  er  die  Gruppca  bis  ö ,  bis  10,  bis  20,  bis  100  für 
dto  gecigucten,  weil  sio  dem  Abzählen  an  den  Fingern  entsprechen. 
£r  wendet  lieh  hier  gegen  einen  Antor  Grabe,  welcher  bei  der  ge- 
sonderten Behnndlung  aller  Zahlen  bis  100  verharrt,  und  demgemflss 
100  Stufen  des  Unterrichts  annimmt  Dass  Jemand  sich  von  einem 
solchen  Znwerkegeben  Erfolg  Tersprechen  kann ,  scheint  nur  glanb* 
lieh  unter  der  irrigen,  wiewol  Öfters  angetroffenen,  Yoranssetzang, 
dass  alles«  was  die  Kinder  In  der  Schale  hören,  ihr  Eigentum  bleibt 
Es  ist  bekannt  genug,  dass  eine  anterschiedliche  Menge  des  OehOrten 
oder  Gesehenen  nur  durch  Ordnung  zur  GesamtaufTassnng  gelangt 
Das  Hcranskohrcn  der  Individualität  so  vieler  Zahlen  aber  macht 
jedes  Ordnungaprincii)  unmöglich.  Diese  Ueberbürdung  des  Gedächt- 
nissos wird  durch  die  Einteilung  in  4  Stufen  gänzlich  vermieden. 
Die  erste  Stufe  gibt  Raum  genug  für  Entwickelung  der  elementaren 
Begriffe.  Je  mehr  der  Umfancr  sich  in  hühern  Stufen  vcrgrossert, 
desto  mehr  überwiegt  das  Genieiusame,  d.  i.  die  Operation,  die  In- 
dividualität, und  hierzu  niuss  es  doch  einmal  kommen.  Es  wird  nun 
das  Verfahren  eingehend  erörtert.  Hierzu  ist  eine  Bemerkung  zu 
machen.  Der  Verfasser  findet  es  schwierig  den  Kindern  begreiflich 
zu  machen,  dass  ans  |1|  —  |  sich  2  ergeben  könne,  da  sie  doch  4 
Striche  zählen.  Die  Schwierigkeit  zeigt  nur  an,  dass  die  Erklärung 
vom  unrechten  Ende  anfängt  Die  Snbtraction  moss  zuerst  dnrch 
Inversion  erklärt  werden;  diese  Begel  entspricht  nicht  bloss  der 
wissenschaftlichen,  sondern  anch  der  kindlichen  Logik,  bt  0  -|-  | ||| 
erklärt,  so  frage  mau  ?  -J-  |  « ||I .  Die  Frage  beantworten  am  leichte- 
sten die  Finger.  Soll  durch  Erbebung  eines  Fingers  3  entstehen,  so 
muss  dieser  1  Finger  von  den  dreien  vorher  gesenkt  werden.  Das 
Senken  der  t'inger  aber  bedeutet  bei  den  Strichen  die  Tilgung  eines 
Striches.  NVarum  der  Verfasser  die  Inversion  nie  anwendet,  ist  nicht 
ersichtlich i  hatte  er  einen  Einwand  dagegen,  so  war  dieser  auszu- 
sprechen. 

Die  zweite  Abhandlung,  Abdruck  eines  früheren  Programms, 
bespricht  den  Gegenstand,  im  ganzen  und  gibt  keinen  Anlass  etwas 
daraus  hervorzuheben.  Hoppe. 

Ueber  die  Identität  geometrischer  Gebilde.  Ein  Beitrag  zur 
Didaktik  der  Qeomctrie.  Ton  Jof,  Schräm,  PrQfesvor  amComma- 


Digitized  by  Google 


33 


IMtiTwrudur  Berkkt  XXXI» 


nal-Rcal-  uiul  Obergymnasinm  in  Mariahilf.  Abdruck  am  der 
„Zcitschr.  f.  d.  BoalschulweBcn'*  III.  Jabrg.  VL  Heft. 

Vor  Verfasser  erklärt  zuerst,  dass  er  bei  Ilcrauspabc  seines 
Lolir])uch8  der  ebenen  Geometrie  keine  passende  Stelle  gefunden  hat, 
seine  vielfaclien  Abweichungen  vom  Gewölinliehen  /u  rechtfertigen. 
Kine  IJi'sjircclnmg  des  Lehrbuchs  durch  Herrn  Dr.  Obermann  im 
III.  lieft  dieser  Zeitschr.  bietet  ihm  jetzt  den  Aolass  dazu,  indem 
sie  einen  Vorwurf  cnthiilt.  Die  betreffende  Stelle  ist  wörtlich  abge- 
druckt} sio  sagt  aas,  dass  dio  Dcfiuition  der  Congroenz  (Identität) 
dorcb  dio  ansrdchenden  BestimmaogSBtQcke  bei  Scbram  elnea  augcn- 
fiUligen,  bei  frflbern  Autoren  eineu  Tersteckten  Cirkel  gebe.  Der 
Verfasser  will  den  schuldigen  Nachweis  dieses  Urteils  nicht  abwarten, 
sondern  teilt  sogleich  seine  Aufotelinngea  mit  nnd  sncbt  dnrcfa 
Mnstcmng  aller  einzelnen  Punkte  das  Nichtvorhandensein  eines 
Cirkels  darzulegen.  Halten  wir  nns  nun,  da  Obermann  sich  nicht 
näher  ausspricht,  einfach  an  die  mitgeteilten  Aufstellungen,  so  liegt 
es  nns  jedenfalls  näher  gegen  die  mannichfaehen  Unbestimmtheiten 
Kritik  zu  üben  als  ein  Urteil  Ober  sio  zu  fällen.  Der  erste  Satz 
ist:  „Zwei  Gebilde  hcisscn  identisch,  wenn  sie  sich  nur  durch  den 
Ort,  an  wcKliem  sie  sich  befinden,  von  einander  unterscheiden". 
Dies  soll  doch  gewiss  keine  Definition  sein;  denn  es  sagt  nur:  iden- 
tisch heisst,  was  identisch  ist  bis  auf  die  Lage.  Aber  diese  Be- 
stimmung als  definitive,  fortgeltendo  ist  tiberhaupt  unzulässig;  denn 
sio  widcrsi)richt  dem  natürlidicn  wie  dem  wissenschaftlicli  unent- 
belirliclien  Sinne  der  Identitilt,  demgemäss  2  identische  Dinge  nicht 
gleichzeitig  existiren  kcinnen.  Wir  können  2  geometrische  Gebilde, 
confrruent  oder  nicht,  als  Darstellungen  zweier  Zustünde  desselben 
variabeln  Gebildes  betrachten ,  willkürlich  weil  die  Geometrie  von 
der  Materie,  welche  in  der  Natur  die  Identitilt  bestimmt,  abstrahirt 
Schram's  Einführung  nimmt  erstlich  der  Kinematik  diese  viel  geübte 
Freiheit  und  verwechselt  andrerseits  die  Betrachtung  ad  hoc  mit  der 
endgültigen  Festsetzung.  Er  bemft  sich  auf  andre  Aatoren;  einen 
Diebstahl  aus  Not  mag  man  entschuldigen ,  aber  nicht  nachahmen. 
Der  zweite  Satz  ist:  „Identische  Gebilde  sind  Tertauschbar,  nimlich 
das  eine  kann  so  an  die  Stelle  des  andern  treten,  dass  jeder  Punkt 
des  einen  G.  durch  einen  Punkt  des  andern  ersetzt  wird".  Das 
Wort  „nämlich**  an  sich  ist  zunächst  mehrdeutig.  Yertanschbar 
schlechthin  sind  je  zwei  Dinge ;  soll  etwas  damit  gesagt  sein,  so  mnss 
eine  Bedingung  hinzakommen,  der  Satz  mit  „nämlich**  kann  nur 
diese  Dcdiugang  ausdrücken.  Allein  dieser  hebt  die  Unbestimmtheit 
nicht  auf;  denn  „ersetzen"  ist  ebenso  relativ  zu  einer  Forderung  wie 
„vertauschen":  ein  Ersatz  für  eine  Forderung  ist  kein  Ersatz  für 
eine  andere.  Folglich  ist  die  Yertauscbbarkeit  als  eine  Eigenschaft 
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ftberbAapt  oicbt  defiuirt  Es  wOrde  Iddit  sein  die  Yortaasclibarkcit 
eines  Dreiecks  mit  einem  Viereck  bei  materieller  Ideiititftt  nnd  sogar 
bei  aDverftiidortcr  Gosarotfigor  entspreebond  obigem  Satze  zu  zeigen. 
Vielleicbt  im  GefQhl  der  Uusnlftnglichkcit  seiuor  Erklärung  fügt  der 
Verfasser  hinzu:  „Man  sagt  aucli,  sie  dcdvcn  cinaiulor^^  Wenn  aber 
einmal  zur  Deutiichkeit  der  gewöhnliche  Ausdruck  nötig  wird,  warum 
geht  er  dann  davon  ab  und  fülirt  erst  Undeutliches  statt  des  Deut- 
lichen ein?  Ein  dritter  Satz  lautet:  „Die  (gegebenen)  liestiinnuings- 
stücke  einer  Figur  heissen  eindeutig,  wenn  die  Construction  nur  eine 
Figur  oder  mehrere  vertauschbare  Figuren  liefert,  niehnieutig  ctc/* 
Der  Sinn  ist  hier  nicht  miszuverstehen,  aber  das  Attribut  „ein-  und 
mehrdeutig'"  wird  dem  verki-hrten  Subject  beigelegt:  statt  der  Ab- 
hängigkeit der  mitbestimmteu  Strecken  und  Winkel,  wclclio  allein 
ein-  oder  mehrdeutig  seiu  kann,  werden  die  gegobouou  Strecken  nnd 
and  Winkel  so  genannt,  was  offenbar  der  oclatanteste  Unsinn  Ist, 
wenn  nach  der  Kundige  leicbt  versteht,  was  gemeint  ist  Vergleichen 
wir  die  hier  dargebotene  Didaktik  mit  der  gewöhnlichen,  dem  Euklid 
folgenden  Bchandlnng  des  Gongmenzbegriffs,  so  setzt  sie  an  die 
Stelle  einer  Terstftndlichcn  nnd  sehr  einfachen  Lehre,  die  allerdings 
auf  die  gelftnfige  Vorstellnng  uuveränderiicber  Körijor  (Zirkel  und 
Massstab)  fusst,  aber  von  aller  Unklarheit  frei  ist,  eine  durchweg 
mit  logischen  Mängeln  behaftete  Reihe  vou  Sätzen,  die  dem  Scbüler 
teils  aberbaupt,  teils  in  dem  hier  nsuryirteu  Sinno  fremd  sind.  Fragt 
man  nnn  nach  dem  Zwecke  der  gauzcn  Umgestaltung,  so  können  wir 
nur  eine  Ausführung,  iu  welcher  die  praktische  Wichtigkeit  der  He- 
stinunuugsstücke  hervorgehobeu  wird,  als  einzige  leitende  Angabc 
betrachten.  Diese  aber  niütivirt  nicht  im  mindestens  die  Cirüiidung 
des  Begriffs  auf  die  Bestimmuugsstücke.  In  letzterer  liegt  in  nu  lir 
als  einer  Beziehung  eine  didaktische  Verkehrtheit.  Zunächst  ist  sie 
eine  verwertliche  Verweisung  auf  Späteres.  Die  hiureicbemieu  Bo- 
stimmuugssücke  kann  der  Schüler  erst  successivü  während  des  Corsas 
kenneu  lernen,  muss  sich  also  bei  der  Definition  mit  dem  Worte 
ohne  Verstftndniss  begnügen.  Infolge  davon  geht  den  Schülern  der 
leitende  und  orientireude  Gesichtspunkt  vcrloreu,  welchen  die  gleich 
anfllngliche  deutliche  Vorstellung  des  Deckens  der  ganzen  Figur  bei 
Behandlung  von  dessen  einzelnen  Erfordernissen  darbietet  Eino 
angenfilllige  Probe  dieses  Hangels  ist  der  Umstand,  dass  durch  alle 
Bestinunungsstficko  der  Unterschied  zwischen  congmouteii  uud  sym- 
metrischen Figuren  nicht  erkannt  werden  kauu.  Der  Verfasser 
Wehn  dessen  Beachtung  ab,  indem  er  den  Unterschied  sogleich  mit 
dem  umfosseudcu  (ohue  Erklikrang  gelasseneu)  Nameu  „Vertausch- 
barkeit"  zudeckt.  Abgcsehcu  vou  dem  pädagogischen  Fehler,  ist  die 
Motiviruug  auch  logisch  verkehrt.  Wenn  der  Techniker  von  der 
Ellipse  nur  2  Dimensionen  misst,  weil  sie  zur  BcstimmuDg  aus- 
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reichen,  so  ist  die  Messung  doch  nur  das  Mittel  und  bedeutungslos, 
wenn  nicht  der  Zweck  die  gauzo  Ellipse  zu  bestiiumcu  vorher 
im  BewnsatseiD  80  läuft  denn  Schram's  ganze  Ameiuaoder- 

Setzung  darauf  MnattS,  die  gebrauchten  Mittet  mm  wesentlichen 
Herlcnial  der  Sache  so  machen,  deren  Zweck  im  Dunkeln  bleibt. 

Hoppe. 


Zur  Lehre  vom  Unendlichen.  Antrittsrede  zur  Uebernahme  der 
ansserordentlichen  Professar  der  Mathematik  an  der  Universität 

TObiugou  gehalten  am  28.  Juni  1888  von  L)r.  W.  Franz  Meyer 
au  der  Bergakadomie  Clausthal.  Tabiogen  1883.  iL  Laupp.  24  S. 

Da  die  Lohre  vom  Uucndlicbcn  so  ganz  und  gar  keine  Schwie- 
rigkeit darbietet,  dass  selbst  Anfänger  der  Arithmetik,  wenn  sie  nur 
überhaupt  auf  den  Gedanken  einer  Veränderung  eingehen  ,  sie  ohne 
Mtihe  und  ohne  subtile  Anforderungen  begreifen  können,  so  sind  ge- 
wisse Sehnt tsteller,  die  den  Reiz  des  Wunderbaren  uiul  L'ubegrcitiichen 
zur  Erregung  der  Aufmerksamkeit  nicht  entbehren  zu  können  meinen, 
gezwungen,  wenn  sie  davon  reden,  diese  Lohre  so  zu  verdrehen  und 
SU  entstellen,  dass  niemand  mehr  das  Gewirre  zu  durchschauen  ver- 
mag, und  sie  nun  zeigen  können,  dass  allerhand  Lösungsversucho 
der  selbstgemachten  Schwierigkeiten  zu  keinem  Ende  fttbroo.  Als 
ein  Erzeugniss  dieser  Art  stellt  sich  auch  das  Vorliegende  dar.  Ein- 
leitend sagt  die  Schrift,  die  sogenannte  reine  Mathematik  und  Ana- 
lysis  kOnne  erst  dann  rein  genannt  werden,  wenn  sie,  soweit  es  dio 
Eigenart  nnserer  Geistesanlagen  zulasse,  als  ein  Bestandteil  der 
reineil  Logik  auftrete.  Hiergegen  ist  zunächst  zu  erinnern,  dass 
factisch  von  reiner  Mathematik  nur  im  Gegensatz  zur  augewandten 
gesprochen  wird,  und  dass  weder  der  Name  noch  das  Motiv  einer  Unter- 
scheidung mit  der  Quelle  mathematischer  Erkenntniss  zu  tun  hat. 
Für  den  Verfasser  ist  die  liasirung  auf  die  reine  Lo«,'ik  das  Ideal 
der  Strenge;  er  niüye  sieh  doch  fragen,  wie  er  diese  Lagik,  dieses 
angeborene  Gesetz  des  Geistes,  von  der  vorgefassten  bornirten  Mei- 
nung unterscheiden  will.  Doch  wollen  wir  hierbei  nicht  verweilen 
und  uns  zum  eigentlichen  Thema  der  Schrift  wenden.  Als  Ueleg 
dafür,  dass  die  Arithmetik  und  Aualysis  nicht  ans  reiner  Logik  her- 
vorgehen, fahrt  der  Verfasser  die  Begriffe  der  Grösse,  der  Anzahl, 
des  Irrationalen,  des  Stetigen  und  (diesen  Torausgehend)  des  Unend- 
lichen an;  das  Unendliche  ist  von  da  an  sein  einziger  Gegenstand. 
Sehen  wir  nun  zu,  was  er  von  diesem  aussagt  Zuerst  bemerkt  er, 
dass  fast  alle  unsere  Autoren  in  der  Definition  und  EinfUbmng  des 
Begriffs  des  Unendlichen  von  jeher  von  einander  abgewichen  seien. 
Freilich  wenn  man  alle  Faseleien,  die  in  der  Kenzeit  über  diesen 
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Begriff  zutage  gotretcn  sind,  als  verschiedene  wissenschaftliche  An- 
sichten gelten  lässt,  so  mag  es  denen,  die  nie  selbst  analytische 
Untersuchungou  gemacht  haben,  vorkommen,  als  gäbe  es  eine  Menge 
verschiedene  Begriffe  und  Auffassungen.  Dennoch  ist  das  Unendliche 
in  allen  wissenschaftlich  analytischen  Abhandlungen  nur  in  einer  Be- 
deutung in  Gebrauch,  und  seine  Defiuition  längst  bekannt:  unend- 
lich gross  heisst  eine  Variable,  die  beliebig  gross  werden  kann,  un- 
endlich klein  eine  Variable,  deren  absolotcr  Wert  beliebig  klein 
werden  kann.  Der  Verfasser  erklärt  es  für  unbedingt  geboten,  dass 
nan,  um  mit  dem  UiieiidUeheii  so  fsmili&r  umsogeben,  wie  es  ge- 
schieht, rieh  mor  einer  festen  nod  ontrügUchen  Definition  des- 
selben versichere,  l^banptet  aber,  das  Oegenteil  finde  statL  Hier 
ist  diese  Definition;  anf  Gmnd  ihrer  ist  die  Untrttglichlrait  der 
Schtnssweise  der  Infinitesimalrechnung  streng  bewiesen  —  s.  d.  Arch. 
Bd.  LV.  8.  50  —  vnd  in  den  seitdem  vergangenen  16  Jahren  Icein 
Einwand  gegen  die  Richtigkeit  oder  Anwendbarlteit  erhoben  worden. 
Schien  dem  Verfasser  vielleicht  diese  Lehre  zn  einfach  und  elemen- 
tar, nm  sie  neben  den  hochgeschraubten  Erklürnngsversnchen,  die  er 
oft  vernommen,  und  die  wol  für  rhetorische  Auslassungen  ein  rei- 
cheres Feld  eröffneten,  auch  nur  der  Erwähnung  für  wert  zu  halten? 
Weiter  sagt  der  Verfasser,  um  eine  der  niauuichfaltigeu  Auffassungen 
des  Uneudliehen  zu  nennen,  man  spräche  in  erster  Linie  vom  Un- 
endlich -klein  -  und  vom  Unendlich  -  gross  -  werdenden,  u.  s.  w. 
Von  solchen  spricht  sicher  keine  analytische  Abhandlung;  mauche 
Grübler  mögen  in  diese  Unklarheit  verfallen  sein.  Ferner  sagt  er, 
man  bediene  sich  jetzt  des  Uaendlichen  nur  als  eines  Sprachgebrau- 
ches fftr  ein  Yerinderlicbes,  entweder  ab-  oder  zunehmendes ,  selbst 
aber  durchaus  endlich  und  bestimmbar  bleibendes.  Dieses  Convolut 
von  lauter  Unsinn  nennt  er  eine  „hochbedontende  firkenntniss**.  Er 
bat  somit  erkannt,  dass  die  Entdeckung  Newton's  und  Leibniz's  nebst 
der  ganzen  daraus  erwachsenen  Wissenschaft  sich  auf  einen  Sprach- 
gebrauch reducirt!  Von  den  genannten  Merkmalen  gehört  das  erste, 
das  Ab-  oder  Zunehmen,  nicht  zum  Begriffe,  dafilr  fehlt  das  notwen- 
dige Merkmal,  dass  der  Veränderung  keine  obere,  resp.  untere  Grenze 
gesetzt  ist;  dass  das  Unendliche  endlich  sei,  ist  ein  Widerspruch, 
bestimmbar  kann  es  wol  sein,  nämlich  als  Function  eines  andern 
Unendlichen ,  doch  dies  hat  sicher  der  Verfasser  nicht  gemeint. 
Schliesslich  behauptet  er,  mau  verzichte  im  allgemeinen  von  vorn- 
herein auf  durchaus  exacte  oder  reine  Resultate,  man  gestehe  frei- 
mütig ein,  dass  jeder  Schritt  vorwärts  im  Gebiete  der  veränderlichen 
Grössen  mit  Fehlern  behaftet  sein  müsse,  u.  s.  w.  Im  Anfang  staunt 
mau  Uber  die  Dreistigkeit,  mit  welcher  plöt;^lich  solche  ganz  unwahre 
Aussagen  hingeworfen  werden;  bald  aber  kommen  die  Schwächen 
seiner  Stützpunkte  zutage.   Dass  mit  höherer  analytischer  Rechnung 
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viele  Probleme  in  Angriff  genonunen  werden»  die  nnr  approzimtüv 
SQ  lAsen  sind,  ist  die  Tatsache,  auf  welche  das  Folgende  hinzndentea 
scheint  Er  verwechselt  aber  die  Ursachen  and  statt  in  der  Schwie* 
rigkeit  der  Probleme  sieht  er  dcu  Grund  der  anfäuglichen  Unge- 
nauigkeit  im  Mangel  des  Begriffs  des  Unendlichen,  ignorirt  anch 
gänzlich  alle  Lösungen  in  geschlossener  Form.  So  ist  denn  der  ge- 
samte Vortrag  für  eine  unwissende  Zuhörerschaft  berechnet,  der  er 
durch  Vorspiegelung  falscher  Tatsaclii'ii  die  Meinung  cinzuHössen 
suclit,  die  Infinitesimairpchiiung  sei  keine  exactc  Wissenschaft.  Hier 
beginnt  nun  der  zweite  Teil  der  Schrift,  welcher  zeigen  soll,  welche 
Aussicht  wir  haben  auf  Grund  eines  definirten  absoluten  (constanten) 
Unendlich  eine  exacto  Inlinitebinialwisscnschaft  herzustellen.  Diese 
Hoflfuuug  schöpft  der  Verfasser  aus  der  Schrift:  ,, Was  sind  uud  was 
solleu  die  Zahlen'*?  von  K.  Dedekind  —  und  reiiroducii t  dieselbe 
ausfuhrlich.  In  ihr  ist  u.  a.  eiu  Versuch  cuthalleu  das  absolute 
Unendliche  detiniren.  Dieser  ist  jedoch  gänzlich  misglUckt,  wie  in 
ausführlicher  Besprechung  der  Schrift,  im  27.  litt.  Bericht,  S.  29— 33^ 
bewiesen  worden  ist  Hoppe. 

Der  Unterricht  in  der  analytischen  Geometrie.  Fftr  Lehrer  and 
zom  Selbstunterricht  Von  Dr.  Wilhelm  Krnmme,  Direktor  der 
Ober-Bealschnlo  sn  Brannschweig.  Mit  58  Figuren  im  Text  Braaa- 
schweig  1889.  Otto  Salle.  311  8. 

Das  Vorliegende,  weit  entfernt  dem  Titel  zu  entsprechen,  bat 
vielmehr  zum  Gegenstaude  die  rechnende  Geometrie  der  Ebene  und 
umfasst  insbesondere  die  Theorie  der  rechtwinkligen  Coordinaten  iu 
Anwenduiijj  auf  die  Kegelschnitte  in  rein  syntiietischer  Eutwickeluug. 
Mütivirt  wird  die  Benennung  in  sehr  eigentümlicher  Weise:  die  vor- 
getragene Lehre  sei  weder  euklidische  noch  neuere  Geometrie,  heisse 
daher  analytische  Geometrie.  Der  Verfasser  sollte  doch  wissen,  dass 
man  tiber  ein  Wort  von  so  grosser  und  in  so  weitem  Umfange  be- 
reits geltender  Bedeutung  nicht  nach  Gutdünken  verfügen  kann.  Er 
ignorirt  nicht  nur  den  eigentlichen  Wortsiuu,  sondern  auch  einen 
ganzen  Wissenschaftssweig ,  welchem  der  Name  „analytische  Geome- 
trie" mit  Tollem  Becfau»  angehM  Analytisch  heisst  die  Ericennt- 
niss,  die  von  ihrem  Ziele  in  aligemeinst  möglicher  Anffisssang  aus- 
geht und  mit  diesem  im  Auge  ihre  Eifordemisse  sa  beschaffen  sucht 
Käme  diese  analytische  Erlienntniss  anch  erst  in  der  hohen  Uathe- 
matik  aar  Verwirklichung,  so  wAre  es  doch  durchaus  Terwcrflich  auf 
der  Schule  eine  Terminologie  oinznfohreu,  die  gegen  die  wisaon- 
schaftliche  Ausdmckswciso  streitet.  Aber  selbst  bei  der  Behandlang 
ganz  elementarer  Constmctionsanigaben  lernen  die  Anfilager  das 
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Wort  9«AiiaIyai8**  im  ecbten  Sinne  kennen,  nnd  swtr  btndeltes  eich 

Uer  gewöhnlich  am  gar  keine  Rechnung,  sondern  um  direct  geome- 
triaehe  Beziohangen.  Letzteres  zeigt  zara  Ueberfluss,  dass,  während 
dat  qmtheliaclie  Verfahren  die  Anwendung  von  Reclinung  nud  Rcch- 
nnogselemeaten,  Coordinateu,  nicht  ausschliesst,  auch  das  analytische 
ohne  Rechnung  möglich  ist.  Au  einer  treffenden  Bezeichnung  fehlt 
es  uicht:  „rechnende  Geometrie''  und  .,Coürdiuateulchre''  sajit  olino 
Erklärung  deutlich,  was  es  sagen  soll;  ein  Grund,  dafür  das  cr- 
klärungsbedürftige  und  gar  uicht  zutreti'ende  Wort  „analytische  Geo- 
metrie*' zu  gebrauchen  ist  also  uicht  ersichUidi,  wenn  mau  nicht 
getiisseutlicb  die  Schüler  irre  leiten  will. 

Sehoittt  Tidleicht  ein  blosser  nnpassender  Name  nicht  loviei  wort 
to  sein,  dass  wir  seinetwegen  ansfabrlich  längst  lieicannte  Diogo 
wioderbolen,  wie  es  im  Vorstehenden  geschehen  ist,  lo  rechtfertigt 

ans  wol  die  Schwerhörigkeit,  von  der  das  neue  Auftreten  eines  so 
oft  gerügten  Fehlers,  ohne  inr  £ntkräfitang  dor  Rtige  etwas  beiza- 
bringen, Zengniss  gibt 

Das  Bach  beginnt  mit  einem  „allgemeinen  Teil**,  welcher  das 
Yerfiüirea  des  Unterrichts  bespricht,  der  also  nor  IHr  Kandige  be- 
stimmt ist;  dann  erst  folgt  im  „besondem  Teil*'  die  für  die  Lernen- 
den bestimmte  Lehre.  Letzterer  wird  in  8  Stnfen  geteilt,  deren 
erste  Ar  den  Unterricht  in  Prima  berechnet  ist.  Darob  diesen  soll 
der  Schaler  in  8  Jahren  soweit  gefördert  werden,  dass  er  den  Obrigen 
Inhalt  des  Boches  ohne  Hülfe  des  Lehrers  flir  sich  lernen  kann. 
Die  erste  Stufe  behandelt  die  Coordinatentheorie  nnd  einen  gewissen 
Kreis  ihrer  Aowenduug  und  teilt  sich  in  6  Abschnitte  nach  den 
Gegenständen:  Punkt,  Gerade,  Kreis,  Parabel,  £Uipse,  Hyperbel. 
Die  zweite  Stufe  erweitert  den  Lehrstoff  der  ersten  und  hat  dieselben 
Gegeustünde.  Der  dritte  behandelt  die  allgemeine  Gleichung  2.  Gra- 
des. Auf  jeden  Abschnitt  folgen  Uebungen.  Durch  diese  lernt  der 
Schüler,  was  der  wichtigste  Punkt  ist,  ein  algebraisches  Resultat 
geometrisch  deuten.  Ob  er  daraus  die  Nützlichkeit  des  Umwegs  der 
Uebersetzuug  des  Geometrischeu  iu's  Algebraische  und  wieder  zurück 
ersieht,  ist  wol  zweifelhaft.  Der  Lehrgegenstand  selbst  ist  ohne 
Zweifel  für  sehr  Viele  nützlich,  die  nicht  Mathematik  studiren,  und 
denen  doch  mathematische  Kenntnisse  zu  statten  kommen.  Wer  da- 
gegen die  Mathematik  zum  Studium  wählt,  dem  ist  die  hier  gegebene 
Unterweisung  «ine  schlechte  Vorbereitung  dazu  nnd  eher  hioderlieh 
als  irgood  IMeriicb.  Er  tat  besser,  das  Betreiben  der  Coordinaten- 
lehre  nnf  die  UniTorsitIt  ta  Yorspono  and  anmittelbar  vom  allge- 
meine» Staadponkto  ans  aniafisngea.  Hoppe. 
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Vermischte  Schriften. 

American  Journal  of  Mathcmatics.  Simon  N  c  w  c  o  m  b ,  Editor. 
Thomas  Graig,  Associate  Editor.  Publislicd  under  tlic  Auspiccs 
of  tbfi  Johns  Hopkins  Univcrsity.  Ilgay^uxiov  i'ktyxog  ov  ßUnofii- 
voav.  Volume  XL  Baltimore  1889.  Publicatiou  Ageucy  of  the  Johns 
Hopkius  University. 

Der  Inhalt  des  11.  Bandes  ist  folgender. 

P.  A.  Mae  Mahon:  Abba&dlang  aber  eine  neue  Theorie  der 
symmetrischoii  Fanctionen. 

W.  Woolsey:  lieber  die  in  Beilioii  dargestellten  Integrale 
binomischer  Differentialgleicbnngen. 

M.  d'Oeagno:  lieber  gewisse  Ganren,  welche  man  mit  den  ebenen 
Cnrven  snm  Stodinm  ihrer  InfinitesimaleigenBchalten  Terbinden  lauin. 

Cayley:  Ucbcrdic  Flächen  mit  ebenen  oder  sphirischen  Krflm« 
mnogslinicn.  —  lieber  die  Theorie  der  Gruppen. 

J.  Per  Ott:  Bemericung  snm  Satze  Ton  Euklid  aber  die  anend- 
liehe  Anzahl  von  Primzahlen. 

A.  E.  H.  Love:  Wirbelbewegung  in  gewissen  Dreiecken. 

A.  B.  Basset:  Ueber  die  permanente  Bewegung  eines  roUren- 
den  tlttssigon  Ringes. 

8.  Lio:  Die  Begriffe  Gruppe  und  Invariante. 

E,  Picard:  Ueber  die  biuareu  quadratischen  Formen  mit  con- 
jugirten  Unbestimmten  und  die  Fuchs'schen  Functionen. 

F.  Morley:  Ueber  die  Geometrie  einer  circularen  kabiachcu 
(«nrre  mit  Knoten. 

H.  B.  Fine:  lieber  die  dnrch  DiffBfentialgleichnngen  definirten 
Functionen  nebst  einer  Erweiterung  der  Pniseux'schen  Polygon-Con- 
struction  dieser  Gleichungen. 

£.  Goursat:  Ueber  die  singuliren  Lfisungeu  der  simultanen 
Differentialgleichungen. 

H.  A.  Rowland:  Elektromagnetische  Wellen  und  OscUlationen 
an  der  Oberfläche  der  Conductorcn. 

J.  C.  Fields:  Der  Ausdruck  eines  beliebigen  Diiferentialcoef- 
fidenten  einer  Function  einer  Function  beliebig  vieler  Variabein  mit- 
telst der  entsprechenden  Differentialquotienten  von  n  Potenzen  der 
Function,  wo  u  die  Ordnung  des  Differentialquolionten  ist. 

0.  Bolza:  Ueber  die  Constructiou  intransitiver  Gruppen. 

K.  Heun:  Die  Herstellung  v'uwr  linearen  Differentialgleichung 
aus  einem  gegebenen  Element  der  lutegralfunction. 

I 
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L.  Eoenigsberger:  Ueber  die  Rodaction  Ton  lotegralen 
transcendenter  FniictioneD. 

F.  Franklin:  Note  fiber  die  doppelte  Periodidtftt  der  ellipti- 
schen Functionen.  H. 

Acta  Mathcmatica.    Zeitschrift  herausgegeben  vou  G.  Mittag 
Leffler.  12.  Stockholm  1889,    F.  n.  G.  Beijer.  Berlia,  Mayer 
a.  Mflller.  Paris,  A.  Hermann. 

Der  Inhalt  des  12.  Bandes  ist  folgender. 

P.  Appell:  Ueber  die  Bewegnng  eines  Fadens  in  einer  festen 
Ebene. 

M.  Lorch:  Ueber  eine  Methode  der  Entwickelang  einiger  ellip- 
tischen Functionen  in  trigonometrische  Reihen. 

C.  G  u  i  c  h  a  r  d :  Ueber  die  linearen  Differentialgleichangen  mit 
algebraischen  Coefficienten. 

J.  de  Vries:  Ueber  gewisse  ebene  Coiitigurationen. 

F.  Brioschi:  üeber  die  Gloicliuiig  G.  (Jrades. 

K.  Heu  Ii:  Bcmerkaugeu  zur  Theorie  der  mehrfach  linear  ver- 
knüpften Functionen.  ^ 

J.  Uacks:  Scbering's  Beweis  des  Reriprocitäts-Satzcs  für  die 
quadratischen  Reste  dargestellt  mit  liilfu  des  Zeichens  [x]. 

J.  Horn:  Ueber  ein  System  linearer  partieller  Differential« 
gleichnngen. 

S.  Ko  walcTski:  Ueber  das  Problem  der  Rotation  eines  starren 
Körpers  nm  einen  festen  Punkt 

y.  Yol terra:  Ueber  eine  Yerallgemeinemng  der  Theorie  der 
Functionen  einer  imaginären  Yariabeln.  I. 

P.  Tschebyscheff:  Ueber  die  Integral-Residnen ,  welche  die 
angenäherten  Werte  der  Integrale  geben. 

E.  Picard:  Ueber  eine  Classe  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen 2.  Ordnung. 

II.  Dobriner:  Ueber  das  riiinnlichc  Achteck,  welches  die  Schnitt- 
punkte dreier  Flilchen  2.  Ordnung  bilden. 

II.  G.  Zeuthen:  Note  über  die  8  Schnittpunkte  dreier  Flächen 
2.  Ordnnng. 

A.  H  u  r  w  i  l  z :  Ueber  eine  besondere  Art  der  Kettenbruch-Ent- 
wickelung  reeller  GrOssen.  '  H. 
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Lehrbücher. 

Vorschule  der  Mathematik  für  österr.  Untergyiniiasit'u  und  ver- 
wandte Lcbranstalteii.  Vou  Jos.  Scliram,  Professor  am  Coinmu- 
ual-Real-  und  Obcrgymnasium  iu  Mariahilf,  uiul  Riul.  Schüsslor, 
Doctor  der  Philosophie.  Mit  3ö4  Figurou.  (lu  b^soudcreiu  lieft.) 
Wieu  1889.   Alfred  Hölder.   319  S. 

Zwei  Schriften  vom  erstem  Verfasser  sind  hier  bereits  bo 
Bprochen  worden,  die  eine:  „Lohrbuch  «1er  ebenen  Geometrie''  — 
enchicnen  1878,  im  247.  litt.  Bericht  S.  25,  die  andere :  „Uebcr  die 
Identität  gcomctrisohcr  Gebilde"  —  ohne  Zeitangabe,  soeben  im 
vorigen  litt.  Der.  S.  3i.  Letztere  sucht  die  iu  einem  mit  ersterer 
gleich  betiteltem  Werke  befolgte  Didaktik  gegen  Angriflfe  zu  vertei- 
digen und  führt  daraus  die  Sätze  an,  aui  welche  die  Angriffe  Bezug 
haben.  Vou  diesen  Sätzen  ist  der  eine,  welciier  die  Congrueuz  durch 
Vertaaschbarkcit  detinirt,  wörtlich  aaveräudcrt  auch  in  die  „Vor- 
schule** flbcrgegangeo,  während  zwei  andre,  deren  einer  tiatt  der 
Congmenz  den  Namen  Identit&t  einfahrt,  der  zweite  dieselbe  mittelst 
des  fdseh  gobranchten  Aasdmclcs  „cindeotig^  auf  die  Bcstimmnogs- 
stocke  sarflckfftbrt,  im  gegenwärtigen  Werice  nicht  vorirommen,  and, 
wenn  Bef.  nicht  irrt,  auch  in  der  besprochenen  Ausgabe  nicht  ge- 
standen haben.  Auf  die  Beieichnung  des  gegenwirtigen  als  „Vor- 
scbalo"  scheinen  die  Verfasser  selbst  Itein  Gewicht  zu  legen ,  da  08 
im  Vorwort  stets  „Lehrbuch'*  genannt  wird.  In  der  Tat  cbaralcteri- 
sirt  es  sich  gegooUber  andern  Lehrbüchern  gerade  in  cntgegengc- 
settt«r  Bichtung:  et  hat  eher  den  Charakter  einer  Encyklopädic,  dio 

AMh.  4.  Ibth.  m.  Pkf».  &  Bdk«.  TMl  Till.  4 
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iu  sachlich  gcorJnuter  Reihe  von  Artikeln  über  alle  LehrthematA 
conciüue  vollstäudige  Auskunft  erteilt.  Diese  Darstellangsweise  ver- 
liert natürlich  im  weitern  Fortschritt  mehr  und  mehr  ihr  Unter- 
scheidendes and  ßlUt  scbliesslich  mit  der  rational  didaktiseben  Entp 
Wickelung  des  Lehrstoib  snsammoii.  Schon  die  Ausdehnung  des 
Lehrimcfas  anf  Stereometrie  nnd  Kegelschnitte  liest  dasselbe  nicht 
als  Vorschule  erscheinen.  Hanptsftchlich  aber  Ist  es  die  Ab&ssnngs- 
weise,  die  einer  Einfnhmog  vsn  Anfiingeni  in  das  mathematische  Ge- 
biet am  wenigstens  entspricht  Während  flberall  sonst  anf  eiacten 
Aasdnick  grosse  Sorgsamkeit  verwandt  ist,  treten  gerade  in  den  An- 
fitagen,  wo  es  sich  um  ErklAmng  der  elementarsten  Begriffe  handelt, 
mancherlei  Schwftchen  and  Misgriffe  anf.  Der  iu  der  Geometrie  bo- 
gangene  nnd  an  bezeichneter  Stelle  gerügte  Fehler,  der  iu  der  Kr- 
kl&rong  der  Congruenz  durch  Vertanscbbarkeit  liegt,  entstellt  auch 
den  Anfang  der  Arithmetik,  wo  gesagt  wird:  „Zwei  gleichartige 
Grössen  heisseu  einander  gleich,  wenn  die  eine  für  die  andere  ge- 
setzt werden  kann,  ungleich,  wenn  dies  nicht  möglich  ist."  Die  ein- 
fachste Widerlegung  gibt  wol  jede  Ungleichung  «  ^  A ,  indem  man 
für  a  jede  grössere,  für  b  jede  kleinere  Grösse  setzen  kann.  Sie 
deutet  darauf  liiu,  dass  der  Fehler  ein  Erklärun^srirkol  sei,  da  die 
Erklärung  der  Gkichheit  die  Gleichheit  stillschweigoiid  voraussetze. 
Allein  auch  iu  ax  ^  u,  wie  iu  vielen  Gleichungen,  kann  mau  liir  a 
Ungleiches  seUsen.    Der  Fehler  ist  vielmehr  die  unzulässige  L'm- 
kehrung  des  richtigen  Satzes:  Gleiches  kann  man  für  eiuauder  setzen. 
Femer  ist  der  Satz  unrichtig:  „Jedes  Ding  für  sich  alleiu  betrachtet 
heisst  Einheit**  Im  Gegenteil  heisst  es  nur  dann  so,  wenn  man  es 
in  Verbindong  mit  andern  Dingen  betrachtet,  nnd,  was  wesentlich 
ist,  wenn  man  Ton  deren  Yerschiedenheit  absieht  Ferner  zeigt  der 
Satz:  „Bechnen  bat  die  Aufgabe,  ans  gegebenen  Zahlen  nach  be* 
stimmten  Yorscbriften  eine  nene  Zahl  zn  bilden**  —  Mangel  an 
Beobachtong.  Nirgends,  auch  nicht  in  diesem  Buche,  wird  das  Wort 
Rechnen  in  dem  genannten  Sinne  gebraucht  Nicht  deijenige,  wel- 
cher ans  den  Zahlen  8  und  8  die  neue  Zahl  3  X  S  bildet,  sondern 
derjenige,  welcher  die  so  gebildete  Zahl  in  der  dekadischen  Form  24 
darstellt,  rechnet  Während  der  Verfasser  bei  andern  Gegenstünden 
selbständig  mit  Besserung  vorgegangen  ist  und  manchmal  in  der  Ab- 
weichung vom  Gewöhnlichen  geirrt  hat,  ist  es  hier  gerade  ein  recht 
häufig  vorkommender  Fehler,  den  er  ohne  Ueberlegung  aufnimmt 
Was  zu  dem  Fehler  verleitet,  ist  der  Umstand,  dass  bei  Erklärung 
der  einzelnen  Operation  der  Unterschied  von  Stellung  und  Lösung 
der  llechenaufgabc  ohne  Bedeutung  ist.    Hier  ist  daher  auch  der 
Fehler  von  keiner  Bedeutung;  hei  den  nianniclifaltigen  Transfor- 
matiunen  der  Algebra  hingegen  bringt  er  Luklarheit  mit  sich;  die 
falsche  Detiuitiou  hat  zwar  der  Schüler  hier  längst  vergcsseu,  aber 
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das  Richtige  weiss  er  darum  doch  nicht.  In  Betreff  der  Geometrie 
ist  die  verfehlte  Dotiüition  der  Coogrueiiz  bereits  ausführlieh  be- 
sprochen. Die  behandeltcu  Lchrthemata  siud  der  Reihe  nach  fol- 
gende. Unter  „besondere  Arithmetik^^:  die  Zahl  und  ihre  Darstel- 
lung, die  4  Grandoperationeu  in  ganzen  Zahlen,  Teilbaxlceit  der 
Zahlen,  gemoiiie  Brüche,  Dedmalbrficho,  mehrfiuh  benannte  Zahlen, 
Proportiooen.  Unter  „allgemeine  Arithmetik^:  arithmetische  Zei- 
ehenapraehe,  Operationen  erster,  s weiter  Stufe,  allgemeine  Brüche, 
Qoadrat  nnd  Qoadralwunel,  Kubus  und  Kubilcwnnel,  Proportionen, 
Gleichungen  1.  Grades.  Unter  „Planimetrie^:  Grnndgebilde,  Drei- 
eck', Kreis,  Yiereck,  Polygon,  Längenmessnng,  FIftchengleiehheit  und 
Flächenmessung,  Aehnlichkeit.  Unter  „Steroometrie*^:  Punkt,  Ge- 
rade, Ebene  im  Räume,  Prisma  und  Cylindor,  Pyramide  und  Kegel, 
Kugel,  Polyeder,  Kcgclschnittslinien.  Auf  die  besondere  und  auf  die 
allgemeine  Arithmetik  folgen  Aufgaben  des  Verkehrs,  auf  die  Plani- 
metrie Coustructionsaufgaben,  die  Lösungen  sind  am  Sclilusse  des 
Buchs  zusammengestellt.  Ausserdem  sind  au  einzelne  I. ehren  Fragen 
und  Aufgaben  angeknüpft.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  gesammteu  niederen  Mathematik  umfassend  Arith- 
metik, Buchstabenrechnuug,  Algebra  einschliesslu h  der  Logarithmen, 
Geometrie,  ebene  Trigonometrie  nnd  Stereometrie.  Mit  /.ahlreichen 
Beispieleu  und  Uebun^saufgabeu  uebst  vollst&udiger  Lösung  und  Aus- 
rechnung  bearbeitet  fOr  den  Selbstunterricht  sowie  auch  für  den 
Schnlgebraueh  von  G.  Otto,  Gewerbeschnllohrer  a.  D.  und  II.  Die- 
sen er,  Architekt.  Mit  4'io  Holzschnitten.  Abteilung  L  und  II. 
Arithmetik,  Bnchstabenrecbnnng  und  Algebra.  Abteilung  III.  lY. 
o.  V.  Geometrie,  ebene  Trigonometrie  und  Stereometrie.  Halle  a. 
d.  8.  1889.  Ladw.  Hofstetter.  64  +  60  +  173  +  132  +  »7 
+  75  &' 

Das  IJuch  lehrt,  wie  man  ohne  alles  Denken  und  Verstehen  eine 
gewisse  praktische  Fertigkeit  im  Rechnen  und  Construireu  gewinnen 
soll.  Es  besteht  nur  ans  Regeln  (mit  vorgängiger  Angabe  desWort- 
gebrauchs)  und  Uebnngsbcispielen.  Von  Begründung  nnd  Begrüb- 
erklimng  ist  nirgends  die  fiiede,  ja  die  B^eln  und  Worterklftrnngen 
sind  nicht  einmal  dafür  abgefasst,  dass  der  Schaler  daraus  das  Ver- 
fahren entnehmen  kann.  S.  6.  z.  B.  steht:  „Mnltipliciren  heisst,  eine 
Zahl,  den  Mnltiplicator,  so  oft  an  sich  selbst  addiren,  als  eine  an- 
dere Zahl,  der  Mnltiplicator  Einheiten  bat."*  Wollte  ein  Schfller 
hiernach  5  mit  3  multipliciren,  so  würde  er  5  zu  5  addiren,  dauu 
wieder  5  zu  5,  dauu  wieder  5  zu  5,  und  dreimal  dasselbe  Resultat 
10  linden,  was  denn  mit  mehrfacher  Best&tigung  ergäbe,  dass  3  mal 
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5  =  10  ist.  Wahrscheinlich  sind  also  die  Regeln  und  Worterklä- 
rungon  nur  dazu  da,  im  Examen  hergesagt  zu  werden,  und  das 
Rechnen  erlernt  der  Schiller,  indem  er  es  dem  Lehrer  nachmacht. 

iloppe. 


Eleyers  Encyklopädie  der  gesamten,  mathematischen,  techni* 
sehen  nnd  exakten  Natnr-Wissensehafton.  Stuttgart.  Jnlios  Maler. 

Das  Vcrzeichniss  der  bis  jetzt  erschicneuon  Toilo  dieser  Ency- 
klopädie uennt  2H  Lehrbücher,  eine  Logarithmentafel  und  eine  Ge- 
schichte der  Geometrie,  worunter  die  Mehrzahl  von  Kleyer  bearbeitet 
ist  Dem  Ref.  liegen  die  Aufäuge  zweier  dieser  Lehrbücher  vor, 
nämlich  der  folgenden. 

Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Gcometrio  (Planimetrie).  Be- 
arl)eitet  nach  eigenem  System  von  Adolph  Kleyer.  Erster  Teil: 
Die  gerade  Linie,  der  Strahl,  die  Stredie,  die  Ebene  nnd  die  Kreis- 
linie im  allgemeinen. 

Lehrbocb  der  Differentialrechnung.  Bearbeitet  nach  eigenem 
System  von  Adolph  Kl  eye  r.  Erster  Teil:  Die  einfache  nnd  wie- 
derholte Differentiation  cxplisieter  Fonktionen  von  einer  nnabhin- 
gigen  Variabeln.  Zweite  Anflage. 

Die  Eiuleituiig  des  crsteru  ist  ein  Gemiscli  vou  ri'  htigeu  und 
nnrichtigeu  Gedanken  Uber  den  Raumbegriff.  Die  unrichtigen  sind 
es,  welche  dem  begiuncudcn  Vortrag  zugrunde  liegeu  und,  wenig- 
stens innerhalb  der  2  ersten  Hefte,  siemlieh  den  einzigen  Stoff  dazu 
bieten.  Jenen  Gedanken  infolge  ist  die  Linie  eine  Andnander- 
lagerang  von  Punkten,  die  der  Verfasser  anch  Atome  und  Infinite» 
simale  nennt  Der  Punkt  ist  ein  Teil  der  Linie,  aber  so  klein,  dass 
er  nicht  melir  geteUt  werden  kann.  Ein  Linienelement  besteht  aas 
2  Atomen.  Die  Linie  bat  eine  endliche  Ansahl  nnendlich  kleiner 
Teile.  U.  a.  w.  Dies  sind  nicht  bloss  einmalige  Aussagen,  sondern 
der  gesamte  Lehrvortrag  enthält  nichts  weiter  als  die  Umsetzung 
der  gemeinen  Vorstellung  in  solche  confusc  Redeweise.  Als  äusser- 
liehe  Eigentümlichkeit  ist  zu  erwähnen,  dass  jede  Seite  in  2  Spalten 
geteilt  ist.  Links  steht  unter  „Frage"  die  in  eine  Frage  gekleidete 
Ankündigung  des  Themas,  Uber  das  der  Verfasser,  rechts  uuter 
„Autwort"  sprechen  will. 

Im  Vorwort  inm  Lehrbuch  der  Dilferentiahreehnttng  sagt  der 
VerÜMser,  es  sei  ihm  ergangen,  wie  es  jetzt  noch  100  Andern  er- 
gebe, deren  mathematisches  Denken  durch  keine  der  Methoden, 
welche  zur  Ucrieituug  der  Differentialformelu  dienen,  Befriedigung 
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finden.  Er  neont  6  Mothoden,  aber,  wie  ▼om.böeeD  Geist  aof  an- 
frochtbirem  Felde  heroiiigefUirt,  nur  solche,  die  erdaebt  worden 
sind,  damit  man  die  Principion  der  Differontialreclinang  niclit  ver« 
stelle,  and  gebt  mit  Stillschweigen  an  den  Methoden  vorbei,  durch 

welche  sie  leicht  vorstiludlicb  werden.  Er  beansprucht  nun  nicht, 
schon  jetzt  Uber  die  Frage  zur  Klarheit  gelangt  sa  sein  und  die 

rechte  Methode  gefaudcn  zu  haben,  vielmehr  könne  er  zur  Heraus- 
gabe seiner  Bearbeitung  gedrängt ,  sich  nur  auf  einige  Ergobuisso 
seines  Nuclidenkens ,  die  er  für  ununistösslich  halte,  stützen.  In 
diesen  sucht  er  eine  Auffassung  der  Grösse,  wie  sie  der  Natur  der 
Körperwelt  entspreche ,  zu  geben  und  betrachtet  daher  die  Grösse 
als  aus  unteilbaren  Teilen  bestehend,  wie  obeu  von  der  Linie  gesagt 
ward  i  diese  siud  dauu  seine  Differcutiale.  Uoppo. 


Leitfaden  der  ebcneu  Geometrie  für  höhere  Lehranstalten.  Von 
Prof.  IL  Köstler.  Mit  vielcu  iu  den  Text  gedruckten  Holzscluiit- 
ten.  1.  Heft.  Kongruenz.  Dritte,  teilweise  umgearbeitete  Autiago. 
Hallo  a.  S.    1889.    Louis  Nebert.   66  S. 

Das  I.Heft  ist  im  2.  litt.  Her.  S.  14,  das  2. Heft  im  25  litt.  Ber. 
S.  8,  das  3.  Heft  im  251.  1.  Ber.  S.  29  besprochen.  Die  3.  Auflage 
unterscheidet  sich,  abgesehen  von  kleinen  Verbesserungen,  durch 
folgendes  von  den  2  vorausgehenden.  Die  „Systematik  der  Geome- 
trie" ist  aus  der  Einleitung  entfernt  und  iu  den  Anhang  gesetzt. 
Der  Abschnitt  über  die  Linien  ist  übersichtlicher  gegliedert.  Der 
erste  Lohrsatz  aus  der  rarallelcnthcorie  ist  durch  den  entsprechen- 
den Grundsatz  ersetzt  worden ,  dieser  lautet:  Durch  oiucu  Punkt 
kann  man  zu  einer  Geraden  nur  eine  Parallele  ziehen.  Hiermit  ist 
eine  Berichtigung  eingeleitet,  aber  noch  nicht  vollzogen.  Statt  nun 
mit  Anwendung  des  Grundsatzes  die  Gleichheit  der  gfeichliegendeB 
Winkeln  an  Parallelen  sn  bewdsen,  hat  derYerfasser  erstem  mllssig 
liegen  lassen  nud  letstere  aof  einen  sehr  bekaimteB  Trogschlass  go- 
stAtst  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Ebenen  Geometrie.  Nach  neuen  Grundsätzen  be- 
arbeitet. Von  Karl  Koch,  Professor  am  Lycoum  in  Cannstatt 
Erster  Teil.  Mit  80  Figuren.  Ravensburg  1889.  Dom.  103  S. 

Der  Titel  sagt.,  dass  das  Lehrbuch  nach  neuen  Gruudsätzcn  be- 
arbeitet ist.  Eigentlich  ist  es  indes  derselbe  Reformgedauke,  den 
schon  viele  Bearbeiter  von  Lehrbüchern  verfolgt  haben,  und  in  dessen 
Verwirklichung  das  gegenwärtige  Lehrbuch  nur  weiter  geht  als  viel- 
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leicht  alle  Vori^änger:  dem  Schüler  soll  keine  VerstandostÄtigkeit  ao 
GegcDständen  zugemutet  werden,  die  ihm  zur  Zeit  noch  fremd  sind. 
Allein  im  Zawerkegehen  zeigt  sich  doch  eine  bedeotende  Yerschie- 
denheit,  welcher  pädagogische  AotSeht  nignmde  liegen  meis,  lo  daai 
hier  wirklich  die  OrondBitze  fUglich  neo  genannt  werden  können^ 
wenn  tie  auch  nnr  in  Meldung  frflherer  Hingel  und  Mi^ffe  be- 
stehen. Der  grOMte  nnd  doch  so  gewöhnliche  Misgriff  ist  es«  dnas 
diejenigen,  welche  die  Pflege  der  Anschanong  forderten,  ancb,  alt 
ob  es  notwendig  damit  verbanden  wäre,  oder  nm  die  enkUdisehe 
Methode  za  aberflttgeln,  das  Gesichtsfeld  des  Schillers  recht  bald  sv 
erweitem  nnd  ihn  so  an  allen  Schwierigkeiten  recht  unmerklich  vor» 
•  beizofähren  strebten.  Dadurch  geht  der  Hanptbildangszweck  der 
mathematischen  Disdplin,  welcher  das  Verweilen  auf  engem  Felde 
der  Betrachtung  als  nnerlässlich  fordert,  verloren,  nicht  das  Ycr- 
stehen,  sondern  das  Nichtvcrstehcu  bei  der  Meinung  zu  verstehen 
wird  den  Schülern  leicht  gemacht.  Koch  pflegt  in  nicht  minderm 
Grade  die  Anschauung,  aber  er  verweilt  stets  auf  engstem  Felde. 
Hierzu  kommt,  dass  die  Beobachtungen  au  der  Figur  keine  bloss 
äussere  siud,  dass  vielmehr  jede  Beziehung,  auch  wenn  sie  sclbst- 
verstäniUich  ist,  durch  besondern  Satz  zum  Bewusstsein  gebracht 
wird.  Hervorzuheben  ist  endlich  die  logische  Genauigkeit  in  Dc- 
duction ,  Urteil  und  Ausdruck,  die  so  häufig  von  den  Verbesserern 
der  Methode  als  Nebensache  behandelt,  hier  aber  trotz  aller  Kürze 
und  Einfachheit  flberall  festgehalten  wird.  Bedenken  könnte  viel- 
leicht die  sehr  abweichende  Anevdnnng  des  Lehrstoffs  erregen,  indem 
dadurch  die  Systematik  verhflUt  wird,  nmsomehr  weil  die  Sätze, 
welche  einen  wirklichen  Fortschritt  enthalten,  mit  vielen  solchen,  wo 
dies  nicht  der  Fall  ist,  gemischt  auftreten.  Nach  einer  Aeussemug 
im  Anfang  des  Vorworts  scheint  der  Verfiwser  zu  verlangen,  dass 
der  Schaler  zuvor  wisse,  wie  man  z.  B.  einen  Winkel  abträgt,  hal- 
birt  u.  s.  w,,  ehe  von  abgetragenen,  halbirten  Winkeln  die  Rede 
sein  dürfe.  Eine  solche  Forderung  wflrde  geradezu  die  Bogel  alles 
vomfinftigen  Handelns:  Erst  denken,  dann  tun  —  auf  den  Kopf 
Stelion ,  und  kann  wol  kaum  seine  Meinung  sein.  Die  Dreiteilung 
eines  Winkels  wissen  wir  nicht  auszuAhren  nnd  kOnnen  sie  doch 
als  geschehen  denken.  Hoppe. 

Lehrbuch  der  Planimetrie.  Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehr 
anstalten  und  zum  Selbst-Unterricht.  Von  Dr.  Rotte k,  vormals 
Professor  und  Rektor  am  Gymnasium  und  RealgjTnnasium  zu  Rends- 
burg. Dritte,  mit  Aufgaben  vermehrte  und  verbesserte  Auflage 
(Mit  57  Figuren  im  Text.)  Leipzig  1888.  Hormann  ScbulUe 
96  8. 
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Lehrbuch  der  Storoomotric.  Zum  Gebraucho  an  höhcron  Lehr- 
anstalten und  zum  Selbstunterricht.  Von  Dr.  Rottok,  vormals 
Professor  und  Rektor  am  Gymnasium  und  Realgymnasium  zu  Rends- 
burg. Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  AuÜage.  (Mit  28  Figuren 
im  Text)   Leipzig  1888.  Hermann  Schnitze.  65  S. 

Das  erstere  Lehrbuch  beginnt  mit  einem  ganz  unklaren  Satze: 
es  nennt  die  Geometrie  eine  Wissenschaft  der  räumlichen  Grössen, 
nur  auf  Ausdehnung  Rücksicht  nehmend,  von  andern,  wie  physischen 
u.  s.  w.  Eigenschaften  absehend.  Wenn  andere  Lehrbücher  —  in 
der  Tat  sind  es  nicht  wenige  —  im  Eingangssatze  die  Raumgrössen 
ausschliesslich  als  Gegenstand  der  Geometrie  hinstellen,  so  ist  dies 
ein  einmaliger  ungenauer  Ausdruck,  sie  sorgen  wenigstens,  wenn  auch 
öfters  nngenügend,  im  weitern  Verlaufe  dafür,  die  Begriffe  durch 
ihre  Anwendang  richtig  zu  stellen.  Hier  hingegen  ist  der  ungenaue 
EingangssaCi  die  Quelle  immer  neaer  Unklarheiten:  die  nnldare  Be* 
grübiniseliang  von  GrOuen  und  Qaalitäten  wie  Bicbtnng,  Lage,  Ge- 
stalt wird  fortgesponneii  und  der  dadurch  erzeugte  Mangel  an  Ori- 
entining  cor  Erschleichang  eines  Seheinbeweisea  lOr  den  Parallelen- 
tati  benntsL  Ebenso  wird  dnrch  eine  nnverstindliche  Auseinander^ 
setsnng  die  Nichtberftcksichtignng  dee  Falles  der  Incommensnrabilität 
n  rechtfertigen  versucht;  statt  Evidenz  zu  geben,  erschwert  der 
Verfasser  nur  die  Erhebung  eines  Einwandes. 

In  der  Stereometrie  wird  gleich  yon  Anfang  die  Bewegung  der 
Gebilde  in  Betracht  gezogen,  es  geschieht  dies  mit  besonderer  Be- 
vorzugung, ohne  dass  die  Sache  es  erforderte  und  öfters  in  ausge- 
dehnterem Masse  als  dazu  Anlass  war.  Es  scheint  daher  die  Tendenz 
vorzuwalten ,  das  Gesichtsfeld  des  Schfllers  i^eich  anfangs  zu  erwei- 
tem, was  aber  nur  dahin  wirken  kann,  eine  recht  oberflflchliche 
Au^li^ssung  zu  erzeugen.  Hoppe. 

Grundzüge  der  Naturlchre  für  die  unteren  Classcn  der  Gym- 
nasien, Realschulen  und  verwandten  Anstalten,  Von  Dr.  Iguaz 
G.  Wall  entin,  k.  k.  Professor  am  Ober-Gymnasium  im  IX.  Be- 
zirke Wiens,  ehem.  Privatdocent  für  mathematische  Physik  an  der 
k.  k.  technischen  Hochschule  in  Brünn.  Ausgabe  für  Gymnasien. 
Mit  231  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Zweite,  veränderte 
Anflago.   Wien  1887.   A.  Pichlcr's  Witwo  n.  Sohn.  207  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  vortreffliches  Lehrbuch  der  Physik  fQr 
AnOngor,  einerseits  leichtfiisslich  in  hohem  Grade,  andererseits  in 
echt  wissenschaftlichem  Geizte  bearbeitet,  so  dass  es  dem  Zwecke 
der  EinfnhruDg  in  das  kttnftige  Studium  so  gut  genttgt  wie  et  der 
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populären  Aulklaruiig  und  der  Verbreitung  nützlicher  Keiintuisse  zu 
dienoa  sieb  eignet.  Der  Lehrstoff  ist  Dicht  auf  vorgozeieluiete 
GroDzon  boschrinkt  worden,  doeb  omfasat  er  mebr  alt  gewAbnlicb 
xar  Kenntniss  der  Scbfiler  gelangt,  nnd  zwar  aacb  tohr  trelfonden 
Urteile  das  Wesentliche  für  richtigo  Anübssrntg  der  Natarerscbei- 
nnngen.  Der  Vortrag  bindet  stcb  nicht  an  eine  gleicbmäsnge  Form, 
sondern  wftMt  diese  den  Gegenständen  in  riclsoitigstcr  Behandlang 
entsprechend.  Er  ist  nicht  ausschliesslich  beschreibend,  sondern 
auch  erkiflrciul,  gibt  uiclit  bloss  die  Qualitftt  der  Erscheinung,  son- 
dem  wo  es  hi »gehört  auch  das  Mass  ond  dessen  Gesetze.  Wo  auch 
von  letztem  das  weniger  Einfache  ausgeschlossen  werden  mnsstc,  da 
ward  um  so  gründlicher  das  Einfache  behandelt.  In  denjenigen 
Punkten,  in  weichen  sonst  häuflg  Irrlehren  aufgetreten  sind,  findet 
sich  hier  stets  der  Grund  sogleich  so  gelegt,  dass  die  irrige  Auffas- 
sung keine  Stelle  hat.  Wie  in  einzelnen  Fragen  der  Verfasser  sich 
entschieden  hat,  ist  im  Vorwort  ausgesprochen;  um  es  zu  würdigen 
wUrdu  eiu  Eiugehcu  auf  die  iichaudluugswciso  im  ciuzelnen  uötig 
sein.  H. 

Lehrbuch  der  Physik  für  die  oberen  Classcn  der  Mittelschulen 
und  verwandter  Lehransfaltcn.  Von  Dr.  Ignaz  G.  Walleutin, 
Professor  am  k.  k.  Stautsgyinnasiuni  im  neunten  Bezirke  von  Wien, 
Khrenniitglied  der  physikalisch-chemischen  Gesellschaft  zu  Frankfurt 
am  Main.  Fünfte,  veränderte  Auflage.  Mit  232  in  den  Text  ge- 
druckten Holzschnitten  und  einer  Spectraltafel  in  Farbendruck.  Aus- 
gabe für  Gymuasicu.  Wiuu  A.  Pichlcr's  Witwe  und  Sohn. 
318  S. 

Dieselben  vorzQglichen  Eigenschaften,  welche  die  „GrundzUge 
der  Naturlehre"  besitzen,  und  die  im  vorigen  Berichte  dargelegt  sind, 
charakterisircn  aucli  das  Lehrbuch  der  Pliysik.  Es  werden  darin, 
nach  einer  Einleitung  über  die  Methode  der  Physik  und  die  allge- 
meinen Eigenschaften  der  Körper,  nach  einander  behaudell:  Mecha- 
nik, Wärme,  Magnetismus,  Elcktricität,  Wellen,  Schall,  Licht,  Wärme- 
strahlung, und  im  Anhang:  Astronomie  nebst  mathematischer  Geo- 
graphie und  Chemie.  Bei  allen  Luhrgegenstäudeu  sind  die  allgomeiueu 
Gesetze  obenan  gestellt,  au  sie  schliesscu  sich  dann  die  specielicn 
Erachefainngeu,  die  Beobaehtnng  und  deren  Hitlel.  H. 

Job.  Gbr.  Wal  b  er  er 's  Anfangsgrunde  der  Mechanik  fester 
Kdrper  mit  vielen  Uebungsaufgabcu  zum  Schulgebrauche  an  Gym- 
nasien nnd  verwandton  Lehranstalten  neu  bearbeitet  Toa  Dr.  Georg 
Bocknagel,  Professor  am  Uealgymaasiam  n  Pasaan,  oorrespon- 
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direndem  Mitglicdo  der  H.  B.  Akademie  der  Wissenschafteo.  Sechste 
Auflage.  Maucbcn  1889.   Theodor  Ackermaon.   178  S. 

Dm  Lebrboch  too  Walberor  iit  in  2.  ond  4.  Auflage  im  228.  und 
268.  litt  Ber.  S.  34.  S.  43.  besprochen.  Das  Vorliegende  stellt  sieb  als 
Umarbeitung  der  analytischen  Mecbanik  für  den  Sebnlgebraneb  dar, 

d.  h.  der  Lehrgang  ward  im  ganzen  boibebalten,  was  hingegen  im 
einzelnen  nach  Ermessen  des  Herausgebers  zu  hoch  für  den  Stand- 
punkt der  Schüler  war,  ward  in  mehr  erläuternder  Form  vorgetra- 
gen, mitunter  auch  weggelassen.  Diese  Umsetzungen  sind  nun  durch- 
aus kein  Mustir  von  Fleiss  und  didaktischem  Urteil.  Die  mathe- 
matische Sciuirfü  wini  preisgegeben,  mancherlei  Unbestimmtheiten 
bleiben,  wu  die  Klarstellung  zu  schwierig  schien,  das  ursprünglich 
Einfache  wird  durch  Umschweife  dem  Blick  cutzogen.  Um  nur  ein 
Beispiel  anzuführen,  so  ist  der  Bcgrifif  des  Gleichgewichts  eines 
Systems  von  Kräften,  der  doch  durch  die  gleiche  Wirkung  mit  Nnll- 
itmlt  sofort  definirt  sein  würde,  dnreb  Bedingungen  bestimmt  worden, 
die  sieb  anf  die  erfolgenden  Bewegungen  bezieben,  Bedingungen  die 
bÖcbsCens  bei  danemden,  nicbt  aber  bei  momentanem  Gleiebgewicbt 
ntreifen.  Da  bei  Gleiehgewiebt  der  Kräfte  die  mannieb&ltigsten 
Bewegungen  stattfinden  kdnnen,  so  ist  es  offenbar  nnvemttnftig  die 
Dentlieblieit  des  BegrÜfe  darauf  stiltsen  vbl  wollen.  Ueberdies  li^n 
die  ßcwcgungsbcdingungen  niebt  mehr  im  Bereich  der  zu  beobachten- 
den Wirklichkeit,  wenn  ausser  dem  System  im  Gleichgewicht  gleich- 
zeitig andre  Kräfte  wirken.  Die  in  den  firOberen  Auflagen  des  Buches 
von  Walberor  enthaltenen  Irrlehren  kommen  freilich  in  der  gegen- 
wärtigen Bearbeitung  nicht  vor;  doch  zeugt  es  nicht  von  Beherr- 
schung des  Lehrstoifs  von  Seiten  des  neuen  Bearbeiters,  wenn  jene 
Fehler  nur  am  Gängelbande  der  analytischen  Methode  vermieden 
worden  sind,  und  er  nicht  vermocht  hat,  die  gleichen  Resultate  in 
sichcrem  synthetischen  Lehrgange  zu  entwickeln.  Hoppe. 


Tabellen. 

Tafel  der  Besserschen  Functionen  und  /»*  von  k  =  0  bis 
A;  s=  15,5  berechnet  von  Dr.  E.  M  eis  sei  in  Kiel.  Aus  den  Ab- 
handlungen der  Köiiigl.  preussischeu  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Berlin  vom  Jahre  18Ö».   Berlin  1Ö89.   Georg  Reimer.   4<».   23  S. 

Die  TaüBl  ist  eine  Erwdternng  der  Bessei'sehen  TM  ftr  die 
FnnetioBen 
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in  don  Abhandlnogen  dor  Aludemio  vom  Jahre  1824.  8i«  gibt  ioner- 
hall)  der  gonaBBten  Grenzeu  für  dio  Hondertol  tob  k  die  Werte  bei- 
der FaoctiOBen  anf  12  BmclisteUeB.  H. 


Tafeln  der  Ilypoibolfiinctioncii  und  der  Kreisfnnctionen  uebst 
einem  Anhange  enthaltend  dio  Theorie  der  Ilypcrbelfunctionen.  Von 
Dr.  W.  Ligowski,  Professor  au  der  Kaiserlichou  Marino-Akadeinie 
und  Schule  in  Kiel.    Berliu  1890.    Ernst  u.  Korn.    104  S. 

Die  Hanpttafe!  gibt  dio  Worte  der  brigg'schcn  Logarithmen  der 
FnuctioDcn  Sini/;  —  ^it'P  —  t-^')  =  tgtp,  (£o8y  —  i(«*-f-c-f')  =  sec^ 
QBd  die  Werte  der  vennittelndea  FBOCtion  9  eotspreehend  der  Be* 

lation     —  tg  -—-^  für  jedes  ^  von  0  Ms  12.    Die  BeCallllmng 

der  t/;  geht  bis  ^  2  auf  Tauseudtel,  dann  bis  xp  ^  \)  auf  dio  Hun- 
dcrttel,  von  da  auf  Ganze.  Die  Logarithineu  sind  bis  1/;  2  fünf- 
stellig, von  da  bis  v  5  sechsstellig,  von  da  bis  t/^  -=  8  sieben- 
stellig, weitt  rhin  zehnstellig.  Die  (p  sind  bis  v  ^  0,  die  Differenzen 
bei  allen  1-  uiatiuuen  angegeben.  Diese  Ilaupttafel  ist  mit  vielen 
Icleiucrn  Tafelu  verbunden,  welche  zur  Erleichterung  des  Rechnens 
mit  hyperbolischen  Fanctlonen  dienen.  In  der  £inleitnng  ist  der 
Gebranch  der  Tafeln  erläutert,  der  Anhang  enthält  die  Theorie  der 
hypcrboliechen  Functionen.  In  der  Berechnung  von  Tafeln  dieser 
Functionen  war  namentlich  Gudermann  vorausgegangen;  das  Nähere 
darflber  ist  im  Vorwort  ausgesprochen.  H. 


NoBVolles  tables  do  logarithmes  ä  cinq  döcimalcs  ponr  los  lignes 
triponomötriqaes  dans  lc8  deux  syst^mcs  do  la  division  cent^malo 
et  do  la  division  scxagdsimale  du  quadrant  et  pour  les  nombres  1  ä 
12000  suivies  des  memcs  tables  ä  quatre  decimales  et  de  diverses 
tables  et  formales  usuelles.  Paris  1889.  Imprimerio  Nationale. 

Die  gegenwärtigen  Tafeln  sind  im  Auftrage  des  Kriegsministers 
von  der  geodätischen  Scction  des  Service  göographique  unter  der 
Leitung  des  Oberst-Lieutenants  Bassot  susammengestellt  aus  den 
bis  Jetst  ungedruckten ,  von  Prony  berechneten  14  stelligcn  Tafeln. 
Hiermit  ist  erst  ein  Teil  des  Auftrags  erfüllt,  dieselben  Tafeln  sollen 
auch  8 stellig  herausgegeben  worden;  ihr  Erscheinen  in  diesem  Jahre 
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ist  aogekandigt.  Es  ist  erkannt  worden,  dass  die  schon  längst  vcr- 
griffcncQ  7  stelligcn  logaritbmisch  trigonometrischen  Tafetn  von  Borda 
für  DecimalteiluDg  des  Quadranten  einen  Ersatz  haben  mflssen,  and 
d«>t  flberdies  7  Sic  Ucu  dorn  Bedfirfniss  noch  nicht  genttgen.  Dieg 
ra  erwirtende  Werk  Ist  ei  also ,  «is  Aber  das  BeifeehendA  blnaoa- 
geht,  Qnd  wM  in  dan  vorbaadMien  Hfllftmitteln  dei  Bedinens  ^ne 
llnipt  enpfindene  Locke  antinflUlen  Tenpricht  Der  jetst  enehieaene 
Teil  tritt,  wie  In  die  Angea  ftUt,  mit  einem  nnerwOnschten  Uelier» 
■aae  auf:  wir  Imnekea  nicht  In  einem  Bande  Tereinigt  5  nnd  istel- 
Hge  Tafeln ,  noch  weniger  solehe  fllr  Decimal*  nnd  Sexagesimaltoi- 
hing.  HoiToDtlich  wird  das  grössere  Volnm  der  Sstelligen  Tafeln  die 
Heraa^feber  beatimmen  die  Tafeln  ftlr  DecimalteUnng  gesondert  er- 
scheinen ZQ  lassen.  Dagegen  ist  eine  Erleichterung  der  Interpolation 
sehr  wflnschenswort.  Dio  grösstenteils  istelligcn  Differenzen  bei 
Borda,  welche  hier  zu  östclligen  worden  würden,  nehmen  einen 
grossen  Raum  ein,  der  sich  fOglich  fOr  engere  Aigumentfolge  ver- 
wenden liease.  H. 

TaUe  des  qnarts  de  carrte  de  toas  les  nombret  entiers  de  1  4 
900000,  servant  &  simplifier  la  mnltiplication,  r^lövation  an  carr6 
ainsi  qae  l'extraetion  de  la  racino  carrde  et  k  rendre  plus  certains 
los  risultats  de  ces  Operations,  calculöe  et  publice  par  Joseph 
Blatcr.  Avec  la  collaboration  de  M.  A.  Steinhanser,  Conaeiller 
royal-  imp^  4  Viennes.  Paria  (1889>.  Gantbier-Vilhurt. 

Das  Prodnct  sweier  Zahlen  Iftsst  sich  nach  der  Formel 

M-i(i»+fl)«-i(p-«)* 

ala  Differens  sweier  Werte  einer  Ftaiotion  eines  Aignmeots  dar- 
stellen. Die  Torliegende  Tafel  gib!  diese  Function  nnd  ersetit  hier- 
mit je  eine  H nltlplication  dnrch  eine  Addition,  2  Snbtractkmen  nnd 
sweifaches  Machschlagen.  Sie  Innterscheidet  sich  von  ihren  Yotgln- 
gem  dnrch  grossere  Ansdehnnng  nnd  compendlOtore  Einrichtung. 

H. 


Vermischte  Schriften. 

Vcrslagcn  en  Mcdcdcelingcn  der  KoniDklijko  Akademie  van 
Wetcnschappcn.  Afdeeling  Natuurkande.  Derde  reeks.  Vgfde 
doeK  Amsterdam  1889.   Johannes  Malier. 

Per  5-  Teil  enthilt  folgende  mathematische  Abhandinagen. 
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G.  Sciiouton:  Die  Regd  für  diu  I5aliiif'irm  und  die  p]igcn- 
schaftcii  der  Cciitralbowegung  graphisch  dargestellt.  Allgcmcino 
Eigeiischafton  dor  reinen  rollenden  Bewegung  eines  Rotationskörpers 
aof  horifontalor  Ebene  aogewamit  auf  die  Bewegung  einet  RotnUonB- 
kOrpen  am  einen  festen  Pnnict  adnor  Aze. 

P.  H.  Schonte:  Dor  lineare  Complez  (L  1). 

Jan  doYriea:  lieber  cbono  Configorationon.  Ueber  die  har- 
monitcbon  Conflgarationen  (24«,  I84). 

y.  A.  Julius:  Ueber  die  vibrironde  Bowegnng  einer  deforoiirten 
Flllssigkeitskugel. 

J.  A.  C.  Ou de  mann:  Untersnchnng  der  Bedingung,  unter  der 
im  Doppcl bildmikromotcr  von  Airy  der  Wert  einer  scliraubcuunilau- 
fendcu  Unabhängigen  von  der  Accomniodatiou  des  Aages  kommt. 

P.  H.  Dojes:  Ueber  einige  Formeln,  die  sich  auf  die  durch 
Druck-  und  Temperaturveränderungen  bewirkten  Veränderungen  in 
der  Ziisammenset/nng  von  Losungen  beziehen. 

F.  J.  van  den  Der;,':  Die  Constructionsfigur  für  die  Auflösung 
eines  Systems  linearer  Gleichungen,  als  Conüguriitiou  betrachtet.  — 
Einige  Formelu  für  die  Berechnung  der  bcruouUiscbeu  Zahlen  und 
der  Tangeiitcucocfficieuteu. 

C.  H.  C.  Grinwis :  Die  Energie  des  kugelförmigen  Condcn- 
sators. 

J.  Card  in  aal:  Geometrische  Tbeorio  der  windschiefou  Flftchen 
4.  Ordnung.  H. 
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